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PRÉFACE 


La mécanique des constructions, au sens le plus large de ce 
terme, est une discipline qui a pour objet le calcul de la résistance, 
de la rigidité et de la stabilité des constructions. Elle englobe ainsi 
l'étude — de la résistance des matériaux (calcul de la résistance, 
rigidité et stabilité d'éléments de construction séparés), — de l'élas- 
ticité, qui, traitant les mêmes questions, donne des solutions plus 
rigoureuses, — de la plasticité, qui s'occupe des tensions et défor- 
mations des corps plastiques et élasto-plastiques et — de la statique 
des constructions dont l’objet est l’étude de la résistance, de la 
rigidité et de la stabilité des constructions dans leur ensemble ou 
considérées comme parties composées à partir d'éléments simples. 
Cette dernière discipline peut être aussi appelée « mécanique des 
constructions » au sens plus étroit de ce terme. 

Au cours de recherches dans le domaine de la mécanique, ile 
grand savant et peintre italien Léonard de Vinci (1452-1519) avait 
formulé certaines idées justes sur la résistance des matériaux. Ces 
idées toutefois restèrent fort peu connues. À l’époque, seuls quelques 
problèmes isolés relatifs à la résistance d'éléments de construction 
séparés pouvaient être résolus, ce qui, aujourd'hui, constitue la 
mécanique des constructions étant alors inconnue. 

Le début des études systématiques sur la résistance des maté- 
riaux est lié au nom de Galileo Galilée (1564-1642), célèbre physicien, 
mathématicien et astronome qui vécut après Léonard de Vinci, 
à une époque où le développement des communications maritimes 
nécessitait l’augmentation du tonnage des navires marchands et la 
modification de leur construction. Galilée qui s’occupait de ces 
problèmes constata qu’augmenter simplement les dimensions de 
toutes Les pièces en proportion directe de l’augmentation des dimen- 
sions générales du navire ne pouvait assurer la bonne tenue de celui- 
ci. Il prouva que les corps géométriquement semblables soumis 
à l'effet de leur propre poids ne possèdent pas une résistance équi- 
valente. 

En étudiant la résistance des poutres à la flexion Galilée arriva 
à des conclusions importantes, et de nos jours toujours valables. 
Cependant, partant d’une conception erronée, il ne put concevoir 
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une théorie correcte de la flexion. Il estimait en effet que la section 
entière était soumise à des tensions. Îl ne connaissait pas encore 
la loi reliant tensions et déformations. 

Ce ne fut que plus tard (en 1678) que cette loi fut découverte par 
Robert Hooke. Il la formula ainsi: Ut tensio sic vis (telle force, tel 
allongement). 

Le problème de la flexion entrevu par Galilée n’a pu être abordé 
scientifiquement que bien plus tard, dans la seconde moitié du XVIITE 
siècle. Le développement rapide des manufactures ne cessant d'exiger 
de la science la solution de problèmes toujours nouveaux, des essais 
de poutres-flèches furent entrepris. Ces essais permirent de cons- 
tater que les fibres élémentaires de ces poutres étaient soumises 
non seulement à des extensions, mais également à des compres- 
sions. 

Les progrès des mathématiques supérieures et de la mécanique 
ont contribué largement au développement de l'étude de la résistance 
des matériaux au XVIIIe siècle, les travaux d'Euler et de Lagrange 
exerçant une très grande influence. 

Le développement de l’industrie au XIX£ siècle, l'apparition 
des machines à vapeur, la construction de chemins de fer, de ponts, 
de barrages, de canaux, de grands vaisseaux et d’édifices importants 
ont encore accéléré les recherches sur la résistance des matériaux de 
construction. 

L'apparition d'ouvrages de génie civil très complexes et la volonté 
de réduire leur coût ont conduit à l'élaboration de méthodes de cal- 
cul nouvelles et à la formation d’une discipline qu’on appelle de 
nos - jours mécanique (ou statique) des constructions. 

La mécanique des constructions envisage essentiellement la 
construction de systèmes articulés, d’arcs, de murs de soutènement, 
de portiques. 

Les fermes en treillis qui forment les systèmes articulés les plus 
simples étaient connues dès l’antiquité. À l'heure actuelle elles sont 
employées dans la construction des ponts, des toitures d'édifices, 
tandis que d’autres systèmes plans articulés forment {es éléments 
principaux des grues, pylônes haute tension, tours de stations radio 
et autres constructions analogues. 

L’arc était déjà employé par les Romains dans la construction 
des ponts en maçonnerie, mais son calcul restait inconnu. Dans 
la seconde moitié du XIX® siècle l'arc est introduit dans la 
construction des ponts métalliques et au XX£® siècle, dans la cons- 
truction des ponts en béton armé. À l'heure actuelle les arcs sont 
largement employés dans différents ouvrages à grandes portées. 

Les murs de soutènement destinés à prévenir l’éboulement des 
terrains ont été employés depuis des siècles. 

. Les portiques onf acquis une importance toute particulière au 
XXSC siècle dans la construction d'ossatures en métal et surtout 
en béton armé. 
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Les travaux d'immense envergure entrepris en U.R.S.S. ont 
posé toute une série de problèmes nouveaux et complexes, et il 
est devenu indispensable de trouver des méthodes de calcul pour 
la construction d'édifices extrêmement importants et complexes, 
soumis à l’action de systèmes de charges les plus variés. 

Voyons brièvement les problèmes principaux de la mécanique 
des constructions, résolus avec succès par les savants soviétiques. 

Les méthodes de calcul des systèmes hyperstatiques ont été sen- 
siblement perfectionnées et sont devenues suffisamment simples 
pour être pratique courante dans les bureaux d'études. 

De multiples recherches des savants soviétiques sont consacrées 
à l'étude des sections tubulaires à parois minces, largement 
employées dans la construction des avions et dans certains autres 
domaines. | 

La solution apportée à certains problèmes importants relatifs 
à la stabilité des ouvrages de construction a une importance pratique 
capitale. 

Dernièrement la dynamique des constructions à acquis une 
importance toute particulière. Elle constitue actuellement une 
branche à part de la mécanique des constructions. Il en est de même 
de la mécanique des constructions navales et de la mécanique des 
constructions aéronautiques. 

Parmi les savants soviétiques, qui ont contribué largement au 
développement de la mécanique des constructions citons : À. Krylov, 
B. Galerkine, A. Gvozdev, B. Jémotchkine, I. Rabinovitch, 
N. Stréletsky, [. Prokofiev, N. Bézoukhov, N. Béliaev, V. Bolotine, 
K. Zavriev, À. Smirnov, S. Ponomarev, V. Vlassov, M. Philonenko- 
Boroditch, P. Papkovitch, N. Snitko et d’autres. 


CHAPITRE {4 


ANALYSE CINÉMATIQUE DES CONSTRUCTIONS 


$ 1.1. Appuis 


Dans le cours de mécanique des constructions on étudie les systèmes: 
géométriquement invariables, c'est-à-dire ceux dont le déplacement 
de points isolés ne peut s'accomplir sans déformation des systèmes. 
entiers. 

De tels systèmes sont rendus immobiles par rapport à la terre * 
à l’aide d’appuis. Les réactions engendrées dans ces appuis forment. 
avec les charges agissant sur la construction un système de forces 
extérieures équilibré. Passons en revue 
les divers types d'appuis. 

Le premier type est représenté à la 
fig. 1.1. Il consiste en un balancier 


S _Balancier 


supérieur et un balancier inférieur, re- SupérIEUr 
té : : Rotule 
liés par une rotule cylindrique. Cette Se oadriqie 
rotule permet au balancier supérieur de Ebrancier 
pivoter par rapport au balancier inié- CO énférieur 
rieur. En outre les deux balanciers peu- | AouleGux 
vent se déplacer le long du plateau CY. Pateau 
| d'appui 


d'appui grâce aux rouleaux interposés 
entre ce plateau et le  balancier 
inférieur. Fig. 11 

L’appui considéré possède donc une Er 
double variabilité. Le frottement qui s y 
développe peut être négligé et par conséquent Îa réaction de cet. 
appui sera toujours une force, passant par le centre de la rotule et. 
perpendiculaire à la direction du déplacement des rouleaux, c’est-à- 
dire au plan supérieur du plateau d'appui. Cette force est déter- 
minée par un seul paramètre — sa grandeur. L’appui considéré est 


“ 


appelé appui mobile ou appui à rouleaux. 


re 


* Par le terme de « terre » nous entendrons n'importe quel système géo-- 
métriquemetit invariable. 


‘+ 


Schématiquement cet appui est représenté par une seule barre 
munie de deux articulations idéales (sans frottements) aux extré- 
mités * (fig. 2.1). 

La barre, représentant schématiquement l’appui du premier type, 
est conventionnellement considérée comme infiniment longue; le 


7 supérieur 
___ Rotule 
Cytindrique 
. Balancier 
inférieur 


Fig. 2.1 Fig. 3.1 Fig. 4.1 


point supérieur d'une telle barre ne peut se déplacer qu'en ligne droite 
{la droite étant une circonférence à rayon infini) perpendiculaire- 
ment à son axe, ce qui correspond exactement aux conditions d’un 
appui mobile réel. 

On ne tient pas compte des déformations propres de l’appui, 
la barre étant considérée comme absolument rigide. 

Le deuxième type d'appui (fig. 3.1) se distingue du premier 
par son balancier inférieur qui est fixe et non plus mobile. Cet appui 

ne possède qu'un seul degré de variabilité et 
s'appelle appui cylindrique fixe ou appui à 
2. rotule. La réaction d’un tel appui passera 
| toujours par le centre de la rotule, mais peut 
| avoir une direction quelconque. Il faut donc, 
Es pour l’évaluer, connaître deux paramètres — 
sa grandeur et sa direction (ou, ce qui revient 
Fig. 5.1 au même, les grandeurs des deux de ses forces 
ou composantes — par exemple: la verticale 
et l'horizontale). 

Schématiquement le deuxième type d'appui peut être représenté 
‘par deux barres avec articulations idéales aux extrémités, l’articu- 
lation supérieure étant commune aux deux barres (fig. 4.1). 

Dans ce schéma, seul le point d'application de la réaction est 
fixé au centre de l'articulation supérieure, laissant la direction 
de cette réaction inconnue. 

Les directions des barres d’ appui peuvent être choisies arbi- 
trairement, car deux composantes d’une réaction peuvent avoir une 
direction quelconque. 


+ Parfois l appui en question est effectivement réalisé sous la forme d’un 


montant muni de deux pivots; dans ce cas l'appui porte le nom d'appui 
pendulaire. 
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Le troïsième type d'appui est constitué par l'appui encastré ou 
encastrement (fig. o.1), dont le degré de variabilité est nul. La réaction 
d’un tel appui se détermine par trois paramètres — par exemple 
la grandeur, la direction de la force passant par un point quelconque 
et le moment rapporté à ce point. Cette réaction peut être repré- 
sentée par la combinaison du moment d'encastrement et de la 
réaction de l'appui fixe. 

Schématiquement le troisième type d'appui peut être représenté 
par trois barres (fig. 6.1}; pour que l’encastrement soit parfait, la 


/ 


VECÉON d'encastrement 


g 
# 4 
5 l/ 
AS 
2 l 
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% Lo 
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PR CRE RE, CET 
# f 
Fig. 11.1 


distance lo doit être très petite ou la poutre sur la longueur {9 con- 
sidérée comme absolument rigide. 

Notons que le nombre de barres dans le schéma de n'importe quel 
type d'appui est toujours égal au nombre de paramètres définissant 
complètement la réaction de cet appui. 


$ 2.1, Stabilité géométrique des charpentes 


Les charpentes et en particulier les systèmes articulés sont cons- 
titués de barres séparées, généralement droites, unies les unes aux 
autres par soudure, rivets, boulons ou autres moyens d'assemblage, 
les fermes en treillis en sont un exemple. 

En réalité les nœuds des systèmes considérés comme articulés 
sont dans la plupart des cas doués d’une certaine rigidité. Le calcul 
exact de tels systèmes est très compliqué, ces systèmes devenant 
hyperstatiques. 

D'autre part, si l’on remplace les nœuds rigides d’une ferme 
en treillis par des articulations, le calcul est énormément simplifié et 
dans certaines conditions, il pourra être effectué uniquement d’après 
les équations fournies par la statique. Les résultats des expériences 
comme des recherches théoriques prouvent qu’un tel remplacement 


est possible, car dans Le cas de charges appliquées uniquement aux 
nœuds, les forces engendrées dans les éléments d'un système articulé 
idéal ne diffèrent que très peu des forces développées dans un système 
semblable mais à nœuds rigides. Par conséquent, dans les calculs 
qui suivront nous aurons souvent recours à l’artifice consistant 
à remplacer les nœuds rigides par des articulations idéales. 
Notons que si l’on remplaçait les nœuds rigides du système 
formé par trois barres (fig. 7.1,a) par des articulations, ce système 


1 de N, 
# \ 
à : \, 
ER ee =) 
Fig. 7.1 


resterait géométriquement invariable (fig. 7.1,b), c'est-à-dire qu'aucun 
changement de sa forme ne pourrait s'effectuer sans une déformation 
de ses éléments. 

Si, par contre, on introduisait des articulations dans les nœuds 
du système formé par quatre barres (fig. 8.1,a), on obtiendrait un 
système géométriquement instable (fig. 8.1,b) dont la forme pourrait 
changer sans déformation de ses éléments. 

Un triangle articulé forme donc le système en treillis géomé- 
triquement invariable le plus simple (fig. 7.1,b). 

Etudions la formation d’un système articulé géométriquement 
invariable, constitué par plus de trois barres. 

Considérons tout d’abord un système à deux barres (fig. 9.1) 
disposées en ligne droite et reliant le nœud € aux points immobiles 
À et B. 

Si les barres AC et BC sont disjointes au point €, l'extrémité C 
de la barre AC se déplacera suivant la circonférence m-m et l’extré- 
mité C de la barre BC suivant la circonférence n-n, les deux cir- 
conférences ayant leur tangente commune en €. Il s'ensuit que si 
le point € d’une des deux barres se déplaçait d’une longueur très 
petite selon la normale à la ligne AB, l’autre barre ne pourrait 
s'opposer efficacement à ce déplacement. Ainsi le système en question 
est un système géométriquement variable, sa forme pouvant être 
modifiée sans modification de la longueur des barres. 

Le système à deux barres disposées en ligne droite (fig. 9.1) 
sera dorénavant appelé instantanément déformable parce qu'il se 
transforme en un système invariable dès que le point € accomplit 
un déplacement aussi minime soit-il. 
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La situation change radicalement si les deux barres AC et BC 
ne sont plus en ligne droite (fig. 10.1) ; dans ce cas les circonférences 
m-m et n-n n'ont pas de tangente commune, ce qui rend impossible 
tout déplacement du nœud € sans déformation de l'une au moins 
des deux barres. | | 

Ainsi tout système géométriquement invariable restera tel si 
l'on y rajoute deux barres jointes par un nœud, pour autant que les 


axes de ces barres ne soient pas en ligne droite *. 


Fig. 9.1 


Fig. 10.1 


Il s'ensuit que tout système obtenu en partant d'un triangle arti- 
culé par addition successive de nœuds, dont chacun est rattaché à l'aide 
de deux barres non en ligne droite, est géométriquement invariable 
ou, en d’autres termes, sa structure géométrique ne peut être modifiée 
à volonté. De tels systèmes sont appelés systèmes simples pour les 
distinguer des systèmes dits complexes obtenus en partant des systè- 
mes précédents, soit par remplacement de certaines barres, soit 
par superposition. 

Les fermes en treillis représentées à La fig. 11.1 sont des systèmes 
articulés simples. Chacune d'elles est obtenue par addition succes- 
sive de nœuds articulés à un triangle articulé de base abc, cette 
addition s’opérant dans l’ordre indiqué par les numéros des nœuds. 
En vérifiant l'invariabilité géométrique des systèmes articulés 
on peut adopter comme triangle de base abc n'importe quelle com- 
binaison de trois barres réunies par nœuds articulés. 


Un système composé uniquement de triangles est toujours géomé- 
triquement invariable. 


* Le nouveau nœud peut être relié au système par plus de deux barres, 
mais dans ce cas le système peut devenir hyperstatique (voir $ 3.4). 
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N'importe quel triangle d’un tel système peut être considéré 

comme triangle de base. Le contrôle de l'invariabilité géométrique 

des systèmes triangulés simples “peut 

ER 0 s'effectuer aussi dans l’ordre inverse. 

D Si l’on aboutit à un triangle arti- 

BI culé, le système en question est géomé- 
| triquement invariable. 

Etablissons la relation qui existe 
entre le nombre de nœuds et Le nombre 
de barres nécessaires pour obtenir un 
système simple. Comme déjà indiqué, 
ce système se compose d’un triangle 
de base articulé auquel on a ajouté à 
plusieurs reprises deux barres réunies 
par un nœud. 

Désignons le nombre de barres d'un 
tel système par S et le nombre de ses 
nœuds par À. Le triangle de base se 
compose de trois nœuds et de trois 
barres. Chaque nœud supplémentaire 
(dont le nombre est À — 3) étant 
fixé à deux barres, le nombre total de 
barres dans un système isostatique 
géométriquement invariable s'exprime 


.par : 
S=3+2(K—3) 
ou 
SN —=2K 53: (1.1) 
Fig. 11.1 Si le nombre de barres S est infé- 


rieur à ZX — 3,lesystème n'en possède 

pas suffisamment pour que son invariabilité géométrique soit assurée. 
Le système est donc, dans ce cas, géométriquement variable. 
Un exemple d'un tel système peut être fourni par un quadrilatère 


dt} à) € | 
Fig. 12.1 
(fig. 12.1,a) pour lequel $ — 4 et X = 4, on a alors S — 4 < 2K —3 
car 2.4 — 3 — 5. 


Sa transformation en système invariable peut être obtenue par 
l'introduction d'une 5° barre diagonale (fig. 12.1,b). 
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Si nous ajoutions une deuxième diagonale (6° barre) (fig. 12.1,c), 
cette barre (au point de vue de l'invariabilité géométrique) serait 
superilue. Cet exemple montre d'autre part qu'il existe des systèmes. 
géométriques invariables pour lesquels S = 2KX — 3, 

Notons que S>2K — 3 est une condition nécessaire mais non 
suffisante d'invariabilité d'une poutre en treillis. Par exemple, le 
système représenté à la fig. 13.1,a est géométriquement variable, 
bien que le nombre de ses barres S soit égal à 2X — 3: celui de la 
fig. 13.1,0 représente une poutre en treillis pour laquelle S >> 2X —3,. 


a) D} 


Fig. 13.1 


L'instabilité géométrique de ces deux poutress’explique par la pré- 
sence de quadrilatères articulés formant leurs panneaux d'extrême: 
droite. 

En outre, des systèmes articulés satisfaisant à la condition 
S — 2K — 3 peuvent être instantanément instables. 

Abordons maintenant le problème de la connexion d’un système 
géométriquement invariable à la terre à l’aide d'appuis. 

Le plus souvent une construction plane (qui peut être assimilée 
à un disque rigide) repose sur deux appuis articulés (fig. 14.1,a) 
dont l’un est mobile et l’autre fixe. Ce type de connexion à la terre 
est géométriquement invariable. Il n'est pas indispensable que deux 
des trois barres représentant schématiquement les liaisons d'appuis 
aient une articulation commune. Un système géométtiquement 
invariable peut prendre appui sur trois barres isolées, comme 
indiqué à la fig. 14.1,b. 

Si toutes les barres d'appui étaient disposées de façon telle 
que leur intersection ait lieu en un seul et même point (fig. 15.1,a), 
ce point deviendrait un centre instantané de rotation du système, 
autour duquel ce dernier pourrait accomplir des rotations très petites. 
Dans les systèmes réels, ces déplacements peuvent avoir des valeurs 
finies. La rotation étant accomplie, toutes les barres d'appui ne 
concourent plus au même point et ainsi les déplacements ultérieurs 
deviennent impossibles sans déformation des barres. 

On voit donc qu'une telle connexion est instantanément instable 
et par conséquent ne peut être tolérée *. Aïnsi un système invariable 


* Plus loin au $ 6.4 il est démontré que des forces intérieures extrême- 
ment importantes peuvent apparaître dans les systèmes instantanément insta- 
bles sous l'influence de charges extérieures insignifiantes. 
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doit être relié à La terre par trois liaisons dont les directions ne sont 
ni concourantes, ni parallèles *. 

En étendant cette règle à la connexion de deux systèmes géomé- 
triques invariables (disques rigides) quelconques, on peut formuler 
la loi suivante: deux disques forment un système géométriquement 


A 
1 
ie N 


(disque) 


1 @) 
Système indéformable 


(disque rigide) 


Système indéormable 2 - Disque & 


(disque rigide } 


Un. d 
", 


Fig. 14.1 Fig. 15.1 


invariable s'ils sont reliés entre eux à l'aide de trois barres, dont les 
axes n'ont pas de point commun et ne sont pas parallèles entre eux. 

Si au point d'intersection des directions de deux des trois barres 
on suppose l'existence d’une articulation reliée au disque, le système 
n'en sera pas moins invariable. Il pourra alors être considéré comme 
formé de deux disques joints l’un à l’autre par une articulation com- 
mune et une barre (fig. 15.1,b). Par conséquent, on peut joindre un 
disque rigide à un autre à l'aide d'une articulation commune et d'une 
barre dont la direction ne passe pas par cette articulation. 

La combinaison de trois disques en un seul système géométri- 
quement invariable peut être réalisée par leur réunion en triangle 
à l’aide de trois articulations ne se trouvant pas sur une même droite 
(fig. 16.1) ou à l’aide de six barres, comme indiqué à la fig. 17.1, 
car chaque articulation peut être remplacée par deux barres. con- 
courantes en son Centre. 

Le système représenté à la fig. 18.1 est instantanément instable, 
les points d'intersection des barres réunissant chaque paire de 


————— — 


+ 


*# Ces dernières ayant un point commun à l'infini. 
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disques étant alignés. Ce système est tout à fait analogue à celui 
de la fig. 9.1. 

Ainsi, un système de 3 disques reliés deux à deux par 2 barres (soit 
au total 6 barres de liaison) et de manière que les points d’intersection 
des barres ne se trouvent pas alignés, constitue un système géométri- 
quement invariable. 


Plusieurs systèmes du type ci-dessus indiqué sont représentés 
à la fig. 19.1. 

La fig. 20.1 représente une variante possible de la poutre 
isostatique à plusieurs appuis (de tels systèmes sont décrits en détail 
au $ 9.2). Montrons que cette poutre est géométriquement invariable. 


Disque Æ Ÿ* sors Æ 
AT 7 7 
D 


Disque 1 


Fig. 16.1 Fig. 17.1 Fig. 18.1 


À cette fin choisissons un élément géométriquement invariable de ce 
système et examinons successivement la stabilité de tous les autres 
éléments -constitutits. 

Ainsi par exemple nous voyons que la barre 7 est reliée à la terre 
à l’aide de trois barres qui ne sont ni concourantes, ni parallèles 
entre elles ; La barre 77, qui s'appuie sur deux barres, est réunie à 
la barre Z à l'aide de la barre ab, formant ainsi un système égale- 
ment invariable; quant à la barre Z77, elle est reliée au système 
précédent d’une façon absolument analogue, c’est-à-dire à l’aide 
de la barre cd et de deux barres d'appui. Enfin le dernier élément 
ef repose sur une barre verticale qui prend appui sur le sol et qui 
est reliée par un joint articulé à la poutre 777, Le système dans son 
ensemble est, par conséquent, géométriquement invariable. 

Considérons maintenant le système instable de la fig. 21.1. 
Nous pouvons supposer les disques Z et 717 remplacés par des barres 
d'appui AD et CF et nous voyons alors que le disque ZI est fixé à 
la terre par les barres AD, CF et la barre verticale B, dont les 
axes ont un point commun d'intersection (point Æ). Le système 
est donc bien instantanément variable. 
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$ 3.1. Critériums de l’isostaticité des charpentes géométriquement 
invariables 


Il a été montré plus haut que si la liaison d’un système avec la 
terre peut être schématiquement représentée par trois barres non 
concourantes, cette liaison est géométriquement invariable. En 
même temps elle reste isostatique, car le nombre de forces de liaison 
engendrées dans les barres reste égal au nombre d'équations fournies 
par la statique (par exemple: D X —=0, D Y —0et D M = 0) 
pour un système plan en équilibre. 

Une construction plane ne sera extérieurement isostatique que dans 
le cas où le nombre de paramètres qui déterminent les forces de liaison 
est égal à trois. Les deux systèmes de liaisons d'appui suivants 
satisfont à cette condition: 

4. La combinaison d'un appui articulé mobile et d'un appui 
articulé immobile pour les constructions qui ont deux points d'appui 
(fig. 22.1,a); 

2. La combinaison de trois appuis articulés mobiles (fig. 22.1,b) 
pour les constructions à trois appuis, pourvu que les directions des 
réactions ne soient ni concourantes, ni parallèles. 

Quand un système géométriquement invariable est supporté 
par un nombre plus grand de barres d'appui, dont trois ne sont 
ni. concourantes, ni parallèles, ce système devient extérieurement 
hyperstatique (fig. 23.1). De tels systèmes ne peuvent plus se cal- 
culer à l’aide des équations fournies uniquement par la statique; 
il faut trouver des équations supplémentaires fondées sur l’étude 
des déformations, 

Ayant examiné la question des liaisons extérieures, ‘passons main- 
tenant aux conditions qui doivent être satisfaites par tout système 
articulé, pour que les forces dans tous ses éléments (barres) puissent 
être calculées à l’aide des seules équations de la statique (systèmes 
intérieurement isostatiques). 

Montrons d’abord que tous les éléments rectilignes d’un système 
articulé (poutre en treillis) soumis à l'action de forces concentrées 
appliquées aux nœuds ne travailleront qu’en compression ou exten- 
sion pure. À cette lin isolons une barre ab (fig. 24. 1,b) de la poutre 
en treillis considérée (fig. 24.1,a) et examinons les conditions de 
son équilibre. 

Si aucune force extérieure n'est appliquée directement à l’élé- 
ment ab, son équilibre n’est possible que si les forces N transmises 
à cette barre par les joints a et b sont de valeurs égales et de directions 
opposées. Les forces V devront nécessairement passer par les centres 
des articulations (considérées sans frottement). Ces forces seront 
donc dirigées suivant l’axe de l'élément ab ou, en d’autres termes, 
celui-ci ne travaillera qu'en .compression ou en extension. 

Si Le système possède des éléments curvilignes, les sections trans- 
versales de ces éléments sont assujetties en outre à des moments 
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fléchissants, qui y suscitent des tensions supplémentaires. La valeur 
maximale du moment îfléchissant sera M — Nf (fig. 25.1). 

Si, sous l'effet des forces extérieures appliquées aux nœuds, une 
poutre en treillis (fig. 26.1,a) se trouve en équilibre, tous ses nœuds 
(fig. 26.1, &) le seront également, autrement dit, les charges extérieures 
appliquées à un nœud et les forces intérieures convergeant vers 
ce nœud seront en équilibre. 

En chaque nœud agit un système de forces concourantes pour 
lequel Ia statique donne deux équations d'équilibre: 


DX=0 et >Y—0. 


Si donc une ferme en treillis possède À nœuds, on peut établir 
2K équations d'équilibre permettant de calculer les forces dans 
toutes les barres, ainsi que les trois réactions d'appui inconnues. 


Fig. 27.1 


Toutes es autres équations d'équilibre relatives à certaines 
parties séparées (groupes de nœuds) ou à Ja poutre en treillis dans 
son ensemble peuvent se déduire de ces équations et par con- 
séquent ne fourniront aucune donnée nouvelle. Il s'ensuit qu'un 
système articulé sera statiquement déterminé (isostatique) si le 
nombre deses barres S'est égal au double du nombre des nœuds moins 
trois : 


Nous voyons donc que la relation ainsi obtenue entre le nombre 
de barres d’un système articulé isostatique et le nombre de ses 
nœuds coïncide exactement avec l'équation (1.1) qui exprime que 
ce système est géométriquement invariable. 

Ainsi, éout système articulé simple formé par l'adjonction successive 
de nœuds supplémentaires à un triangle de base (chacun étant relié 
au système déjà existant à l'aide de deux barres non en ligne droite) 
est un système isostatique géométriquement invariable. 

Si, en comptant le nombre de barres $ d’un système articulé, 
on prend en considération les barres d’appui fictives, la relation 
S—2K—3 devient 


Ste ok. (3.1) 
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Il est commode de se servir de cette formule quand la construc- 
tion comme telle est géométriquement instable (c'est-à-dire quand 
le nombre S. ;de ses barres est inférieur à 2X — 3) alors que ses 
liaisons avec ‘la terre transforment le tout en un système isostatique 
géométriquement invariable. Tel est le cas, par exemple, de la cons- 
truction représentée à la fig. 27.1. Ici À = 8 pour un nombre de 
barres de construction S (sans barres d'appui) égal à 12. Donc, 
la condition (4.1) S$ — 2X — 3 n’est pas satisfaite (parce que $ — 12 
et 2K — 3 = 2.8 — 3 — 13), et par conséquent la construction 
semblerait être instable. Toutefois S+,1 (avec les barres d'appui) 
est égal à 16, ce qui est conforme à la condition (3.1) et sigmifie que 
ce système peut être considéré (et l’est en effet) isostatique et 
géométriquement invariable *. 

Dans un système isostatique toutes les barres sont absolument in- 
dispensables à son invariabilité géométrique car dans un tel système 
il ne peut exister aucune liaison superflue (aucune barre superflue). 

Si un système géométriquement invariable possède un nombre 
de barres dépassant Ie minimum nécessaire, ce système devient 
hyperstatique (statiquement indéterminé). 

La statique des constructions ne considère que les systèmes 
géométriquement invariables en les subdivisant en systèmes iso- 
statiques et hyperstatiques. 

Le lecteur est invité à examiner les systèmes représentés à la 
fig. 28.4 au point de vue de leur invariabilité géométrique et de 
leur isostaticité et à décider à laquelle des deux catégories 
mentionnées chacun d’eux appartient. 


* L'étude de systèmes de ce type est décrite au $ 6.4. 


CHAPITRE Z 


LES POUTRES 


$ 1.2. Généralités 


Le lecteur ayant déjà suivi les cours de Résistance des Matériaux 
doit être familier avec les méthodes de détermination des efforts 
intérieurs (internes), engendrés par des charges fixes dans les sections 
transversales des poutres isostatiques à deux appuis, ainsi qu'avec 
le tracé des épures correspondantes. Les mêmes méthodes seront 
utilisées dans notre Cours de Mécanique des Constructions. 

Quant aux signes, les conventions suivantes seront adoptées : 

L'efjort tranchant Q sera considéré positif quand il tend à soulever 
la partie d’une poutre immédiatement à droite d’une section par rapport 
à la partie située immédiatement à gauche de cette même section. Le 
moment fléchissant M sera considéré positif quand il tend à imprimer 
une rotation dans le sens des aiguilles d'une montre à la partie de la 
pouire située immédiatement à droite d'une section par rapport à la 
partie immédiatement à gauche de cette même section. 

Quand les sollicitations extérieures ne sont pas dirigées suivant 
la normale à l'axe de l'élément considéré, des efforts normaux W 
y prennent naissance en plus des efforts tranchants et des moments 
Ïléchissants. L'effort normal N sera considéré positif quand il provoque 
une extension dans la section en question, et négatif quand il y pro- 
voque une compression. : 

Les directions positives des efforts tranchants, moments flé- 
chissants et efforts normaux dans une section transversale d'une 
poutre sont indiquées à la fig. 1.2. On y voit que les moments flé- 
chissants positifs provoquent des compressions (raccourcissements) 
dans les fibres supérieures d’une poutre et des extensions (allonge- 
ments) dans les fibres inférieures, tandis qu’un effort tranchant 
positif tend à faire tourner les deux parties d’une poutre de part 
et d'autre d’une section transversale dans le sens des aiguilles d’une 
montre l’une par rapport à l’autre. 

Les valeurs positives des efforts tranchants et normaux sont 
toujours portées sur les épures vers le haut et les valeurs négatives 
vers le bas. Par contre, les valeurs des moments fléchissants po- 
sitifs sont portées vers le bas et ses valeurs négatives vers le haut, 


24 


de sorte que l’épure se trouve toujours du côté des fibres tendues. 
Il est d'usage de marquer les signes des sollicitations correspon- 
dantes sur les différentes parties des épures, d’autres conventions de 
signes étant possibles. (Effectivement dans les cours de résistance 


Partie 
M _ rimmédiatement 


-"@ droite dela section 


Partie. | 
immédiatenent T7 $: 
à gauche de la section (4 


Fig. 1.2 


des matériaux les épures des moments fléchissants positifs sont 
souvent disposées du côté des fibres comprimées.) 

La règle suivante permet la détermination des signes de l'effort 
tranchant à l’aide de l’épure des moments fléchissants: l'effort 
tranchant dans la section transversale d'un élément est positif s’il 
faut faire tourner l'axe de cet élément dans le sens des aiguilles d'une 
montre afin de le faire coincider avec la tangente 
à l’épure des moments fléchissants dans la mé- 
me section, pourvu que l'angle de rotation 
reste inférieur à 90°. | 

Admettons, par exemple, qu’il faut déter- 
miner la direction de l'effort tranchant dans 
une section + de la poutre, dont l'épure des 


moments iléchissants est représentée à Ia fig. ge 
2.2. On voit que pour faire coïncider l’axe de D 
la poutre avec la tangente à l'épure des mo- 

ments fléchissants dans la section considérée il Fig. 2.2 


faut le tourner dans le sens des aiguilles d’une 

montre (comme indiqué par une flèche en pointillé); par conséquent, 
l'effort tranchant dans cette section est positif. Par contre, l'effort 
tranchant dans une section proche de l'appui de droite serait 
négatif, car il aurait fallu tourner l’axe de l'élément dans le sens 
contraire. : 

L'effort tranchant © est égal (en valeur et en signe) à la somme des 
projections de toutes les forces extérieures agissant à gauche de la section 
considérée sur la normale à l'axe de l'élément dans la même section, ou 
à la somme des mêmes projections des forces agissant à droite de cette 
section, mais prise avec un signe OPposé: 


QT 2%, (1.2) 
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les projections des forces extérieures étant alors elles-mêmes consi- 
dérées comme positives quand elles sont dirigées de bas vers le 
haut. 

Le moment fléchissant M dans une section est égal (en valeur et 
en signe) à la somme des moments de toutes les forces extérieures 
appliquées à gauche de cette section par rapport à un axe z passant 
par le centre de gravité de la section perpendiculairement au plan 
d'application des forces, ou à la somme des moments des forces extérieures 
agissant à droite de la même section par rapport au même axe, mais 
prise avec le signe contraire*: 


M=IM= — ZM, (2.2) 


les moments des forces extérieures étant alors eux-mêmes considérés 
comme positifs quand ils agissent dans le sens des aiguilles d'une 
montre. | 

L'effort normal N est égal (en valeur et en signe) à la somme des 
projections de toutes les forces extérieures appliquées à gauche de la 
section sur l'axe de la poutre, ou à la somme des projections sur le 
même axe des forces extérieures appliquées à droite de cette section, 
mais prise avec le signe contraire: 


N=DX—=->X, (3.2) 
£ d 


les projections des forces extérieures étant. alors elles-mêmes consi- 
dérées comme positives quand elles sont dirigées de droite à gauche. 
Il existe un certain nombre de relations entre les épures de M 
et de © et la surcharge appliquée à la poutre qui permettent la vé- 
rification des épures et en facilitent le tracé. Ces relations restent 
valables non seulement pour les poutres ordinaires mais également 
pour les portiques à nœuds rigides, ce qui leur attribue une impor- 
tance considérable dans l’étude de la mécanique des constructions. 
La première de ces relations s'exprime ainsi: 


=. (4.2) 


En d’autres termes, l'effort tranchant est égal à la dérivée pre- 
mière du moment fléchissant par rapport à x (théorème de Jourazski), 
les abscisses Q et M étant mesurées le long de l’axe de l'élément 
de gauche à droite (la convention de signes exposée au début de ce 
paragraphe restant en vigueur). 

En outre, la relation 
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q=—— (0.2) 
exprime que l'intensité des charges réparties agissant normalement 
à l'axe de la poutre est égale à la dérivée première de l'effort tran- 


chant, les charges réparties étant considérées positives quand elles 
sont dirigées de bas en haut. 


* L'index z est habituellement omis. 
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Les observations suivantes découlent directement des deux rela- 
tions qui viennent d'être énoncées * : 

1. Les efforts tranchants © positifs correspondent aux ordonnées 
décroissantes (de gauche à droite) de l’épure des moments 7 (c’est- 
à-dire aux moments fléchissants M croissants) et vice versa; 

2. Les valeurs des © augmentent avec l'augmentation de l'angle 
formé par la tangente à l’épure des moments et l'axe des abscisses. 
Numériquement l'effort tranchant est égal à la tangente de cet angle; 

3. Le moment fléchissant passe par son maximum ou par son 
minimum dans les sections où l'effort tranchant est nul; 

4, L'épure des 7 entre deux forces concentrées (en l'absence de 
toute charge répartie) est délimitée par une droite d’inclinaison 
arbitraire et l’épure des Q par une horizontale; 

9. L'épure des moments devient une parabole du deuxième degré 
dans les zones sollicitées uniquement par des charges uniformément 
réparties, l’épure des Q devenant dans ce cas une droite inclinée; 

6. La convexité de l'épure des moments est dirigée dans le même 
sens que les charges réparties; 

7, Aux points d'application des forces concentrées, ayant des 
composantes normales à l’axe de l'élément, l'épure des moments 
sera brisée et celle des efforts tranchants ira en gradins. Ces gradins 
seront ascendants pour les forces dirigées de bas en haut (pourvu 
qu'on se déplace de gauche à droite) et descendants si ces forces 
sont dirigées de haut en bas. A l’échelle adoptée, la hauteur du gra- 
din sera égale à la composante normale de la force; 

8. La variation du moment fléchissant dans l'étendue d’une 
zone quelconque de la poutre est égale à la surface délimitée par 
l'épure des efforts tranchants pourvu qu'aucun moment extérieur 
n’y est appliqué; 

9. La variation des efforts tranchants (entre deux points d’appli- 
cation des forces concentrées) est égale à la surface de l’épure des 
charges réparties. 

Le présent chapitre sera consacré à l’étude des méthodes de dé- 
termination des eflorts intérieurs provoqués dans les sections trans- 
versales des poutres isostatiques à deux appuis par des surcharges 
mobiles, ainsi que de ceux engendrés par des charges fixe et mobile 
dans les sections transversales des poutres isostatiques à plusieurs 
appuis. Les surcharges mobiles jouent un très grand rôle. dans le 
calcul des ponts, des estacades, des grues et d’autres constructions. 
Un exemple d'une sollicitation de ce type est fourni par un train 
parcourant un. pont ferroviaire, par un pont roulant se déplaçant 
sur ses voies de roulement, etc. 

Les efforts intérieurs ainsi que les déformations dé chaque élé- 
ment donné d'une construction dépendent de la position de la sur- 
charge mobile. I1 faut donc connaître pour le calcul de ces éléments 


# I] nous paraît superflu d'en donner ici les démonstrations détaillées. 
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la position de cette surcharge à laquelle correspondrait l'effort 
maximal. Aïnsi, quand on se propose de déterminer la section 
transversale d’un élément d'une poutre en treillis, il faut choisir 
une telle position de la surcharge mobile dans laquelle l’effort éprouvé 
par cet élément serait maximum. Cette position est généralement 
appelée position la plus défavorable ou dangereuse. Notons qu'il 
existe une position la plus défavorable pour chaque élément d'un 
système articulé, pour chaque section d'une poutre à âme pleine et 
ainsi de suite. Ceci reste vrai également pour les réactions d'appui, 
les déformations, etc. 

Le calcul des constructions assujetties à l’action des surcharges 
mobiles est considérablement simplifié par le principe de l'indépen- 
dance des effets des sollicitations (principe de superposition) qui im- 
plique que les efforts intérieurs, les tensions et les déformations som- 
maires provoqués par un nombre de forces extérieures peuvent être 


Fig. 3.2 


obtenus par simple addition des effets de chaque force prise sépa-. 
rément. [Il s'ensuit naturellement que si l'intensité d’une solli- 
citation est accrue d'un certain nombre de fois, ses effets le seront 
de même. | 

En vertu de ce principe si deux groupes de forces agissent simul- 
tanément sur une construction, l'effort engendré dans tout élément 
de cette construction sera égal à la somme des efforts provoqués 
dans cet élément par chaque groupe de forces agissant séparément *. 

Nous commencerons l’étude de l’action des surcharges mobiles par 
le cas le plus simple d'une force verticale unitaire P sans dimensions 
se déplaçant le long de la construction (fig. 3.2). 

Examinons la variation de tel ou autre facteur (réaction d’ap- 
pui, effort normal dans une barre d’une poutre en treillis, moment 
fléchissant dans une section donnée d'une poutre à âme pleine, 
la déflection de cette poutre au droit de telle autre section, etc.) 
quand cette surcharge se déplace le long de la construction et repré- 
sentons graphiquement la loi de variation établie pour ce facteur. 

Le graphique qui exprime la loi de variation d'un facteur quelconque 
(par exemple, le moment jléchissant dans une section) quand la force 


* Le principe de superposition s'applique non seulement aux charges 
concentrées, mais également aux moments, charges réparties, dilatations thermi- 
ques, etc. Ce principe devient inopérant pour les pièces soumises au flambage, 
ainsi que pour toutes les constructions dont le matériau ne suit pas la loi de 
Hooke et dans certains autres cas. 
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P — 1 se déplace le long de la construction, est appelé ligne d'injluence 
de ce facteur. 

La ligne d'influence ne doit pas être confondue avec l’épure. 
Au fait ce sont deux notions diamétralement opposées. Les ordonnées 
de l’épure représentent la variation du facteur étudié (par exemple, 
du moment fléchissant) dans les différentes sections de la poutre, 
la charge appliquée restant immobile. Par contre, les ordonnées 
de la ligne d'influence caractérisent la variation de ce même facteur 
dans une seule section déterminée quand la charge unitaire P se déplace 
le long de la poutre. 


$ 2.2. Lignes d'influence des réactions d'appui 
des poutres à deux appuis avec 
ou sans encorbellement 


Considérons une charge unitaire P qui se déplace le long d’une 
poutre AB simplement appuyée (fig. 4.2,a) et désignons par x sa 
distance à l'appui droit. Cette distance peut varier de zéro, quand 
Ja charge est située directement au-dessus de l’appui en question, 
à !, quand elle est au-dessus de 
l'appui gauche. 

Pour déterminer la relation 
entre la distance x et la réaction 
À prenons lasomme des moments 
de toutes les forces extérieures. 
par rapport à l'appui droit: 
d’où 

A. 
Mais comme P—1 on a 


x 
FLTAL. Fig. 4.2 


Cette équation représente la loi de variation de la réaction À 
en jonction de la position de la charge unitaire P. 

La représentation graphique de cette loi nous donne la ligne 
d'influence de la réaction À. L’équation étant une fonction linéaire 
de x, la ligne d'influence sera une droite (fig. 4.2,b): 


pour æ—0 A—0; 
pour z—}{ = — — À, 


Les ordonnées - de la ligne d'influence de la réaction d'appui 


sont des grandeurs sans dimensions car x et Z étant des grandeurs 
de même nom. 
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Le tracé de la ligne d'influence de À requiert que l’on adopte 
une certaine échelle. Si, par exemple, l'échelle adoptée est de 1 cm —1 
(unité), l'ordonnée au-dessus de l'appui gauche (4 — 1) doit être prise 
égale à 1 cm. 

L'ordonnée de la ligne d'influence de la réaction À à une distance 


x de l'appui droit sera égale à 7 . À l'échelle adoptée cette ordonnée 


est égale à la réaction d'appui À quand la charge unitaire P est 
située à une distance x de l’appui droit. Autrement dit, l’ordonnée 
de la ligne d’ influence de la réaction À représente la valeur de cette 
réaction au moment où La charge mobile unitaire P se trouve à l'endroit 
de l’ordonnée considérée. Ainsi, pour trouver la valeur de la réaction 
d'appui À pour une position donnée de la charge unitaire P il suffit 
de mesurer à l'échelle adoptée l’ordonnée de la ligne d'influence 
au point d'application de la charge. 

Quand la valeur de la charge appliquée est égale à P;, la réaction 
d’appui À provoquée par cette charge s'obtient en multipliant l'or- 
donnée de la ligne d'influence (mesurée au droit de l'application 
de la charge) par l'intensité de la charge P,. Quand la poutre est 
sollicitée simultanément par plusieurs charges verticales concentrées, 
il faut trouver les ordonnées de la ligne d'influence au point 
d'application de chacune de ces charges, multiplier ces ordonnées par 
les respectives des charges et en prendre la somme. 

Passons maintenant à la ligne d'influence de la réaction B de 
l’appui droit. Pour en trouver l'expression analytique écrivons la 
condition exprimant l'équilibre des moments des forces extérieures 
par rapport à l'appui gauche: 


| D Ma=—BI+P(I—x)— 
d'où 


Cette équation représente la loi de la variation de la réaction 
B lors du déplacement de la charge unitaire P,. Représentons cette 
loi graphiquement : 


pour æ—0 nous avons B=—1; 


pour æ—[1 nous avons B— — = 0. 


La ligne d'influence de la réaction d'appui B est représentée 
à la fig. 4.2,c. Ses ordonnées sont encore une fois des grandeurs sans 
dimensions et il convient de conserver la même échelle que pour 
les ordonnées de la ligne d'influence de la réaction d'appui À. Comme 
précédemment, l’ordonnée de la ligne d'influence de la réaction B sera 
égale à la valeur de cette réaction au moment où la charge unitaire 
se trouvera au droit de l’ordonnée considérée. Par conséquent, pour 
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trouver la valeur de la réaction B pour une position donnée de la 
charge unitaire P, il suffit de mesurer l’ordonnée dela ligne d'influence 
au point d'application de cette charge. 

Les lignes d'influence représentées à la fig. 4.2,b et c ont l'avan- 
tage d’être facilement lisibles. Leur examen permet de dire immé- 
diatement quelle sera, par exemple, la position de la charge P;, qui 
rendrait maximale l’une ou l’autre des réactions. Ainsi la réaction 
À atteindra son maximum quand P, sera situé au-dessus de l'appui 


a) 


| Ligne d'influence de À 


Fig. 5.2 


gauche (c’est-à-dire au droit de l’ordonnée maximum), et la réaction 
d'appui B quand la charge sera appliquée directement à cet appui. 

Chaque ligne d'influence représente la variation d'une seule et 
unique jonction. Ainsi la ligne d'influence de la réaction d'appui 
gauche À n’est valable que pour cette réaction, ceci demeurant 
vrai pour la ligne d’influence de la réaction d'appui droit 8. 

Voyons maintenant quelles seront les lignes d'influence des 
réactions d'appui d'une poutre à encorbellement représentées à à [a 
Îig. 9.2,a. Pour trouver l'expression de la réaction d'appui À écrivons 
l’ équation : 


d’où 


Cette équation ne diffère point de celle que nous avons déjà 
obtenue pour une poutre sans encorbellement, avec la seule difté- 
rence que dans cette dernière x ne pouvait varier que de 0 à Z tandis 
que dans le cas considéré x varie de 0 à (? + k), k étant la longueur 
de la console gauche. 
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Déterminons maintenant quelques ordonnées de cette ligne d'in- 
Ïluence : 


pour x—0 A=0; 


pour x—l 1: 
pour x—=i+# Aer 


En portant les valeurs obtenues aux ordonnées nous obtiendrons 
la ligne d'influence de la réaction À représentée à la fig. 5.2,b. 
Notons qu'il n’est guère nécessaire de calculer la troisième ordonnées 
(pour x — ? + k) car la ligne d'influence est une droite qui se détermine 
complètement par deux ordonnées seulement (mettons celles pour 
z = 0 et pour x = l). 

La comparaison de la ligne d’ influence obtenue pour une poutre 
à encorbellement avec celle représentée à la fig. 4.2,b révèle que la 
première peut se déduire facilement de Ia ligne d'influence pour une 
poutre ordinaire à deux appuis. Pour cela il suffit de prolonger la 
droite qui représente cette ligne jusqu’à son intersection avec la 
verticale passant par l'extrémité de la console. 


Pour le tracé de la ligné d'influence de la réaction B écrivons 
l'équation : 


D Ma= —Bl+P(I—x)— 
d’où 


—— = 
ER a 
== —— 


Cette équation est encore une fois exactement la même que celle 
obtenue plus haut pour une poutre sans consoles, la seule différence 
résidant dans les limites de variation de x. 

Cherchons quelques ordonnées de cette ligne: 


pour x—0 B=+=—1; 
pour x—l B= = 
pour æ—/+# = CES 2 5. 


En portant les valeurs ainsi obtenues en ordonnée de la fig. 5.2,c 
nous obtenons la ligne d'influence de la réaction B. De même que 
pour la ligne d'influence de la réaction À le calcul de la troisième 
ordonnée (mettons celle pour x = ! + k) est superflu. 

La ligne d'influence de la réaction B d’une poutre à encorbelle- 
ment peut être facilement déduite de la ligne d'influence pour 
une poutre simplement appuyée en prolongeant cette ligne jusqu’à 
son intersection avec la verticale passant par l'extrémité de la console. 
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Le fait que les ordonnées de la ligne d'influence de La réaction 
d'appui À prennent des valeurs négatives indique que cette réaction 


| 
Ligne d'influence de B 


fill 
U 
Anntlil | 


Fig. 6.2 


devient négative elle-même, c’est-à-dire qu'elle est dirigée de haut 
en bas quand la charge unitaire P est appliquée au droit des ordonnées 
en question. | | 

Les lignes d'influence des réactions d'appui d’une poutre avec 
encorbellement à son extrémité droite pourraient s’obtenir exacte- 
ment par la même méthode. 

La fig. 6.2 représente les lignes d'influence des réactions d'appui 
d’une poutre à deux appuis à double encorbellement. Le lecteur est 
invité à trouver lui-même les équations nécessaires pour le tracé 
de ces lignes d'influence. 


$ 3.2. Lignes d'influence des moments fléchissants 
et des efforts tranchants pour des poutres 
à deux appuis avec ou sans encorbellement 


Considérons d’abord la construction des lignes d'influence des 
moments fléchissants et des efforts tranchants pour une poutre 
sans consoles. | 

Nous commencerons par la ligne d'influence du moment fléchis- 
sant dans la section 7 située aux distances a de l'appui gauche et 
b de l’appui droit (fig. 7.2,a). 

Le moment fléchissant agissant dans cette section est égal à la 
somme algébrique des moments des forces extérieures de gauche par 
rapport au centre de gravité de la section considérée ou à la somme 
des moments des forces situées à droite de cette section, mais prise 
avec le signe contraire [voir expression (2.2)]. 
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Tant que la charge mobile se trouve à droite de la section 7 
(c'est-à-dire quand x <b) (fig. 7.2,a), il n’existe qu'une seule force 


A « 
Ligne d'influence 
# 


des Îz 


Fig. 7.2 


extérieure à gauche de celle-ci, 
cette force étant la réaction d'appui 
A dont le moment par rapport à 
la section considérée 


M = Au. 


Il s'ensuit que cette partie de la 
ligne d'influence de M, peut être 
obtenue par simple multiplication 
des ordonnées de la ligne d'influence 
de À par un facteur constant a. 
En substituant Îa réaction À 
par sa valeur obtenue au $ 2.2 
p. 29 nous obtenons: 
M = Ta. 
Représentons cette équation 
graphiquement ayant préalable- 
ment trouvé deux valeurs de Ü7,: 


pour z—=0 M;—0; 
pour æ—b M=% 


Les données obtenues jusqu'ici 
permettent la construction de la 
partie droite de la ligne d'’influen- 
ce cherchée (fig. 7.2,c) dont les 
ordonnées fournissent les valeurs 
du moment fléchissant dans la 
section / quand la charge unitaire 
P se trouve à droite de cette sec- 
tion, c'est-à-dire quand x < 6. 

Quand la charge se trouve à 
gauche de la section Z (fig. 7.2,b), 


c'est-à-dire quand x > b, il est plus commode de se servir de l’équa- 
tion relative à la partie droite de la poutre. 

Dans ce cas M, — + Bb (ce moment est positif malgré le fait 
que le moment de la réaction B qui agit dans le sens contraire aux 
aiguilles d’une montre est négatif car il s’agit de la partie droite 
de la poutre) [voir l'expression (2.2)]. 

En substituant la valeur de B trouvée précédemment (voir $ 2.2, 
p. 30) dans l'expression de M}; nous obtenons : 
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Me 


u 


Pour le tracé graphique de cette équation, calculons de nouveau 
deux valeurs particulières de A ,: 


pour æ—b M3 = —— b——— ; 


pour x—l Mi= = 0, 


Ces deux valeurs nous donneront la partie gauche de la ligne 
d'influence de 7; (fig. 7.2,4) dont les ordonnées représentent les 
valeurs du moment fléchissant agissant dans la section / quänd 
la charge unitaire P est située à gauche de cette section, c’est-à-dire 
quand x varie de b à L*. 

En couplant les deux parties ainsi obtenues (fig. 7.2,c et d) nous 
trouverons (fig. 7.2,e) que les deux droites représentant la ligne d'in- 
fluence de la poutre toute entière auront un point d'intersection situé 
sur la verticale passant par la section I. 

Prolongeant ces deux droites jusqu'à leur intersection avec les 
verticales, tracées par Les sections des appuis À et B, nous trouverons 
qu'elles y délimitent les ordonnées suivantes: au-dessus de l'appui 
gauche une ordonnée égale à a et au-dessus de l'appui droit une 
ordonnée égale à b (fig. 7.2,e). Ceci peut être facilentent démontré en 
substituant x — ! et x = 0 dans les équations des parties droite et 
gauche de la ligne d'influence de 17; respectivement. Par conséquent, 
la ligne d'influence du moment fléchissant MW; peut être aisément 
obtenue de la façon suivante: sur la verticale passant par l'appui 
gauche on porte vers le haut une ordonnée égale à la distance de la 
section Î à cet appui et une droite est tracée joignant cette ordonnée 
au point d'ordonnée nulle à l'appui droit. Ensuite une ordonnée égale 
à la distance de la section T1 à l'appui droit est portée au-dessus de cet 
appui et une droite est tracée par ce point et le point d'ordonnée nulle 
au-dessus de l'appui gauche. Les deux droites ainsi déterminées se 
couperont au-dessus de Ia section J. 

Ce procédé peut être encore simplifié en ne traçant qu’une seule 
de ces deux droites (mettons celle de gauche) et en connectant le point 
d’intersection de cette droite avec la verticale tracée par la section con- 
sidérée et le point d'ordonnée nulle à l'appui droit. 

Les ordonnées de la ligne d'influence du moment fléchissant 
sont mesurées en unités de longueur. Ceci découle par exemple du 
fait qu’une longueur «& est portée en ordonnée au-dessus de l'appui 
gauche. Par conséquent, on peut adopter la même échelle tant pour 
les ordonnées de la ligne d'influence du moment fléchissant que 
pour la poutre elle-même. 


* Les valeurs positives sont portées vers le haut. Donc, les ordonnées 
de la ligne d'influence du moment fléchissant portées au-dessus de la poutre 
signifient que ce moment produit la tension des fibres inférieures dans la 
section considérée. | 


3* 99 


L'ordonnée de la ligne d'influence de M; fournit la valeur du 
moment jléchissant dans la section I quand la charge unitaire P est 
appliquée au droit de cette ordonnée. Par conséquent, pour obtenir 
la valeur du moment fléchissant dans la section I, correspondant à 
une position donnée de la charge unitaire P, il suffit de mesurer l'or- 
donnée de cette ligne d'influence au droit d'application de la charge. 

À noter que la ligne d'influence de M; ne reflète la variation 
du moment fléchissant que dans la section 7 uniquement. S'il fallait 
obtenir la variation de ce même moment dans une autre section, il 
faudrait construire une autre ligne d'influence qu'il lui serait 
propre. 

Examinons maintenant la construction de la ligne d'influence 
de l'effort tranchant engendré dans la section 7. L'’effort tranchant 
dans cette section est égal à la somme algébrique des projections 
sur la verticale des forces extérieures situées à gauche de la section 
(ou des forces situées à sa droite mais prises avec le signe contraire) 
[voire l'expression (1.2)]. Considérons deux positions de la charge 
unitaire P. 

4. La charge est située à droite de la section 7, c’est-à-dire x <b 
(voir fig. 7.2,a). En considérant l’équilibre de la partie gauche de 
la poutre nous obtenons : 


Q=A=—. 


Pour le tracé graphique de cette équation cherchons deux va- 
leurs de Q;: 


pour æ—0 Q;=0; 
b 
pour x—b Q=—- 


Avec ces données nous pouvons construire la partie droite de la 
ligne d'influence de Q; (fig. 7.2,f). Ses ordonnées représentent les 
valeurs de l'effort tranchant dans la section 7 quand la charge 
unitaire P se trouve à droite de cette section, c’est-à-dire quand 
x < b. : 

2. La charge est appliquée à gauche de la section 7, c'est-à-dire 
z>b (fig. 7.2,b). L'équilibre de la partie droite de la poutre nous 
montre que Q,; — — B {la réaction B doit être prise avec le signe 
moins malgré le fait qu'elle est dirigée de bas en haut, car c’est la 
partie droite de la poutre que nous considérons et par conséquent 
l'effort tranchant doit être pris avec le signe opposé, comme indiqué 
par l’expression (1.2)]. 

Mais comme 
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Calculons deux valeurs particulières de Q;: 
pour æ—b Qt 
pour L—= Qr= ———=0. 


C'est avec ces données que la partie gauche de ia ligne d’influence 
de Q ; indiquée à la fig. 7.2,f a été construite, ses ordonnées négatives 
étant portées vers le bas. 

En substituant les valeurs x = 0 et x — { dans les expressions 
de © trouvées ci-dessus on obtient les valeurs suivantes des ordon- 
nées : +1 au-dessous de l’appui gauche et —1 au-dessous de l’appui 
droit. 

Il s'ensuit que la ligne d'influence de l'effort tranchant peut 
être obtenue comme indiqué à la fig. 7.2,g: une ordonnée égale à 
+14 étant portée au-dessus de l'appui gauche et une ordonnée égale à 
—1 au-dessous de l'appui droit. Ensuite deux lignes parallèles passant 
par le sommet de chacune de ces ordonnées et par le point d’ordonnée 
nulle à l’autre appui sont tracées. Cela étant fait, une verticale est 
tracée par la section 7? comme indiqué à la fig. 7.2,g. 

Les ordonnées de la ligne d'influence de l'effort tranchant sont 
des grandeurs sans dimensions, Par conséquent, l'échelle adoptée 
pour ces ordonnées peut être la même que pour la réaction d'appui. 

Les ordonnées de la ligne d’injluence de Q ; représentent les valeurs 
de l'effort tranchant dans la section I quand la charge unitaire P 
est appliquée au droit des ordonnées considérées. Par conséquent, pour 
obtenir la valeur de l'effort tranchant dans la section T pour une position 
donnée de la charge unitaire P, il suffit de mesurer l'ordonnée de ia 
ligne d'influence de Q, au droit d'application de cette charge. 

Quand l’ordonnée au droit de la charge est négative, ceci indique 
que l'effort tranchant pour la position donnée de la charge unitaire 
est égulement négatif. Les ordonnées de la ligne d'influence de 
Q, représentent la loi de variation de l'effort tranchant dans la 
section { uniquement. S'il fallait obtenir la loi de variation de 
l'effort tranchant dans une autre section, il aurait fallu y construire 
une ligne d'influence appropriée. 

Examinons maintenant les lignes d'influence des moments flé- 
chissants et des efforts tranchants pour une poutre à encorbellement 
représentée à la fig. 8.2,a. 

Pour une section 7 située entre les appuis À et PB, le tracé des 
lignes d'influence de M}; et de Q, demeure exactement le même 
que dans le cas précédent. Pour le tracé de chacune de ces lignes 
il faut considérer toujours deux positions de la surcharge unitaire 
P à gauche et à droite de la section 7. Dans les deux cas, M, et ©; 
peuvent être exprimés en fonction des réactions d'appui 4 et B. 
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Nous avons déjà vu que les équations des réactions d'appui d'une 
poutre à encorbellement sont exactement les mêmes que pour une 
poutre appuyée aux extrémités (voir $ 2.2). Il est clair que les 
équations des lignes d'influence de M; et de ©; le seront égale- 
ment. La seule différence résidera dans le fait que les limites de 
variation de x deviendront dans le cas présent 0 et (1 + #) tandis 
que dans le cas précédent x ne pouvait varier que de 0 à L. 

Il s'ensuit que le tracé des lignes d'influence de M}; et de Q; 
pour une poutre à encorbellement pourra s'effectuer de la même 
façon et par les mêmes procédés que de celles des réactions d'appui. 
En d’autres termes, il faudrait prolonger les droites formant ces 
lignes jusqu'à leur intersection avec la verticale passant par l’extré- 
mité de la console comme indiqué aux fig. 8.2,c et d. Le lecteur est 
invité à vérifier analytiquement l'exactitude de ces lignes d'’influ- 
ence. 

_ Procédons maintenant au tracé de la ligne d'influence du 
moment fléchissant Mr, engendré dans une section /7 située sur 
la partie en console à une distance c de l'extrémité gauche de la 
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poutre (voir fig. 8.2,a). Considérons de nouveau deux positions de 
la charge unitaire P. 

. 4. La charge est à droite de la section /71 
(voir fig. 8.2,a). Dans ce cas il n'existe aucune force extérieure à 
gauche de la section ZI et par conséquent le moment fléchissant M, 
y est nul. La partie correspondante de la ligne d'influence se con- 
fond donc avec l’axe des abscisses comme indiqué à la fig. 8.2,e 
{entre la section Z7 et le point d'appui B). 

2. La charge est à gauche de la section 71 
(fig. 8.2,b). Dans ce cas il n’y aurait qu’une seule force extérieure 
P = 1 à gauche de la section Z7 et par conséquent le moment fléchis- 
sant dans cette section sera égal à 


Mu — 1.24 


z1 étant la distance entre le point d'application de la charge et la 
section considérée, cette distance pouvant varier de O {quand la 
charge est appliquée au droit de la section) à c (quand cette charge 
se trouve à l'extrémité de l’encorbellement). 

Pour ces valeurs extrêmes de x, on a: pour x; = 0 M, = 0: 
pour Æ = € Myr = — Â:c. La partie correspondante de la ligne 
d'influence est représentée à la fig. 8.2,e, les ordonnées négatives 
étant portées vers le bas. Ainsi la fig. 8.2,e représente la ligne 
d'influence du moment fléchissant relative à la section Z7 pour 
une position quelconque de la charge. 

Procédons maintenant au tracé de la ligne d’influeuce de l’effort 
tranchant Q;;, dans la section ZT. 

1. Tant que la charge unitaire se trouve 
à droite de la section Zf,il n’y a aucune force agissant 
à gauche de cette section et par conséquent l'effort tranchant 
Q7r — 0. La partie correspondante de la ligne d'influence de Qz: 
se confond de nouveau avec l'axe des abscisses comme indiqué à la 
fig. 8.2,f (de la section Z7 jusqu'à l'appui PB). 

2. Quand la charge se trouve à gauche de 
la section ZI l'effort tranchant Q;, — — 1. Ceci indique que 
l'effort tranchant reste constant quand la charge se déplace de la 
section Z7 vers l’extrémité de la console. Cette partie de la ligne 
d'influence est représentée à la fig. 8.2,f par une droite parallèle 
à l'axe des x, les ordonnées négatives étant portées vers le bas. 
Ainsi, la fig. 8.2,f représente la ligne d'influence de l'effort 
tranchant dans la section 77. 

Il est apparent que les lignes d'influence de M et de Q pour 
une section de la console et pour une section prise entre les appuis 
ont une allure totalement différente. 

Fig. 9.2 représente un nombre de lignes d'influence des moments 
fléchissants pour plusieurs sections d’une poutre munie de deux 
consoles, la section Z7 étant prise à l'appui gauch, et la section 
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VI à l’appui droit. Les lignes d'influence des efforts tranchants pour 
les mêmes sections de cette poutre sont représentées à la fig. 10.2, 
avec cette différence que deux sections sont prises pour chaque appui : 
les sections ZZa et VTa étant situées à une distance infiniment petite 
à gauche des appuis, tandis que les sections Z7b et VIb à la même 
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distance mais à leur droite. On s'aperçoit que.l’allure des lignes 
d'influence pour deux sections, l’une à droite et l’autre à gauche 
d'un même appui, diffère considérablement. 


Problème. On demande de tracer les lignes d'influence des moments fléchis- 
sants et des efforts tranchants pour la section m d'une poutre représentée à La 
fig. 11.2,a quand la charge unitaire P so déplace de ren s. 

Solution. Traçons d'abord la ligne d'influence de la réaction d'appui À. 
L'élément rs étant rigidement assemblé à la poutre AB, la réaction d'appui À 
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sera égale à 
l—x 


l 


La ligne d'influence correspondante est indiquée à la fig. 11.2,b. Le moment. 
fléchissant dans la section m de la poutre AB devient alors 


Mm = Au. 


Par conséquent, la ligne d'influence du moment fléchissant M,, aura la 
même allure que celle de la réaction d'appui À avec la seule différence que tou- 
tes les ordonnées de cette dernière 
devront être multipliées par un 
facteur constant a. Cette ligne 
d'influence est représentée à la 
fig. 11.2,c. | 

La ligne d'influence de l'effort 
tranchant dans la section m de la 
poutre AB pourra être déterminée 
exactement de la même façon (fig. | — 
11.2,d). Elle ne diffère en rien de Ligne dinfluence 
la ligne d'influence de la réaction TT 
d'appui À. 
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$ 4.2. Lignes d'influence 
pour une poutre encastrée 
à l’une de ses extrémités 


Construisons d'abord la 
ligne d'influence de la com- 
posante verticale de la réac- 
tion d'appui d’une poutre 
encastrée à l'une de ses ex- Fig. 11.2 
trémités (fig. 12.2,a). 

L'’équation d'équilibre des projections de toutes les forces exté- 
rieures sur la verticale nous donne: 


d'où on tire 
Ai. 


Par conséquent, quelle que soit la position de la charge unitaire 
P, la réaction d'appui 4 est égale à l'unité. La ligne d'influence 
correspondante est représentée à la fig. 12.2,b, l'échelle des ordonnées 
ayant été choisie comme indiqué au $ 2.2. 

Considérons maintenant les lignes d'influence des moments 
fléchissants et des efforts tranchants. 

Pour tracer la ligne d'influence du moment fléchissant agissant 
dans la section Z située à une distance c de l'extrémité gauche de la 
poutre, on procédera exactement de la même façon comme pour 
le tracé de la ligne d'influence de WMrr pour la section 7/7 d'une 
poutre à encorbellement représentée à Ia fig. 8.2: 


4€ 


1. Lorsque la charge (indiquée en traits pleins à la fig. 12.2,a) 


* 


est située à droite de la section Î 
M; — 0. 


2. Lorsque cette charge (indiquée à la même figure en pointillé) 
à 


est à gauche de cette section 


M;= —1l'xi= — 2, 
où r, est la distance entre la charge et la section considérée : 
pour %zy—0 | M; —=0; 
pour Zi—=c M;= —c. 


La ligne d'influence correspondante est tracée à la fig. 12.2,c. 
On voit qu'elle a la même allure que la ligne d'influence des moments 
4 léchissants dans une section de la con- 
A , % . 
| L be NY sole d’une poutre à encorbellement (voir 
i PA, pie s fig. 8.2,e). | 
2 : Si la section Z était prise à l'appui À 


a — 


— | — (c’est-à-dire si l’on faisait c — !), on 
| Zigre d'influence de À aurait obtenu la ligne d'influence des mo- 


EAN IE ments fléchissants à l’encastrement (au- 
Î trement dit, du moment d'encastrement 
| M ,). La ligne d'influence du moment 
d'encastrement MW, est représentée à la 
fig. 12.2,d. 
Le même raisonnement, que nous 
avons appliqué lors du tracé de la ligne 
| d'influence des efforts tranchants pour 
| une poutre à encorbellement au para- 
| graphe précédent, nous permettra d’obte- 
| 
| 
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| 
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{ des MA, fe 
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nir la ligne d'influence vorrespondante 
| pour une poutre encastrée: | 
| Jr tone 1. Quand Îa charge est située à droi- 
Le | des | te de la section 7, l'effort tranchant ést 
Ligne d'influence des 6; 


e) nul, car aucune force extérieure n’agit 
Î à | : à gauche de cette section. 
4 IN 2. Quand la charge passe à gauche 


de la section Z, l'effort tranchant 

Fig. 12.2 Qr = — 1 et ainsi, sur toute l'étendue 

| de la poutre allant de la section / 

jusqu'à son extrémité gauche, les ordonnées de la ligne d'influence 
de ©; resteront constantes et égales à —1. 

RLa ligne d'influence correspondante est tracée à la fig. 12.2, ; 

elle a la même allure que la ligne d'influence de Q;7 (voir fig. 8.2,f) 


pour une section prise dans une console d’une poutre à encorbelle- 
ment sur deux appuis. 
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$ 5.2. Lignes d'influence au cas d'application 
indirecte des surcharges 


Jusqu'à présent nous avons considéré le cas où les forces exté- 
rieures étaient appliquées aux poutres directement. En réalité Les 
charges sont fréquemment transmises à' la poutre maîtresse par 
l'intermédiaire de poutres secondaires à des endroits bien détermi- 
nés, comme c'est presque tou- 


P=1 
jours le cas, par exemple, dans a) Longrine 
la construction des ponts-rails 4} ARE R / Lo 
(lig. 13.2, a). Dans ce genre de FD LT T7 
construction les poutres maî- Bo ii 1 dengeren 

lé Le Re Î Le . 
tresses sont généralement dé # Ent | V, 


signées par le terme longerons, 
les poutres secondaires trans- 
versales sont appelées tra- 
verses, tandis que les poutrelles 


b) ee 


| 

| 

 Lgre d'infiuence | 

[Er si, 
. Is TILL rm 


longitudinales simplement ap- bo 
puyées sur ces traverses s’ap- 
pellent Zlongrines. Les points 
d'attache des traverses aux 
longerons sont désignés par le 
terme nœuds, et la partie dela 
construction comprise - entre 
deux nœuds voisins est connue 
sous le nom de panneau ou 
travée. 
Une charge P appliquée à es | 
la longrine dans une travéemn | 
ne sera transmise à la poutre 
maîtresse qu'aux points d’'ap- 
pui des traverses m et n. Ce 
mode d'application des char- 
ges n'aura aucune influence Fig. 13.2 
sur les réactions d'appui de 
la poutre maîtresse, comme on peut facilement s’en rendre compte 
en écrivant l’ équation des moments des sollicitations extérieures par 
rapport à l’un des appuis. Par conséquent, les lignes d'influence 
des réactions d'appui À et B ne différeront en rien de celles obte- 
nues pour le cas d'application directe des charges (fig. 13.2,b et c). 
Quant à la ligne d'influence du moment fléchissant agissant dans 
une section Z distant de a de l'appui gauche du longeron, il est facile 
de voir que la valeur de M, restera la même que dans le cas d'une ap- 
plication directe des charges aussi longtemps que la charge se trouvera 
soit à gauche de m, soit à droite de #. En d’autres termes, la présen- 
ce des poutres secondaires n'aura aucune influence sur la valeur du 
moment fléchissant pour autant que la charge soit appliquée en 


| Ligne ce influence | 


| 14igre d'influence 
ES | À 7] des A1, 


| 
| | 
| | 
| | Droite 
| 1. * de transition 
| | 
| 


l 
| | Ligne d taiterce | 
| 
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dehors du panneau mn qui contient la section Z. Ceci découle des 
équations des moments fléchissants dans la section Z pour les posi- 
tions de la charge mentionnées plus haut. Par exemple, quand la 
charge est appliquée directement au nœud x ou à droite de ce 
nœud, M, — Aa, aucune sollicitation à l'exception de la réaction 
A n'’existant à gauche de la section 7. On voit que c’est la même 
équation que nous avons déjà obtenue au début du $ 3.2 pour le 
cas d’une application directe de Ia charge. Le même raisonnement 
peut être appliqué à la partie de la poutre Am. Par conséquent, ayant 
tracé la ligne d'influence de M;,, en supposant que la charge est 


Fig. 14.2 


appliquée directement à la poutre maîtresse (voir fig. 13.2,d), nous 
pouvons hachurer la surface délimitée par cette ligne au-dessus de 
Am et de nB, ces parties étant définitives. | 

Quand le point d'application de la charge tombe à l'intérieur 
de la travée mn, les composantes de cette charge À, et R, (indiquées 
en pointillé à la fig. 14.2,a) ne sont transmises à la poutre maîtresse 
qu au droit des nœuds d'assemblage des longrines m et n. 

Afin d'établir l'allure de la ligne d'influence de M, pour la tra- 
vée mn, nous allons montrer que dans {le cas d'application indirecte 
des charges la ligne d'influence d'une fonction quelconque dans la sec- 
tion Ï de la poutre maitresse sera toujours représentée par une droite, 
tant que la charge unitaire P se trouvera à l'intérieur de la travée 
considérée, et que cette droite passera par les sommets des ordonnées de la 
ligne d'influence au droit des nœuds. Admettons que pour une charge 
unitaire P, appliquée aux nœuds m et n, les ordonnées de la ligne 
d'influence d'une fonction S7 sont égales respectivement à y, et y, 
(fig. 14.2,b). Nous avons déjà montré que ces ordonnées se détermi- 
nent exactement de la même façon que dans le cas de l’application 
directe des charges. 

EÉxaminons maintenant la variation de la fonction S, lors du 
déplacement de !a charge unitaire P le long d'une longrine entre les 
nœuds m et n (fig. 14.2,a). 


A4 


Désignons par R,, et À, les composantes de la charge unitaire P 
transmises aux nœuds m et nr quand cette charge se déplace le long 
de la travée. En vertu du principe de superposition, nous pouvons 
écrire que Ja fonction $S; dans la poutre maîtresse sera égale dans 
ce cas à 


S5= D Py = Rrÿm + Raÿn 


OU 
Pez _ Îez _ z 
ET RE Dr: 
et 
_ P(d—z)  A(d—z) _ d—z 
= RCE, 


d étant la longueur de la travée et z la distance de la charge uni- 
taire P au nœud n à l'extrémité droite de cette travée. 
En remplaçant À, et R, par leurs valeurs nous trouvons: 


d — 
Sr= + Um + = Yne 


11 s'ensuit que lors du déplacement de la charge entre les nœuds 
m et nr la fonction S, s'exprime par une équation de premier degré 
en z 


pour 20 Sy; pour Zz=d Sr —=Yme 


Nous voyons donc que quand la charge unitaire P se déplace 
entre les nœuds m et n, la ligne d'influence de la fonction Sr est 
une droite joignant les ordonnées y, et y, au droit de ces nœuds. 
Dorénavant nous désignerons celte droite par le terme droite de tran- 
sition. 

Ayant tracé cette droite à la fig. 13.2,4 nous obtenons la ligne 
d'influence complète des M. 

Le tracé de la ligne d'influence des efforts tranchants ©, s’effec- 
tue exactement de la même façon. Les ordonnées de cette ligne dans 
les limites À et m d’un côté et nr et B de l’autre seront les mêmes 
que dans le cas d’une application directe de la charge. Pour la travée 
mn cette ligne d'influence s’obtiendra en joignant. les ordonnées 
correspondant aux nœuds m et nr par une droite (fig. 13.2,e). 

Aïnsi au cas d'une application indirecte de la charge les lignes 
d'influence peuvent être tracées de la façon suivante: 

4: En premier lieu, on trace la ligne d'influence comme si la 
charge était appliquée ‘directement à la poutre maîtresse; 

2. Par les ordonnées de la ligne d'influence ainsi obtenue situées 
Nirectement au-dessus des nœuds délimitant la poutre secondaire 
(longrine} contenant la section considérée, on trace une droite, dite 
droite de transition. 
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La fig. 15.2 représente les lignes d'influence de M et de @ 
relativement aux sections Z et {1 d’une poutre à encorbellement 


Ligne d'influence des My 


Fig. 15.2 


à laquelle les charges sont transmises par l'intermédiaire des tra- 
verses. 

Nous n'y donnons pas les lignes d'influence des réactions 
d'appui car celles-ci ne diffèrent en rien des lignes d'influence tra- 
cées pour le cas d'une application directe des charges. 


$ 6.2. Détermination des efforts à l’aide 
des lignes d'influence 


Les paragraphes précédents de ce chapitre ont été consacrés aux 
problèmes relatifs au tracé des lignes d'influence. 

Nous allons maintenant nous occuper de la détermination des 
efforts (ou déplacements) à l’aide de ces lignes d'influence, tant 
dans le cas de l'application des charges concentrées que dans le cas 
des charges uniformément réparties. 

‘4. Charges concentrées. Nous avons montré au $ 2.2 
que pour déterminer un effort quelconque engendré par une charge 
P, il suffit de mesurer l’ordonnée de la ligne d'influence correspon- 
dante au droit d'application de la charge et de la multiplier par 
l'intensité de cette dernière. Si une construction est sollicitée 
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simultanément par plusieurs charges concentrées (fig. 16.2,a), nous 
pouvons, en vertu du principe de superposition, procéder de la même 
façon pour chacune de ces charges (c'est-à-dire multiplier l'ordonnée 
de la ligne d'influence au droit d'application de chaque charge par 
l'intensité de celle-ci) et ensuite additionner les résultats obtenus. 

Par exemple, pour déterminer le moment fléchissant dans la 
section Z de la construction déjà mentionnée, il faut multiplier la 
valeur de la charge P1 par l’ordonnée h,, celle de la charge P: par 
l’ordonnée h: et celle de La charge P; par l’ordonnée #:, ces ordonnées 


es | 
- Ligne d'influence 
DS LE des M; 


Fig. 16.2 


étant mesurées sur la ligne d'influence de M, représentée à la 
fig. 16.2,b. Notons que l’'ordonnée h, étant négative, le produit 
Piha le sera également, 

Le moment fléchissant A, engendré par l’ensemble de trois 
charges sera égal à 


M;= } Ph = — Ph + Pohs + Pshs 


Les ordonnées de la ligne d'influence de ÂW,; sont mesurées en 
unités de longueur. Donc, si les forces sont exprimées en tonnes et 
les ordonnées de la ligne d'influence de M, en mètres, le produit 
Ph donnant la valeur du moment fléchissant sera exprimé en tonnes- 
mètres. 

L’effort tranchant ©, dans la section Z se déterminera 
d'une manière absolument analogue, la ligne d'influence de l’effort 
tranchant étant représentée à la fig. 16.2,c: 


Qr= Ph; — Poh, + Pshs, 


où k;, k,, h. étant des ordonnées de la ligne d'influence de ©; au 
droit de l'application des charges P1, P2 et P3. 
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Les ordonnées de la ligne d'influence des efforts tranchants sont 
des grandeurs sans dimensions. Par conséquent, les produits Ph’ 
qui donnent Les valeurs de l'effort tranchant seront exprimés en 
mêmes unités que la charge P elle-même. 

On trouverait de la même façon les valeurs des réactions d'appui 
à l’aide des lignes d'influence correspondantes. 

Ainsi, pour déterminer la valeur d'un facteur quelconque (réaction 
d'appui, moment fléchissant, effort tranchant, effort normal dans un 
élément d'une poutre en treillis, etc.) engendré par plusieurs charges 
concentrées, il faut mesurer les ordonnées de la ligne d'influence appro- 
priée au droit de l'application de ces charges et trouver la somme 
algébrique des produits des intensités de ces charges par les ordonnées 
correspondantes de la ligne d'influence. 


Problème. On demande de déterminer à l'aide d’une ligne d'influence le 
moment fléchissant dans la section 7 d’une poutre représentée à la fig. 17.2,a, 
ce moment étant'engendré par trois charges concentrées dont les intensités et 


| , 
| TS & digne d'influence] 
SET 


: LA ji 
| 


les distances aux appuis sont indiquées à la même figure. La ligne d'influence 
de M, est tracée à la fig. 17.2,b. Les ordonnées de cette ligne d'influence peuvent 
être déterminées graphiquement ou calculées. Leurs valeurs sont indiquées 
directement sur la ligne d'influence. 

Solution. Le moment fléchissant dans la section Z est donné par: 


Mi= — Phi + Poho-+ Paha= —4-0,5+8:1,0+10.1,0— 16,0 tm. 


Le premier terme de la partie droite de l'équation est pris avec le signe 
moins, car l'’ordonnée h, est négative. 


2. Cas des charges uniformément répar- 
ties. Bes calculs à effectuer dans ce cas seront illustrés à l’aide de 
l'exemple suivant. Prenons la poutre à deux appuis, représentée 
à la fig. 18.2,a, sollicitée sur une certaine longueur par une charge 
uniformément répartie d'intensité g. Il s’agit de déterminer le 
moment fléchissant dans la section Z en se servant de la ligne 
d'influence tracée à la fig. 18.2,b. Remplaçons sur une longueur 
infiniment petite dx la charge répartie par une charge concentrée 
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d'intensité qdx (fig. 18.2,a). (:ette charge concentrée produira dans 
la section Z un moment fléchissant égal à gdx-h., où h, est l’ordonnée 
de la ligne d'influence de A7, au droit de la charge considérée. 
Or, toute la charge uniformément répartie pouvant être remplacée 


O 
K 
& 


| 

| 

Di Ligne dinfluence des Q, | 
| | ne ; | 


Fig. 18.2 


par une infinité de charges concentrées gdx, la valeur du moment 
fléchissant pourrait se trouver par la sommation des produits 
g-dx-h.. Par conséquent, 


Mi = Ver \ h; dx, 


ici g, dont la valeur reste constante, peut être mis en avant du 
signe de l'intégrale. Les limites d'intégration (de c à d) montrent 
que la sommation doit s'effectuer tout le long de la. partie de la 
poutre soumise à l’action de la charge répartie. L'expression qui 
reste sous le signe d'intégrale n'est rien d’autre que la surface élé- 
mentaire délimitée par la ligne d'influence de 7, (à la fig. 18.2,b 
cette surface est indiquée par des hachures inclinées). Par consé- 
quent, l'intégrale de h, dx de c à d sera égale à la surface délimitée 
par la ligne d'influence de 7, entre les ordonnées passant par les 
points æ = c et x = d, cette surface étant hachurée par des lignes 
verticales à la fig. 18.2,b. En désignant cette suriace par © nous 
pouvons écrire: 


M, = go. 


Donc, pour déterminer l'intensité. d'une charge quelconque engendrée 
par une charge uniformément répartie, il faut trouver la surface déli- 
mitée par la partie correspondante de la ligne d'influence et la mul- 
tiplier par l'intensité de la surcharge. 


” 
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Si la charge répartie s'étend aux zones pour lesquelles les ordon- 
nées de la ligne d'influence changent de signe, c'est le produit 
de l'intensité de la charge par la somme des surfaces positives 
et négatives de la ligne d’influence qui donnera la valeur totale 
de la fonction considérée. Ainsi pour déterminer l’effort tranchant 
dans la section Ÿ (la ligne d'influence correspondante étant repré- 
sentée à la fig. 18.2,c), on cherche d’abord les surfaces &, et @:2 
hachurées à la figure mentionnée, et ensuite on introduit leurs 
valeurs dans l'expression 


Q1 = q (04 + @). 


Les signes des surfaces partielles doivent correspondre aux signes 
des ordonnées de la ligne d'influence. Aïnsi dans Le cas présent la 
surface @1 doit être prise avec le signe moins. 


Problème 1. Trouver la réaction d'appui 4, le moment fléchissant M, et 
l'effort tranchant Q; pour une section située exactement à mi-portée de la poutre 


a} 


b} 


ligne d'influence | 
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Fig. 19.2 


AB representée à la fig. 19.2,a et sollicitée par une charge uniformément répartie 
sur toute sa longueur Z. Les lignes d'influence correspondantes sont données 
aux fig. 19.2,b, c et d. | 

Solution. La charge étant répartie sur toute la longueur de la poutre, c'est 
la surface totale délimitée par les lignes d'influence qui doit être prise on con- 
sidération. | | : : 

Détermination de la réaction d'appui À. La surface 
délimitée par la ligne d'influence étant 

1 I 


dt 9 , 
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la réaction d'appui À sera donnée par 


l 
A=qu=<- : 


Détermination du moment fléchissant Mr. La 
surface délimitée par la ligne d'influence correspondante étant 


Î l 12 


le moment fléchissant 


Détermination de l'effort tranchant @r. La ligne 
d'influence de l'effort tranchant délimite deux zones w, et ©, de surface égale, 
mais de signe contraire: 


Par conséquent, 
l l 
Qr=a (0340) =0 (+++) =0. 
Problème 2. Déterminer à l’aide de lignes d'influence le moment fléchissant 


et l'effort tranchant dans la section 7 d’une poutre à encorbellement sollicitée 
par la charge comme indiqué à la fig. 20.2,a. 


} 

| al 

: 1 Ligne d'influence des @, 
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Fig. 20.2 


Solution. On commencera par le tracé des lignes d'influence des HW, et 
des Q7r pour la section 7 (fig. 20.2,b et c). 
étermination du moment fléchissant M,;. L'or- 
donnée de la ligne d'influence de W} au droit de l’application de la charge con- 
centrée P est égale à —1,6 mètre, la surface délimitée par la ligne d'influence 
au-dessous de la zone chargée uniformément valant : 


O4 = .81,8— 6,4 m? 
donc 


M ; = — Ph + go = —3:1,6+ 2.6,4—8 tm. 
4*% 51: 


Détermination de l'effort tranchant @;. L'ordonnée 
de la ligne d’influence de Q; au droit de la charge P est égale à 0,2, la surface 
‘étimitée par cette même ligne au-dessous de la charge uniformément répartie 
étant égale à | 


oy= -8-0,8—3,2 m, 
par conséquent, 
Qr= Photqw2—3:0,2412.3,2—7 t. 


Nous allons démontrer maintenant que l'intensité S engendrée 
par un système de charges (concentrées ou réparties) disposées le long 
d'une partie rectiligne de la ligne d'influence peut être déterminée 
par la multiplication de la résultante R du système de charges considérées 


ligne d'influence des 


Fig. 21.2 


par l'ordonnée ho passant par le point d'application de cette résul- 
tante, À cet effet examinons la valeur de la fonction S, représentée 
à La fig. 21.2, engendrée par un système de charges P1, P2,.... P,, 
ayant pour résultante R: 


S—= D Ph=Pih, + lolo + Pahat o E Prhn: 
Exprimons maintenant les ordonnées de la ligne d'influence en 


fonction de leur distance au point © qui est le point d’intersection 
de l’axe des abscisses ae avec la droite cd (fig. 21.2): 


hi=atga; h—atga; h;=astgo, ..., hn—=dnig a. 
En substituant ces valeurs dans l'expression de $ nous obtiendrons : 
S — (Pia: + Po + P3a3 + . +. Pan) tg oc. 
L'expression entre parenthèses représente le moment des charges 
Pi, P2,..., etc. par rapport au point O. Or, ce moment est égal 
au moment de la résultante À par rapport au même point, c'est-à-dire 
à Ra (fig. 21.2). Par conséquent, 
S — Ra tg Œ — Rho, 
c.q. f. d. 
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$ 7.2. Détermination de la position la plus 
défavorable de la charge 


Au paragraphe précédent il a été décrit comment, à l’aide des 
lignes d'influence, on peut trouver les valeurs de différentes fonctions 
(réactions d'appui, moments fléchissants, efforts tranchants, etc.) 
pour des positions bien déterminées des charges. Voyons maintenant 
quelle doit être la position de la charge pour que la fonction consi- 
dérée atteigne son maximum. Cette position s'appelle, comme nous 
l'avons déjà mentionné, position La plus défavorable ou dangereuse 
de la charge. 

Nous désignerons ci-dessous Les valeurs maximums positives des 
fonctions par Ainaxs Mmax €t Omax, etc., et les valeurs maximums 
négatives de ces mêmes fonctions par Amin, Mmin €t Qmin, etc. 


Fig. 22.2 


1. Cas de sollicitation par une charge 
mobile concentrée. Le problème se résout dans ce cas 
très facilement. La position la plus défarovable de la charge est 
celle qui correspond à l’ordonnée maximum de la ligne d'influence. 
La valeur maximum de la fonction recherchée s’obtiendra en multi- 
pliant la charge par l’ordonnée maximum de la ligne d'influence. 
La valeur minimum de la fonction s'obtiendra exactement de la 
même façon, mais en mesurant l’ordonnée sur la partie négative 
de la ligne d'influence. | 

2. Cas de sollicitation par un système de 
charges mobiles concuntrées. Pour déterminer la 
valeur maximum d’une fonction quelconque $ il faut trouver le 


maximum de >, PX, où h sont les ordonnées de la ligne d'influence 
mesurées au droit d'application des charges correspondantes. Pour un 
nombre réduit de charges le problème peut se résoudre par essais 
successifs. Si l’on cherche la valeur maximum de la fonction $, le 
système de charges devra être placé dans la zone des ordonnées 
positives de la ligne d'influence, tandis que si c'est la valeur minimum 
que l'on désire obtenir, les charges devraient être placées au droit des 
ordonnées négatives. Dans certains cas il devient nécessaire de dis- 
poser les charges au-dessus des ordonnées positives et négatives 
simultanément. Un cas pareil se présenterait s’il fallait trouver la 
valeur maximum de la fonction S$S dont la ligne d'influence est re- 
présentée à la fig. 22.2, le système de charges (mettons une locomo- 
tive) dépassant en longueur la distance a. 
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Les positions les plus défavorables d’un bogie dont les deux 
essieux sont également chargés sont indiquées à la fig. 28.2. 
La La fig. 29. 2. & représente la position relative à Myrmax, les valeurs 


les plus élevées de D Ph s'obtenant quand l'essieut gauche est 
situé au droit de l’ordonnée maximum positive. Si l’on y mettait 
l'essieu droit, celui de gauche se déplacerait vers mn, dont la valeur 
est plus petite que celle de l’ordonnée min. Par conséquent, la 


valeur de > Ph serait dans ce cas inférieure à celle obtenue précé- 
demment. Toute autre position du système de charges considéré 
A à une valeur du moment fléchissant encore plus 
aible, 

La valeur minimale du moment fléchissant s'obtient quand le 
train de charges est situé comme indiqué à la fig. 23.2,b. 

Les valeurs maximale ou minimale de l'effort tranchant seront 
obtenues pour les positions du train de charges indiquées aux 
fig, 23.2,c et d respectivement. On admet que dans le cas de Q; max 
l'essieu gauche est situé à une distance infiniment petite vers la 
droite de la section considérée; ainsi donc la valeur de l’ordonnée 
positive ab doit être utilisée pour le calcul de l’effort tranchant 
(fig. 23.2,c). De même, pour obtenir la valeur minimale de Q; on 
admet que l’essieu droit est situé à une distance infiniment petite 
à gauche de cette même section et de cette façon la pression exercée 
par cet essieu devra être multipliée par l’ordonnée ab (fig. 23.2,d). 
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Considérons maintenant la ligne d'influence d’une fonction 
quelconque S de forme polygonale, dont les sommets sont en a, b, 
c, d, e, f et £g et mettons que notre train de charges se trouve en 
position J de la fig. 24.2. Dans cette position aucun des points d’appli- 
cation des charges ne coïncide avec l’abscisse d’un sommet de la 
ligne d'influence. Déplaçons maintenant tout le système de charges 
vers la droite d’une distance petite maïs finie Ax, cette nouvelle 


Fn 


Fig. 24.2 


position étant considérée comme position 27. On voit que dans ce 
cas l’ordonnée k; sous la charge P; subit un accroissement Ah; — 
— Az tg œ;. La fonction à subirait donc un accroissement * égal à 


i=n 


AS — à P;. Ah; — 5 P;i-Az-tg o; = Ax. à P;-tgæ:. (6.2) 


Un nouveau ni du train de charges R une distance Ax 
vers la droite dans la position ZZZ entraînerait un nouveau accrois- 
sement AS de la fonction $S qui pourrait être exprimé par la même 
relation (6.2). Supposons que la position Z7 du système de charges 
corresponde à la valeur maximum de la fonction $. Dans ce cas 
l'accroissement AS obtenu lors du premier déplacement du train de 
charges (de Z vers 77) doit être positif, tandis que celui obtenu lors du 
deuxième déplacement (de ZZ vers IT) — négatif, Ainsi, au moment 
du passage du système de charges par sa position la plus défavorable 

1=n 
l'accroissement de S, c’est-à-dire de la somme 2. P;, -tg &;, doit changer 


de signe. Il est clair que l'accroissement AS donné par l'expression 
(6.2) ne pourra changer de signe que si une ou plusieurs charges si- 
tuées en position 7 d’un côté du sommet dela ligne d'influence passent 


* Les angles @; &2, @s, @ et œi de la fig. 24.2 sont positifs, tandis que 
les angles a; et &, sont négatifs 


er 
y} 


en position Z7/ de l’autre côté de ce même sommet *. On voit donc 
que si Le système de charges est en sa position la plus défavorable 
{position Il), une (ou plusieurs) de ses charges doit se trouver au droit 
d'un des sommets de la ligne d'influence. Ci-dessous nous désignerons 
cette charge par le terme charge critique et le sommet de la ligne 
d'influence correspondant par le terme sommet critique. 

Cette circonstance réduit considérablement le nombre des 
essais nécessaires pour trouver la position la plus défavorable 
d'un train de charges car elle permet de ne considérer que les posi- 
tions qui correspondent à une ou plusieurs des charges se trouvant 
au droit des sommets de la ligne d'influence. 

Admettons maintenant que la position la plus défavorable 
(position 27} du train de charges, si l’on cherche Ia valeur maxi- 
mum de $, est celle quand la charge critique P; se situe au droit 
du sommet critique c (fig. 24.2). Dans ce cas le déplacement du train 
de charges de la position Z (quand la charge P; se trouve à gauche 
du point c) vers la position 77 doit rendre l’accroissement de la fonc- 
tion $ positif, tandis que son déplacement de la position 77 vers la 
position ZII (quand la charge P, se trouve à droite du point c) le 


rend négatif. En d'autres termes, en vertu de l'expression (6.2), 
in 


la somme 2 P; tg «a; doit être positive quand le système de charges 


est à Sauche de sa position la plus défavorable, et négative quand 
ce système a passé à droite de ladite position. 

Cette somme doit donc décroître quand la charge critique P; 
passe de la zone bc de la ligne d'influence située à gauche du point 
c dans la zone cd située à droite de ce même point. Par conséquent, 
Partg ao > P;,-tg a; d'où a > as. Nous voyons ainsi que l'angle 
formé par la ligne d'influence à gauche du sommet critique et l’ho- 
rizontale doit être plus grand que le même angle à droite du sommet 
critique. Cette condition ne peut être satisfaite que par le sommet 
convexe m comme celui indiqué à la fig. 25.2,a. Par contre, elle 
ne pourra jamais être satisfaite par un sommet concave comme celui 
de la fig. 25.2,b. Il s'ensuit qu'un sommet critique de la ligne d’in- 
fluence est toujours. un sommet convexe. Tout ceci reste vrai dans le 
cas de la recherche d’une valeur minimum de la fonction $. Ces 
considérations réduisent le nombre des essais qu il faut effectuer 
pour trouver la position dangereuse du train de charges. 

Il est à noter qu’un même sommet de la ligne d'influence sera 
considéré comme convexe pour la recherche de S,.,4, et ne le sera 
plus quand on cherchera Sin. Ainsi, pour la ligne d'influence indi- 
quée à la fig. 25.2,c les sommets c, e et g seront des sommets con- 
vexes Pour Smax, tandis que pour Smin Ce seront les sommets «à, 
b, d et f. Afin de déterminer le caractère des points situés aux extré- 


* Le même changement de signes doit avoir lieu aussi quand on cherche la 
position la plus défavorable correspondant à la valeur négative de la fonction. 
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mités de a ligne d'influence (tels que a et g), il suffit de prolonger 
l'axe des abscisses (comme indiqué en pointillé à la fig. 25.2,c) et 
de considérer ses prolongements comme formant des parties de la 
même ligne d'influence dont les ordonnées restent nulles sur toute 
l'étendue. 

Nous avons déjà indiqué que si l'on cherche Snaxs La somme 
T—=n 


D 'P;tg &; doit être positive quand le irain de tharges se trouve 
iT1 


à gauche de sa position dangereuse et négative quand le train est à droi- 
te de cette position. Par contre, quand on recherche Sin, cette 
somme doit être négative quand les charges sont à gauche de leurs posi- 
tions dangereuses et positive quand elles sont à droite. Ceci facilite 
la recherche de la position la plus défavorable du train de charges. 


b 


Fig. 28.2 


Comme exemple envisageons la détermination de la position 
dangereuse du train de charges représenté à la fig. 26.2 pour laquelle 
la fonction S, dont la ligne d'influence est donnée à la fig. 27.2, 
passerait par son maximum. Calculons les tangentes des angles for- 
més par les droites constituant la ligne d'influence: 

À 0,25 . 1 0,79 1 

Bu rs go = — 7 (ga — = —— 

Il faut qu'au moins une des charges se trouve au droit d’un des 
sommets convexes b ou c de la ligne d'influence pour que le train 
de charges se trouve en sa position dangereuse *. 

Déplaçons notre train de charges de droite à gauche. Aussi long- 
temps que toutes les charges se trouveront dans les zones bc et cd 
de la ligne d'influence dont les angles & sont négatifs, la somme 
1=n 
> P;-tg «; restera également négative. Or, nous savons que, quand 
i—1 
un système de charges passe par sa position dangereuse, cette somme 
doit devenir positive. Par conséquent, il faut que notre train de 


* Les points & et d ne sont pas convexes et, par conséquent, ils ne présen- 
tent aucun intérêt pour la détermination de la position dangereuse du train de 
charges. 
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charges continue à se mouvoir de droite à gauche jusqu’au moment 
où la somme mentionnée ne devienne positive. Considérons la posi- 
tion du train de charges indiquée à la fig. 28.2. Tant que le train 
est à droite de cette position 


in 


D Pictgou=(8,5 + 3,5)-=—(8,5 + 8,5+3,5). LE — 


= 1 


1 17 


La somme > P;-tg «; étant négative pour cette position des 
i=1 


1—= 
charges, il est évident que pour toute autre position des charges 
encore plus à droite, elle le serait aussi. 
D'autre part, si l’on déplaçait le train de charges un peu vers 
la gauche de la position mentionnée, on obtiendrait : 


i=n 


D Pictgou = (8,54 3,543,5).5— (8,54 3,5). — 


i—1 
1 1 


Donc, le passage du train de charges d’une position légèrement 
à droite de celle-indiquée à la fig. 28.2 à une position qui en serait 
légèrement à gauche entraînerait un changement de signe de la 
somme considérée, cette somme de négative devenant positive. Par 
conséquent, la position du train de charges indiquée à la fig. 28.2 
est l’une des plus défavorables et la charge n°3 est la charge critique. 

Examinons maintenant ce que se produirait si les charges n°58 et 
9 (voir fig. 26.2) qui, pour la première position dangereuse trouvée, 
n'avaient pas encore atteint Le pont, avaient été beaucoup plus 
importantes que toutes les autres (mettons qu'elles s’élèveraient 
à 15 tonnes chacune). Dans ce cas, au moment où ces deux charges 
atteindraient le pont et se trouveraient dans les zones bc et cd de 

1=N 


la ligne d'influence, lasomme > P;,-tg &«; deviendrait négative pour 
= 


i—= 
redevenir positive dès que l’une de ces charges dépasserait le point b. 
Il y aurait donc une deuxième position défavorable du train de char- 
ges et c’est cette position qui donnerait à S max Sa plus grande valeur 
qui devrait être adoptée. 

Envisageons maintenant la détermination de la position dange- 
reuse d'un train de charges, quand la ligne d'influence a une forme 
triangulaire (fig. 29.2). Désignonsla charge critique par P,,, la somme 


«= 


des charges situées à gauche du sommet par 2,P et la somme 
E 


qui est à sa droite par > P. 
ô 


i=n 
Nous avons déjà montré que la somme > P;-tg &; est positive 
fn : 


1—= 
quand Île train de charges est à gauche de la position dangereuse et 
devient négative dès qu'il passe à droite de cette position. Donc, 


tea (D P+ Poe) tg aa 2 P>0 
E 
ol 


t£ Cy D P+tgca (Per + 2 P)<0. 
E 


En substituant tg &, par ie et {g a par — “max (voir fig. 29.2) 
on obtient, après transformations élémentaires, 


D P+Per SP D P Per + D, P 
d 4 


RE ee 


a b d a 


D P+ Per 
Ajoutons aux deux parties dela première de ces inégalités È 
2: P 
g 
b 
2 PE pt 2 P 
HE + CT RS b 


£ 


et aux deux parties de la deuxième , nous obtenons: 


té grinrgs 
RE 


Désignons la somme de toutes les charges par D P et puisque 
(a + b) - !, nous aurons 


D P+Pu> DP-+; (7.2) 
6 


DP<DP—. (8.2) 


Ces deux inégalités montrent que a charge critique rendra la 
valeur de la somme 2P + P,, supérieure à > P.— tandis que la 


valeur de 2P est ei à celle-ci. 


Dans . très grand nombre de cas le train de charges (par exem 
ple, une locomotive) peut déboucher sur la construction (par exemple, 
un pont ferroviaire) par l’une ou l’autre de ses deux extrémités. 
Dans ce cas, pour chaque section il y aurait deux positions défavo- 
rables du train de charges, l’une correspondant au cas du train de 


tn) 


charges arrivant du côté gauche et l'autre du côté droit. Pour obte- 
nir la plus grande des deux valeurs de la fonction S cherchée, il 
faut situer les charges les plus lourdes (pour une locomotive ce sont 
généralement les essieux avant) à gauche du sommet de la ligne 
d'influence, quand a << b et à droite de ce sommet, quand a > b 
(voir fig. 29.2). 


Problème. Pour le train de charges de la fig. 30.2 on demande de trouver 
la position qui rend maximum la fonction S dont la iigne d’influence est re- 
présentée à la fig. 31.2 (1 — 8 m, a = 2 m, Rimax = 1). 

Solution. La somme de toutes les charges qui peuvent trouver place simul- 
tanément sur une travée longue de 8 m est 


R—5-3,9—17,9t. 
Déplaçons le train de charges de droite à gauche (de b à a). Les inégalites 


D P+Per> D P— et Dh De donvent 
£ # 


D P+Por> 17,5. 4,375 t et D P<A4,3175t. 
£ £ 


Nous voyons donc que c'est le deuxième essieu de Ja locomotive qui re- 
présente la charge critique, car la deuxième inégalité ne peut être satisfaite que 
dans ce cas seulement. En effet, si > P=3,5tet Per = 3,5t,0na 

& 


D P+Por=3543,5=7>4,375t; D) P=3,5< 4,375 t. 
& 8 


La position du train de charges correspondante est montrée à La fig. 32.2. 
Pour trouver la valeur de Sax qui en découle calculons les longueurs des 
ordonnées A, h2, ha, h4 et hs (Lig. 32.2): 


hi=0,4-tg a—0,4 50,2 ; 


Ro = hmax = 1 ; 


ha (L6-241,2) tg B= (46-24-1,2) = 0,783 ; 
k= (1,64 1,2) tg 8 = (1,64 1,2) += 0,467 


hs 1,2 1g B—1,2. +02, 


d'où 
Smax= D Ph=P SN h=3,5 (0,2+1+0,733-1-0,467 + 0,2) 9,1. 
Si les ordonnées étaient mesurées en mètres, la fonction Sinax = 9,1 serait 


exprimée en tonnes-mêtres. Si, par contre, elles étaient mesurées en unités non 
dimensionnelles, la valeur de Sax serait exprimée en tonnes. 


3, Gas d'une charge mobile uniformément 
répartie. Au $ 6.2 nous avons montré que la valeur d'une fonc- 
tion $ provoquée par une charge uniformément répartie est donnée 
par le produit de la surface délimitée par la ligne d'influence w et 
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Fig. 29.2 
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Fig. 31.2 


de l'intensité de la charge q, c’est-à-dire S$ = gœw. L’intensité g 
d’une charge uniforme étant constante, le maximum de la fonc- 
tion $ correspondrait au cas où la charge occuperaït toutes les zones 
où les ordonnées de la ligne d'influence ont le même signe *. 

La fig. 33.2,a nous montre l'emplacement des charges unifor- 
mément réparties donnant le moment fléchissant maximum positif 
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Fig. 33.2 


(M ; max) et la fig. 33.2,b celui correspondant au moment maximum 
négatif (M; min). Das les deux cas toute l'étendue de la zone corres- 
pondante de la ligne d'influence est chargée. De même, la fig. 33.2,c 
et d représente les emplacements des charges réparties rendant 
maximum et minimum les valeurs de l'effort tranchant. Notons 
qu’à la fig. 33.2,d le chargement est interrompu au-dessus de la 
partie négative de la ligne d'influence. 


* On admet que les charges uniformes peuvent occuper des longueurs arbi- 
traires. 
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& 8.2. Détermination des efforts maximums 
à l’aide des charges équivalentes 


Aux paragraphes précédents nous avons vu que la détermination 
de la position la plus dangereuse du train de charges requiert des 
tâtonnements et des calculs suffisamment nombreux. Quand les 
lignes d'influence ont une forme triangulaire, la tâche peut être 
grandement facilitée en se servant des tables ou des nomogrammes 
des charges équivalentes. | 

Nous entendrons par charge équivalente une charge uniformément 
répartie dont l'intensité est telle que L’effort qu'elle provoque dans 
l'élément ou dans la section considérée est égal à l'effort maximum pro- 
duit par le train de charges en sa position la plus dangereuse. 

On démontre facilement qu'on peut toujours trouver une charge 
uniformément répartie qui produirait exactement le même effort 
dans une section ou un élément quelconque d’une construction qu’un 
train de charges concentrées en n'importe quelle position dange- 
reuse donnée. En effet, en égalant 


Di Pihi = G6a@, 


Q étant la surface délimitée par. la ligne d'influence; gsa l’inten- 
sité de Ja charge équivalente cherchée, on ‘obtient immédia- 
tement : 


> P;k; 
Lea = 5 — : 


Ainsi dans l'exemple du $ 7.2 nous avons trouvé que l'effort 
S passe par son maximum quand D P;h; — 9,1. Par conséquent, 
la charge équivalente dans ce cas particulier devrait avoir une 
intensité de 


9,1 9,1 
dég — HS 2 — 2,419 t/m.c. 


ù 


Il semblerait donc que pour trouver la charge équivalent: on soit 
obligé de déterminer préalablement la position la plus dangereuse 
du train de charges, ce qui rendrait absolument inutile la recherche 
de la charge équivalente. En réalité, il n’en est rien, car l'intensité 
de cette charge ne dépend guère de la valeur absolue des ordonnées 
de la ligne d'influence, mais uniquement de l'étendue de la zone 
chargée et de la position du sommet du triangle formant cette ligne 
d'influence. Ceci permet de calculer préalablement les charges 
équivalentes correspondant aux trains de charges et lignes d'influen- 
ces donnés et de présenter le résultat de ces calculs sous forme de 
tables ou de nomogrammes. 

Désignons donc par le terme homologiques deux lignes d'influence 
dont les ordonnées ne diffèrent que par un facteur constant et montrons 
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Fig. 34.2 


que les charges équivalentes correspondant aux lignes d'influence homo- 
logiques sont les mêmes. 
Prenons le cas des lignes d'influence de la fig. 34.2 dont les bases 
ont la même longueur, leurs hauteurs étant dans un rapport n. 
Désignons par gé4 la charge équivalente correspondant à la ligne 
d'influence de la fig. 34.2,0. Par définition 


Pihi s | 
Qéq = — ZT _. ou h; — nh: 
et ai 
En substituant ces valeurs dans l'expression de Jéq NOUS VOYONS 
que : n > Phi; > P;h; 
c.q.f.d.. 


Ainsi l'intensité de la charge équivalente ne dépend que: 
1) de la valeur et de la répartition des charges concentrées ; ; 
2) de l’étendue de la zone chargée ; 
3) de la position du sommet de la ligne d'influence par rapport aux 
appuis (ou aux limites de la zone chargée). 

Le tableau 1.2 contient les valeurs calculées des intensités des 
charges équivalentes (trouvées par voie directe) correspondant au 
train de charges normal Æ, adopté en U.R.S.S. pour le calcul des 
ponts ferroviaires. Ce train de charges est représenté à à la fig. 39.2*, 


Sur la fig. 35.2 les distances entre les charges. sont _indiquées en mètres. 
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Tableau 1.2 


Intunsités des charges équivalentes (en tonnes par mètre courant 
d'une voice unique) correspondant au train de charges typo _J7, 


Longueur de la zone 
chargée (en mètres) 


Allurs de la lyoco d'infivent:e 


Sornuwt titué 
à l'extrémité 


Kommrti uq 
do ln por 


uart 
er | 


S 


Sonunet A 
mi-portée 


42 229 2,09 1,98 
14 2.16 1,97 1,88 
16 2,09 1,88 4,82 
48 1, 4,77 1,79 
20 1,84 1,69 4,74 
40 1,77 

45 1.73 

90 1,.7u 

60 1.60 

70 1,81 

50 1,98 

60 1,51 

70 1,45 

80 1,41 

90 1,37 
110 1.32 

120 1,29 

130 1,27 

440 1,26 

450 1.24 

160 1,24 

170 1,21 

180 1.20 

190 1,19 

200 1,18 


Ces valeurs sant données pour des langueurs de la zone chargée 
allunt jusqu'à ZM mètres ct pour trois riositions du sommet de Ia 
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Le nombre de tonnes indique la pression d'ug essieu 


Fig. 35.2 


ligne d'influence, notamment à l'extrémité, au quart et à mi-portée. 
Pour des positions intermédiaires du sommet les intensités des char- 
ges équivalentes se calculent par interpolation. 

En multipliant toutes les charges concentrées du train type H; 
par un facteur constant À dont la valeur correspond à la classe du 
chargement, nous obtiendrons le train de charges , de la classe k. 
Aïnsi pour le calcul des ouvrages d'art des grandes lignes on adopte 
k égal à 7 ou à 8; pour les lignes d'importance locale on adopte 
k = 6 ou 7. La fig. 35.2 donne en plus des valeurs des charges du 
train type À les valeurs pour les trains des classes 6, 7 et 8. 


Problème 1. Déterminer par la méthode des charges équivalentes l'effort 
maximum dans la barre 4-5 de la poutre en treillis de la fig. 36.2,a. Le train 
de charges est de la classe H,; la ligne d'influence de l'effort D,, est repré- 
sentée à la fig. 36.2,b. 7 | 

Solution. Pour trouver l'effort D,s d'extension maximum ïil faut que la 
charge équivalente occupe toute l'étendue de la zone des ordonnées positives de 
la ligne d'influence. 
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L'intensité de cette charge équivalente, correspondant au train normal #; 
et à une longueur chargée de 8 m, se trouve dans la colonne 3 du tableau 1.2 
et vaut 2,28 t/m.c. La valeur de l'effort d'extension maximum causé par un train 
de charges de la classé 7 (H;) sera: 


2Das = key À = 7.2,28. Ÿ.Ÿ = 39,90 t+, 
d’où 
Dis == 19,95 {. 


L'effort de compression maximum sera obtenu en plaçant les charges équi- 
valentes au-dessus de la zone des ordonnées négatives de la ligne d'influence 


if} À ÿ 6 8 #) 


| 
Ligne d'influence 
| de Dys 


Fig. 36.2 


longue de 4 mètres. L’intensité de la charge éqüivalente prise au tableau 1.2 
sera égale dans ce cas à 2,57 t/m.c. et la compression maximum vaudra 


2D,5 = hqeg? —"7.2,97 _. += 11,24 L 
d'où 
4 
Das = = 5,62 1. 


Problème 2. Déterminer par la méthode des charges équivalentes le moment 
fléchissant maximum (M7 max) et les efforts tranchants maximum et minimum 
(Q5 max et Or min) ui agiraient dans la section / d’une poutre à travée unique 
de la fig. 37.2,a lors du passage d’un train de charges de la classe 7. Les lignes 
d'influence correspondantes sont représentées à la fig. 37.2,b et c. 


: D La présence du coefficient 2 devant D;:5 est due au fait que:les valeurs 
dés charges équivalentes du tableau 1.2 ont été calculées pour une voie entière, 
c'est-à-dire pour les deux longerons d’un pont à voie unique. 


ë8 
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Le pont est à voie unique et consiste de deux longerons portant tablier et 
rails et, par conséquent, chacun de ces longerons ne sera sollicité que par la 
moitié du poids total du train. 

Solution. Détermination dumoment fléchissant maximum. L éten- 
due de la zone de chargement est égale à la portée du pont, soit à 10m. Le som- 
met de la ligne d'influence étant situé entre l'appui gauche et le quart de 
la Dors on procédera par interpolation. Pour un train de charges de la clas- 
se 1: 


nr — 


4 
= 2,42—0,26.0,8—2,21 t/m.c., 


| a 2 
Ga = go + (gra — do) 5 —— 2,42 + (2,16 — 2,42) DE 
U à 


où go est l'intensité des charges équivalentes pour une longueur de chargement 
de 10 m et le sommet de la ligne d'influence au droit de l'appui gauche; 

qua est l'intensité des mêmes charges, mais au cas où le sommet de la ligne 
d'influence est au quart de. la portée: 

ga est l’intensité des charges équivalentes correspondant au cas du sommet 
de la ligne d'influence située à 1/5 de la portée (fig. 37.2,b); 

a est la distance du sommet de la ligne d'influence à l'appui le plus proche ; 
: l'est la longueur de la zone chargée, égale, dans le cas présent, à la portée 

u pont. | 

Pour un train de charges de la classe 7 l'intensité des charges équivalentes 

s'élèvera à: | 
Ga*7= 2,217 —15,47 t/m.c. 


Pour un longeron cette intensité devra être divisée par deux: 


4 ; 
G\=——"19,47 —7,735 t/m.c, 


2 
La surface délimitée par la ligne d'influence de HW, (fig. 37.2,b) est 
Q=—- 10.1,6—8 m2. 


Par conséquent, 
M1 max = 4101 = 7,735.8 — 61,88 tm. 
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Détermination de l'effort tranchant maximum. Pour trouver la 
valeur de Q; max il faut que les charges équivalentes occupent toute l'étendue 
de la zone positive de la ligne d'influence (fig. 37.2,c) longue de 8 m. Le som- 
met de la ligne d'influence se trouve dans ce cas au-dessous de son extrémité 
de gauche. Dans la colonne 2 du tableau 1.2 on trouvera pour ün train de 
charges Hi: | 

Go = 2,63 t/m.c. 


Pour un train de charges H} on doit multiplier cette Le par 7 et pour 
une poutre d’un pont à voie unique en prendre la moitié. 
Donc, 
| g» = 0,5.7-2,63 = 9,20 t/m.c. 
La surface délimitée par la partie positive de la ligne d'influence vaut 
Wo.—= 1/2-8,00.0,8 = 3,2 m°. 
Donc, 
Or max = 4202 —9,20.3,2—29,44 t. 
Détermination de l'effort tranchant minimum Q;. Afin de trouver 
l'effort tranchant négatif maximum (Q7 min) il faut charger la zone des ordonnées 
négatives de la ligne d'influence correspondante (fig. 37.2,c). La longueur de 
cette zone étant égale à 2 met le sommet de la ligne d’ influence se trouvant au- 
dessus de l'extrémité de droite, on trouve dans la colonne 2 du tableau 1.2 que 
l'intensité des charges équivalentes est égale à 4,20 t/m.c. 
Pour ua train de charges de la classe 7 et une seule poutre on prendra: 
g3—=0,0-7.4,20 — 14,70 t/m.c. 
L'aire délimitée par cette partie de la ligne d’influence vaut 


Da = —7.2.0,2— — 0,2 m2 


Qr min = 9303 —14,70.0,2=— —2,94 t. 


d'où 


$ 9.2. Poutres isostatiques à appuis multiples 


Les poutres isostatiques à appuis multiples consistent en une 
série de poutres à deux appuis avec ou sans encorbellements connec- 
tées bout à bout à l’aide d’articulations. Ces systèmes s'appellent 
pouires isostatiques articulées. 

Les poutres à deux appuis qui constituent les poutres isostati- 
ques à travées multiples peuvent être soit à âme pleine, soit en treil- 
lis, soit partiellement à âme pleine et partiellement en treillis. 
La théorie du calcul de ces poutres a été développée en 1871 par 
M. Sémikolénov, éminent ingénieur et savant russe. 

En règle générale, une poutre isostatique articulée est- plus éco- 
nomique que plusieurs poutres à deux appuis indépendantes. On peut 
le voir de l' exemple suivant. 

Supposons qu'il Soit nécessaire de‘traverser deux passes égales 
AB et BC, de 10 m chacune, et que la charge uniformément répartie 

soit égale à 2,0 tonnes par mètre. 

Essayons d'abord deux poutres simplement appuyées (fig. 38.2,a). 
Le moment fléchissant à mi-portée de chacune de ces poutres sera 
égal à 
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b) 


M, =16 tm. à Mnax=t6t.M. 


Fig. 38.2 


Les épures correspondantes sont montrées à la fig. 38.2,b. 

Remplaçons ces deux poutres par une poutre articulée à deux 
travées, la passe BC étant recouverte par une poutre à encorbelle- 
ment BD (fig. 88.2,c) dont la console longue de 2,0 m servira 
d'appui à une poutre simplement appuyée AD de 8,0 m de 
portée. 

Le moment fléchissant A7, à mi-portée de cette dernière sera 
égal à 


2 
= 
Cette poutre transmettra au point D une pression de 


2.8 
P=--= 8 t, 


ce Qui, avec la charge sur la console, provoquera au droit de l’ap- 
pui B un moment fléchissant : 


M = (8.2+<%) =: 20 tm. 


À mi-portée de la poutre BC le moment fléchissant sera égal à 


2.-402 20 
M; — DS 2 19 tm. 
Le moment fléchissant maximum de Ja poutre BC agit dans une 
section où l'effort tranchant est nul. La distance x de cette section 
à l'appui droit se déterminera de l'équation suivante: 


Qx= —C+gx=0, 


C' étant la réaction de l'appui droit et égale à 
= RL LEE RS 8 t.. 


Par suite, 
—8+2r—=0 et x=4,0 m. 
Le moment fléchissant maximum dans cette section (pdur x-4m) 
vaudra 


Mmax —8-4—2-4.2— 16 tm. 


L'épure des moments fléchissants de la poutre à deux travées 
est représentée à la fig. 38.2,d. On voit bien que ces moments sont 
plus faibles que dans le cas de deux poutres isolées, ce qui prouve 
que la solution envisagée est plus économique. 

L'emploi des poutres continues hyperstatiques permet égale- 
ment d'obtenir une réduction des moments fléchissants, mais les 
poutres isostatiques articulées présentent des avantages supplé- 
mentaires. Ainsi, elles se composent d'éléments séparés relative- 
ment courts, bien adaptés à la préfabrication, faciles à transporter 
et pouvant être installés à l’aide d'appareils de levage et de manuten- 
tion courants. Par ailleurs, les efforts développés dans ces systèmes 
sont isostatiques et indépendants des dénivellements d’appuis. Ces 
avantages expliquent l’utilisation fréquente des poutres isostatiques 
à travées multiples. 

Toute poutre de ce dernier type peut être obtenue en introdui- 
sant un nombre d’articulations dans les travées d’une poutre conti- 
nue. On verra plus loin que le nombre de ces articulations doit être 
égal au degré d’hyperstaticité de la poutre continue de départ. 

La fig. 39.2,a montre une poutre continue à cinq travées liée 
au sol à l’aide de sept barres d'appui. Pour déterminer les efforts 
agissant dans ces barres d'appui nous ne disposons que de trois 
équations d'équilibre et par conséquent notre poutre est 4 fois hyper- 
statique. 

Si nous désignons donc le nombre de toutes les liaisons d'appui 
d’une poutre continue par C, le degré de son hyperstaticité (ou le 
nombre de liaisons surabondantes) n sera égal à (© — 3). 

Appliquant cette règle à la poutre de la fig. 39.2,a on obtient : 

n—1—3—= 1. 
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Fig. 39.2 


Or, nous savons que l'introduction d’une articulation fournit 

une équation d'équilibre supplémentaire, cette équation exprimant 
que la somme des moments de toutes Les forces à gauche (ou à droite) 
de l'articulation par rapport au centre de celle-ci est nulle. Donc, 
si l'on introduisait dans une poutre hyperstatique autant d’articu- 
Jlations qu'il y avait de liaisons surabondantes, on pourrait trouver 
tous les efforts à l’aide d'équations fournies uniquement par la sta- 
tique. 
Cependant, il faut prendre soin de disposer les articulations de 
telle manière que chacune des parties de la construction, tout en 
devenant isostatique, demeure en même temps géométriquement 
stable *. 

Plusieurs répartitions différentes d’articulations rendant isosta- 
tique la poutre continue de la fig. 39.2,a sont représentées aux 
fig. 39.2,b, c, dete. | 

La fig. 39.2,f fournit l'exemple d'une répartition inadmissible, 
car malgré le même nombre d'articulations introduites (quatre), 
l'extrémité droite de La poutre est devenue instable (ses déplacements 
possibles sont indiqués en pointillé), tandis que la partie gauche 
reste statiquement indéterminée. 


# La stabilité des poutres articulées isostatiques a déjà été traitée à la 
fin du $ 2.1. 
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Une poutre continue dont une des extrémités est encastrée est 
représentée à La fig. 40.2, a. On sesouviendra qu’un encastrement équi- 
vaut à trois liaisons (comme indiqué schématiquement à la 
fig. 41.2). Par conséquent, la poutre en question est dotée de 7 
liaisons d'appui, le nombre de liaisons surabondantes étant égal 
à 7—3— 4. Par conséquent, dans ce cas aussi il faut introduire quatre 
articulations comme cela a été fait par exemple à la fig. 40.2,b. 

La fig. 42.2,4 montre une poutre continue encastrée aux deux 
extrémités, l'encastrement de droite permettant un déplacement 
longitudinal. Schématiquement un encastrement de ce genre pour- 
rait être représenté par deux liaisons (fig. 43.2). 

Donc, la poutre de la fig. 42.2,a est dotée de 8 liaisons, ce qui 
donne n = 8 — 3 — 5. Par conséquent, 5 articulations sont néces- 
saires pour la rendre isostatique. Ces articulations pourraient être 
distribuées comme indiqué à la fig. 42.2,b. 

Pour trancher la question relative à la stabilité d’une poutre 
isostatique à travées multiples et pour obtenir un tableau très clair 
de son travail, il est très utile de représenter schématiquement 
l'interaction de tous ses éléments. 

” Examinons par exemple la stabilité de la poutre de la fig. 44.2,a. 
L'interaction de ses éléments est représentée à la fig. 44.2,b. Dans 
ce schéma les articulations sont remplacées par des appuis immobi- 
les, interposés entre les divers éléments de la poutre. Ce schéma 
nous montre que le système est géométriquement stable, car il 
consiste en un nombre de poutres simplement appuyées dont chacune 
est reliée au sol ou à un autre système indéformable à l’aide de trois 
barres non concourantes. 

En effet, la poutre ABE est reliée au sol à l’aide de trois barres 
et par conséquent elle constitue un système rigide. La poutre ECF 
située au-dessus (sur le schéma) est reliée à l’aide de deux barres 
à la poutre ABF, qui forme comme on l’a déjà vu un système rigide, 
et repose au point C sur une barre appuyée directement au sol. Nous 
avons vu qu'une connexion de ce type est indéformable. Les mêmes 
liaisons existent entre la poutre FD et la poutre ECF. 

Les exemples traités plus haut permettent de formuler les règles 
suivantes relatives au choix de l'emplacement des articulations 
dans les poutres à extrémités simplement appuyées: 

1. Chaque travée contiendra tout au plus deux articulations ; 

2. Les travées à deux articulations doivent alterner avec des travées 
sans articulation aucune ; 

9. Les travées à une articulation peuvent se suivre, mais une travée 
(généralement celle d'extrériité) doit être laissée sans articulations. 

Jusqu'à présent nous avons étudié les poutres dont tous les appuis 
sauf un permettaient des déplacements horizontaux. Voyons main- 
tenant le cas où deux (ou plusieurs) appuis sont rendus fixes. Dans 
ce cas-là la poutre continue ne pourra plus être transformée en 
poutre isostatique par la simple introduction d’articulations 
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Fig. 40.2 


\ 


Fig. 41.2 


a) 
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Fig. 44.2 


Fig. 45.2 


Fig. 47.2 


4} 


Fig. 48.2 


ordinaires. On devra avoir recours à des articulations de cons- 
truction spéciale, qui assureraient la possibilité aux deux parties 
adjacentes de la poutre de se déplacer mutuellement dans le sens 
horizontal. Le schéma d’une articulation de ce type est donné à la 
fig. 45.2. A la fig. 46.2,a nous donnons un exemple d'une poutre 


ANAANINAR AR 


Fig. 49.2 


isostatique à trois appuis fixes (dont deux encastrements), l’inter- 
action de ses éléments étant représentée à la fig. 46.2,b. 

- Le lecteur est invité à trouver de son propre chef la relation 
existant entre le nombre d'appuis fixes et celui d’articulations 
permettant les déplacements horizontaux. 

Les poutres représentées aux fig. 47.2,a et 48.2,a sont celles qu'on 
rencontre le plus souvent dans la pratique courante. 

La première (fig. 47.2,a) est caractérisée par l'alternance de 
travées à deux articulations avec des travées n’en possédant aucune ; 
en fait, elle consiste en une série de poutres à double encorbelle- 
ment portant à leurs extrémités des poutrelles suspendues (lg. 47.2,b). 
Le deuxième type (fig. 48.2 à) se distingue par la présence d'une 
articulation dans chaque travée à l’ exception de celle à l’une des 
extrémités. L'interaction des éléments d'une poutre de ce dernier 
type est représentée schématiquement à la fig. 48.2,b. 

Notons que les poutres à âme pleine ne forment nullement le 
seul type de construction où on peut bénéficier de l’action déchar- 
geante des encorbellements. Un pont cantilever en poutres en treillis 
représenté à la fig. 49.2 constitue un exemple de l’application du 
même principe aux systèmes articulés. Les réactions d'appuis de ce 
pont sont calculées exactement de la même façon que pour une pou- 
tre isostatique à plusieurs appuis à âme pleine. 


$ 10.2, Efforts et moments dans les systèmes 
isostatiques à appuis multiples soumis 


aux charges fixes 


Le calcul des poutres isostatiques à appuis multiples sollicitées 
par des charges fixes sera étudié sur l'exemple dela poutre représentée 
à la fig. 50.2,a. Le schéma de l'interaction des éléments de cette 
poutre est donné à la fig. 50.2,b. 
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Les réactions d’appuis 4, R3, Re et R) de cette poutre seront 
considérées comme positives quand elles sont dirigées de bas en 
haut, tandis que les pressions R1, R2 et R; transmises aux articu- 
lations 41, A2 et À; seront considérées comme positives quand 
l'élément supérieur (fig. 50.2,b) tend à déplacer l'élément inférieur 
vers le bas (c’est-à-dire quand la réaction offerte par l'élément inférieur 
est dirigée vers le haut). Les différents éléments de la poutre ainsi 
que les forces qui les sollicitent sont montrés à la fig. 50.2,c, d,e et f. 
Les réactions d’appuis R4, R», Ro et R, ainsi que les pressions: 
R1, R2 et PR: sont montrées positives. 

Le calcul de la poutre débutera par la détermination des réactions 
d’appuis À: et R: de l'élément A:432 situé le plus haut sur le schéma 
de la fig. 50.2,b. Cet élément, qui n'est qu'une simple barre longue 
de 1 m, est sollicité par des charges uniformément réparties 
g—=1,2t/m.c. ainsi que par les forces réactives À, et R2 (fig. 50.2,d) 
qui valent 


Déterminons ensuite les réactions d’appuis de l'élément 4AB4; 
situé immédiatement au-dessous du précédent. Les forces qui agis- 
sent sur la poutre à double encorbellement ABA; sont indiquées 
à la fig. 950.2,c. En écrivant l'équation d’équilibre 


> Ma = — Pis + ga (a +<) + R;(i+ a) — Ryli =0, 
un {rouve: 


— Piai + gas (a+) + R1 (+ a) 


LE 1 


— 2.141,24 (2+5) 40,6 (241) 


= ———— << — "11 


En prenant les sommes des moments par rapport au point B nous 
obtenons : 


> M3— — Pas + 4) + qa2 + Ritz + Ra =0 


d’où 
qai {12 
P: (a+) — hi 2(1+2)—1,2:—-—0,6:1 


— 2,4 t. 
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Afin de vérifier l'exactitude des calculs effectués projetons toutes 
les forces sur la verticale: 


D Y—=—-P;-qu—-R+Ra+Ry= 
— —2—1,2.1—0,6+72,4+ 1,4 — — 3,8 + 3,8 — 0. 


Par conséquent, les deux réactions À 4 et Rx ont été déterminées 
correctement. 

Passons maintenant aux réactions RQ et R; de l'élément A:CA; 
formant une poutre avec un seul encorbellement. Les sollicitations 
de cette poutre sont indiquées à La fig. 50.2,e. De l'équilibre des 
moments par rapport au point € 


D Mc=— — Roaz— qas À + Pons — R3 (ai + as) = 0 
on tire: 
2 2 

— Roas— TE + Pro —0,6.1,2—1,2 2 +31 

a, + as _ 141,5 
De même, en partant de 

| a 
>: M3= —R,(as+ai+a;)— ga; (+a+a) — Pas + 
+ Ro (ai + as) =0 


R3— —0,966 t. 


on obtient : 
Ro (as+ a +45) + qas (+ aa) + P2as 
NU nn 
0,6(1,2-41-L1,5)-1,2:1,2 (+141) RSA 
SE D - — 4,474 t,. 


En guise de vérification écrivons : 


> ŸY= —R;—ga3—Pi+ Ro+ kB 
— —0,6—1,2:1,2—3+0,966 +4,474= — 5,04 + 5,04 —0, 

ce qui prouve que tous les calculs ont été ellectués correctement. 

Envisageons maintenant l’élénent A,D qui constitue une poutre 
encastrée à son extrémité de droite (fig. 00.2,f) et chargée par uné 
seule force À; appliquée à son extrémité libre. Le moment d'encastre- 
ment sera donné par: 

D Mp= —Rel—Mn=0 
d'où. 
Mp— —Ral;— —0,566:2 — - 1,132 tm. 
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Le signe moins montre que la direction réelle du moment W, est 
opposée à celle adoptée. 
La réaction à l’encastrement s'obtiendra en écrivant: 


nr — R;+R1=0 
d’où 


R1 = R3—0,066 t. 


Ayant ainsi déterminé toutes les réactions aux appuis et toutes 
les pressions exercées aux articulations, on peut procéder aux calculs 
des moments fléchissants et des efforts tranchants, agissant dans 
les diverses sections de la poutre. Ces calculs, ainsi que le tracé des 
épures correspondantes peuvent s'effectuer de deux façons: 

1. On détermine les moments fléchissants et les efforts tran- 
chants dans les différentes sections de la poutré donnée (fig. 50.2,a) 
en partant des valeurs des réactions d’appuis et des sollicitations 
extérieures, tout comme dans le cas des poutres isostatiques ordi- 
naires. Les articulations intermédiaires et les pressions. exercées 
par les éléments du système les uns sur les autres sont complètement 
pégligées *. Les valeurs des moments fléchissants obtenues au droit 
des articulations doivent être nécessairement nulles. Les 47 et les 
Q ‘ainsi obtenus sont ensuite employés dans le tracé d’épures cor- 
respondantes. 

2. On trouve les valeurs des moments fléchissants et des efforts 
tranchants séparément pour chaque élément du système, on en trace 
les épures qui sont ensuite accolées les unes contre les autres, formant 
ainsi l’épure correspondant à la poutre toute entière (fig. o0.2,c, 
d, €; Î) ‘ 

La première méthode convient mieux pour les poutres à nombre 
de travées réduit, la deuxième — quand le nombre d'éléments cons- 
titutiis devient considérable. 

En guise d'exemple traçons l'épure des efforts tranchants de 
notre poutre par la première des deux méthodes. Au point de vue 
des efforts internes cette poutre peut être subdivisée en 5 tronçons, 
désignés à la fig. 50.2,g par les chiffres romains. (Les articulations 
intermédiaires étant négligées). Désignons par x la distance de la 
section considérée à l'extrémité gauche de la poutre et écrivons les 
expressions des efforts tranchants agissant dans chacun des cinq 
tronçons mentionnés. 

1% tronçon 


O<r<1im:Q9=)Y=-P,=—21; 
G 
IIS tronçon 


Am<zr<3m:Qt = Y= P,+R;=-2+2,4=0,4t; 
£ 


# Car on en tient compte dans la détermination des réactions d’appuis. 
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IIIe tronçon 
(Gm<zr<6,2m :QT—DY - —P;+Ra+RI— 
8 


IVe tronçon 
(6,2m<z<7,2m :Q"—=—-DY=-Rp+P1— 
d 


= —0,566+3—2,434 t; 
le tronçon 
(7,2<x<10,7 m:Q"=—DY——R1= — 0,566 t. 
d 


Ces expressions peuvent servir directement au tracé de l’épurs 
des efforts tranchants représentée à la fig. 50.2,g. 

Pour le tracé de l’épure des moments fléchissants employons la 
deuxième méthode. L’épure des moments correspondant à la poutrelle 
ABA; sera construite en partant des valeurs des réactions d’appuis 
R A1 = 2,4 tonnes et R 5 — 1,4 tonne, des sollicitations extérieures 
P, — 2 tonnes, de la charge uniformément répartie qg = 1,2 tonne 
par m.c. et de la pression exércée sur l'extrémité droite de la 
poutrelle R; = 0,6 tonne (voir fig. 50.2,c). L'épure en question 
restera rectiligne au-dessus de l’encorbellement de gauche (a; — 4m) 
et en travée (l; — 2m) et s’incurvera au-dessus de l’encorbellement 
de droite sollicité par des charges réparties. Au droit de 
l'articulation 41 le moment devient nul; à l'appui À il est égal à 
— Pa, — — 2,0 tonnes-mètres et à l'appui B à — Pi(ai +4) + Rali — 
— — 2(1 + 2) + 2,4.2 — — 1,2 tonne-mètre. Ces données permet- 
tront le tracé de l’épure des moments relatif à la poutrelle ABA, 
(voir fig. 90.2,h). 

= La poutrelle A:CÀ, sera traitée d’une façon analogue (fig. 50.2,e). 
Aux articulations 42 et A3 les moments s’annullent ; sous la charge 
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Fig. 53.2 


concentrée P: le moment fléchissant est égal à R3-a5—0,566-1,5 — 
— 0,849 tonne-mètre, tandis qu’au droit de l'appui © il vaut: 
Ra (as + ag) — Poux = 0,566 (1,5 + 1)— 3.1 — —1,985 tm. 


Les moments varieront linéairement à droite de l’appui € et 
suivront une courbe parabolique due à l'application des charges 
uniformément réparties à gauche de ce point. Ces données ont servi 
au tracé de l’épure des M pour le tronçon A2CA, (fig. 50.2,h). 

L'épure des moments relative au tronçon AA: sera exactement 
la même que pour une poutre à deux appuis soumise à des charges 
uniformément réparties. L'’ordonnée maximale de cette épure sera 
donnée par 73 = ne — 0,15 tm (fig. 90.2,e). 

Le même procédé sera suivi pour le tronçon A:,D (fig. 50.2,f). 
Au point D le moment est égal à — 1,132 mètre et passe par zéro 
au point 42. La variation étant linéaire, ces deux valeurs suffisent 
pour la construction de l'épure. 

En juxtaposant les épures obtenues pour chacun des tronçons 
de la poutre nous obtenons l’épure pour la poutre en entier (voir 
fig. 60.2,h). , | 

Le lecteur est invité à s’assurer que les deux épures ainsi obte- 
nues (fig. 50.2,g et h) répondent aux relations données au $ 1.2, 

Il est également invité à trouver plusieurs répartitions possibles 
d’articulations rendant isostatiques les poutres continues de la 
fig. 51.2, ainsi qu'à tracer les épures des moments fléchissants et 
des efforts tranchants pour la poutre de Ia fig. 52.2. Quant à la pou- 
tre de la fig. 53.2ils’agit de trouver la longueur de l’encorbellement 
l,, qui rendrait égaux les moments fléchissants à mi-portée des trois 
travées centrales. 
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$ 11.2. Lignes d'influence pour les poutres 


isostatiques à appuis multiples 


Précédemment (voir $ 9.2) nous avons montré que lorsque la 
charge unitaire est appliquée par l'intermédiaire d'éléments secon- 
daires, la ligne d'influence reste rectiligne entre les points d'attache 
de ces éléments. La même règle peut être étendue aux lignes d’influ- 
ence relatives aux poutres isostatiques à appuis multiples. Pour 
le prouver examinons quelques cas particuliers. 

Prenons la poutre AC de la fig. 54.2,a et construisons les lignes 
d'influence des réactions engendrées aux appuis À, B et C. 

La poutrelle CD est munie d'un appui mobile à son extrémité 
droite, son extrémité gauche étant reliée par un joint articulé à l’en- 
corbellement de AD. Quand la charge unitaire parcourt là poutre 
CD, les réactions aux points € et D seront exactement égales à celles 
d’une poutre à deux appuis de même portée. Par contre, quand la 
charge se meut Le long de la poutre à encorbellement AD, aucun 
effort ne sera engendré aux points € et D, la charge étant reprise 
entièrement par les appuis en À et en B. Par conséquent, la ligne 
d'influence de la réaction au point € aura l'allure indiquée à la 
fig. 54.2,c. 
= Passons à la réaction d'appui au point À. Aussi longtemps que la 
charge unitaire se trouvera sur la partie AD, la ligne d'influence 
cherchée ne différera point de celle qui correspondrait à une poutre 
à encorbellement ordinaire. Quand la charge unitaire est en D, la 


ligne d'influence de 8 


| 


Fig. 54.2 


5: 


réaction en À est dirigée vers le bas et atteint son maximum négatif. 
Pendant le déplacement de la charge de D à C’, l'articulation en D sera 


= 
soumise à une pression égale à ——, qui a exactement la même valeur 


que la pression exercée par une ie représentée à la fig. 54.2,b. 
Il s'ensuit que la ligne d'influence relative à cette partie de la pou- 
tre se présente sous forme d’une droite de transition. 

La ligne d'influence de la réaction en À pour Ia poutre entière 
est donnée à la fig. 54.2,d, celle pour la réaction au point B, à Ia 
fig. 54.2,e. | 

Examinons maintenant la construction de la ligne d'influence 
de l'effort tranchant agissant dans les sections Z et ZZ du système 
représenté à La fig. 99.2. 

L’' effort tranchant ne sera engendré dans la section 7 que si la 
charge unitaire P se trouve entre les points Z et 3. Quand la 
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charge est située directement au-dessus du nœud 2, elle se transmet 
en entier à la partie en encorbellement de la poutre et l'effort tran- 
chant dans la section 7 devient égal à — 1. Dès que la charge se 
déplacera vers la gauche ou vers la droite, la pression transmise au 
nœud 2 diminuera, devenant nulle quand la charge unitaire atteint 
l’un des points Z ou $. Etant donné que cette pression varie propor- 
tionnellement à la distance du point d'application de la charge au 
nœud 2, la ligne d'influence sera de forme triangulaire avec l’ordon- 
née maximale égale à —1 au droit du point 2 (fig. 55.2,b). 

Quant à la section 27, l'effort tranchant qui y sera engendré par 
une charge mobile se déplaçant de 2 à 5 ou de 6 à 10 aura la même 
valeur que dans le cas d'application directe de cette même charge 
à la poutre AB. Par conséquent, nous pouvons tracer les droites 
ac: et c:b en portant sur les verticales des appuis À et B des ordon- 
nées égales à l'unité. Entre les nœuds 5 et 6 la ligne d'influence doit 
rester rectiligne et, comme ses ordonnées À, et hç sont déjà connues, 
il suffit de les joindre par la ligne c;c2. En ce qui concerne les tra- 
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vées d'approche 7-2 et 10-11 notons que quand la charge unitaire 
est en 2 ou en 10, l'effort tranchant correspondant est donné par les 
ordonnées h2 et k10 déjà connues, et quand cette charge aura atteint 
les points 7 ou 121, l'effort tranchant dans la section considérée 
s’annulera, car la charge sera reprise directement par les appuis. 
d'extrémité. Or, nous savons déjà que lors d’un déplacement de la 
charge le long d’une poutre secondaire, la ligne d'influence de n'im- 
porte quelle fonction reste droite. Nous pouvons donc compléter 
notre ligne d'influence en joignant les ordonnées h2 et h19 avec les 
points d'ordonnée nulle au droit des appuis 7 et Z1. Ceci fait, on 
obtient la ligne d'influence représentée à la fig. 59.2,c. 

Examinons maintenant le cas des poutres isostatiques articulées 
dont le nombre d’appuis dépasse 2. Il est recommandable de tracer 
au préalable le schéma d'interaction de ses divers éléments comme 
cela a été fait à la fig. 56.2,b pour la poutre représentée directement 
au-dessus. | | 

Envisageons tout d’abord la construction de la ligne d'influence 
pour la réaction d'appui en À (fig. 56.2,c). De l'extrémité gauche 
et jusqu à l’articulation À. la ligne d'influence pour la réaction en À 
se construit tout comme pour une poutre à encorbellement ordinaire 
(voir $ 2.2). Quand la charge unitaire se meut entre les articula- 
tions À, et 42, la réaction À est égale 2 à l’ordonnée ab multipliée par 
la valeur de la pression P, exercée par la poutrelle A,42 sur l’élé- 
ment ABA:. Or, cette pression varie linéairement de l'unité (quand 
la charge unitaire est en À;) jusqu’à zéro, quand la charge est en 42 
Il s'ensuit que la ligne d'influence cherchée entre À; et À: sera don- 
née par une droite joignant Le point b à un point d’'ordonnée nulle 
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au droit de 4°. Dès que la charge mobile dépassera le point 42, la 
pression au point À; deviendra nulle et il en sera de même de la 
réaction en À. Donc, à droite du point 42 la ligne d'influence se 
confondra avec l’axe des abscisses. Les valeurs des ordonnées aux 
points d'inflexion de la ligne d'influence se trouveront facilement 
en partant de la similitude des triangles qui la forment. Ainsi 


GR OH ee sn à 

EE d’où gh = i 5 = 1 5 — 1,9 
et 

ab Â ; A" CCR. pe dd. LL 

TE 2 d’où ab—=i 5 =Às=0,5 


La même procédure pourra être suivie pour la construction de la 
ligne d'influence des moments fléchissants dans la section D de la 
poutre (fig. 56.2,d). Quand la charge unitaire se meut entre 4, et 
l’encastrement, cette ligne se construit tout comme pour une poutre 
encastrée à une extrémité (voir $ 4.2). Une droite est ensuite tracée 
par l’ordonnée d au droit de l'articulation À; ainsi obtenue et le 
point d’ordonnée nulle au droit de l’appui €, la pression exercée 
par l'élément À:CA42 sur l'extrémité de la poutrelle 4,D variant 
linéairement, quand la charge se déplace de A3 à C,. et devenant 
zéro quand ce dernier est atteint. La droite ainsi obtenue est prolon- 
gée jusqu’au point e au-dessous de l'articulation 42, ce point étant 
finalement connecté par une autre droite au point d’ordonnée nulle 
en A1. La valeur de ef peut se calculer en se basant sur la similitude 
des triangles délimités par la ligne d'influence: 

ef __1,2 doi 1,2 


— ©3E où ef=cd. 


—2.0,48 = 0,96 m. 


Ainsi la ligne d'influence d’une réaction d'appui, ou d’une autre 
fonction, dans une section quelconque d’une poutre isostatique 
à plusieurs appuis peut être construite dans l’ordre suivant : 

1. Pour l'élément contenant la section ou l'appui en question 
la ligne d'influence se construit exactement comme pour une poutre 
à deux appuis ordinaire. 

2. L'ordonnée trouvée à l’endroit de l’appui de l’élément adja- 
cent est ensuite connectée par une droite au. point d’ordonnée nulle 
situé au droit de l’autre appui de cet élément, cette droite étant 
éventuellement prolongée jusqu'à l'extrémité de l’encorbellement. 
L'opération se poursuit dans le même ordre pour tous les autres 
éléments de la poutre. 

3. Les valeurs des ordonnées des points caractéristiques de la 
ligne d'influence se calculent en se basant sur la similitude des 
triangles formant la ligne d'influence. 

Le lecteur est invité à vérifier l’exactitude des lignes d'influence 
représentées aux fig. 57.2 et 58.2. 
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$ 12.2. Calculs des systèmes isostatiques à axe polygonal 


sollicités par des charges fixes 


Les réactions d’appuis et les efforts internes agissant dans les 
systèmes isostatiques à axe polygonal se calculent de la même façon 
que pour les poutres simples, en utilisant les formules correspondan- 
tes et les conventions de signes mentionnées au $ 1.2. Il en est de 
même pour le tracé des épures des M, des Ÿ et des Q. Quand Île 


système contient des éléments verticaux, 


il faut convenir laquelle des deux ex- 4 


trémités de ces éléments sera considérée 
comme celle de gauche. Il est d'usage de 
marquer cette extrémité par un signe 
conventionnel quelconque, mettons par 
une croix. 

Si-dessous nous examinerons plusieurs 
problèmes relatifs à des constructions de 
ce genre. 


Problème 1. Tracer les épures des M, des N 
et des © du système représenté à la fig. 59.2,a. 

Solution. Considérons l'extrémité inférieure 
de l'élément AB comme étant celle de gauche 
et marquons-làa d'un x. Le système étant com- 
posé de deux tronçons rectilignes, nous écrirons 
pour chacun les expressions des moments fléchis- 
sants et des efforts tranchants et normaux en 
nous servant des formules (1.2) à (3.2, 

I tronçon. Une section transversale 
de ce tronçon située à une distance x, de son 
extrémité supéricure sera sollicitée par 


Q'=—-SY=—P; 
| d 
N=—Sx=0; 
d 
M=VM=- — (— Pxs) = Pr. 
d 


IIe tronçon. Les efforts agissant dans 
la section 77-11 situéeà une distance z2 de son 
extrémité gauche seront : 


QH=NY—0; 
4 
NI=Y Ar: 
g 


MT= SN M=—Pa. 
8 


b} 


Fpure des Q 


c} 


Epure des N 


Les épures correspondantes sont représentées à la fig. 59.2,b, c ct d. 


Notons que Îles expressions de MT et Q! , Que nous venons d'obtenir, ne 
s'accordent pas avec l'expression (4.2) basée sur le théorème de Jouravsky du 
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$ 1.2. En effet, 


aM' _4(P#) _p_ _o7 
dx} ds 


J | + 
au lieu de CLR QI comme cela découle du théorème de Jouravsky. Ceci est 


dt, 
tout simplement dû au fait qu’au $ 1.2 nous avons mesuré les x positifs vers la 
droite, tandis que dans le cas présent nous les mesurons vers la gauche. 
Vérifions l'équilibre du nœud B. Dans ce but, séparons-le du reste du syste- 
me que nous devons remplacer alors par les efforts internes, agissant dans les 
sections correspondantes (fig. 59,2,e). 
Les équations d'équilibre nous donnent : 


SMe=—MpatMpc=—Pa+Pa=0; 


D Y=0; 
> X= —Qpat+Npc=—P+P=0. 


On voit que les conditions d'équilibre sont satisfaites. 

Notons que les équations ci-dessus doivent être satisfaites pour n'importe 
quel nombre de barres convergentes au nœud envisagé; si, en plus, des solli- 
citations extérieures y étaient appliquées, celles-ci devraient être dûment prises 
en considération. 
| HR 2. Tracer les épures des M, des N et des Q pour le système de 
la fig. 60:2,a. 

S'olution. Une fois de plus, considérons les extrémités inférieures des élé- 
ments verticaux AB et DE comme étant celles de gauche et marquons-les par 
des croix. Le système peut être décomposé en quatre tronçons rectilignes, 
pour chacun desquels les équations d'équilibre donnent: 

Ier tronçon 

à 


| z x 
QD Y=qu; NM=Sx=0; MD M-qn = ft; 
& 8 8 


IIe tronçon 


2 
QM=_ > Y=0; NT SN X— ga; MI Nm. 
q d 


IIIe tronçon 


d d d 
\ qa? -qa 
= + — P (G3—a) = —S— 1 (z3— a) = qa (5x) : 
IVe tronçon 
QD y= ge; NV= NS x=-p= ga; MV=-S M- 
d d d 
_ 7 P M = É 2 2 ê 
gels) dlatM=agal#—)—qa"—#qa"= ga (a) : 


Les épures demandées, obtenues à l’aide des expressions ci-dessus, sont 
représentées à la fig. 60.2,b, c et d. La fig. 60.2,e montre le nœud supérieur 2 
ainsi que tous les efforts qui le sollicitent. On voit immédiatement que son 
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équilibre est assuré: 


a? 3 
DM —ge—# +5 au=0; DiX=-+ga—ga—0; 
D Y=qa—qa—0. 


Problème 3. Tracer les épures des M, des N et des Q agissant dans le systè- 
me de la fig. 61.2,a (portique isostatique). 

Solution. Remplaçons les appuis par les réactions correspondantes R\, 
B z, “ H 3 et déterminons ces dernières à l’aide des équations d'équilibre habi- 
tuelles : 


ZM — Ra2a + P'a — qg'2a-a — O d’où, puisque P — a, 


__ 2qa?—qa?  qa 
2a 2 


> Ma—=—Rp-2a+q-2a-a+ Pa—0, 


Ra 


d'où 
__ 2qaè+gai 3 
Be 2a mo 
et 
S'X=P—-Hp=0 
d’où 


Hp=P=—qa. 


Ayant marqué par des croix les extrémités inférieures de tous les éléments 
verticaux, qui seront considérés comme ceux de gauche, nous pouvons écrire 
pour chacun des quatre tronçons du portique : 

Ier tronçon 


Q@1=0; Ne Ri= <<; M1=0; 


JIe tronçon 


QU P—-qga; NE Ra + ; ME = Pro — gare: 
pour zo—=0 M =0; pour xzo—a MT= — ga? ; 


IIIe tronçon 
| a 
QU = Ra — rs (553) , Ne _p= ga; 


2 
MIT ER ,73— Pa — de = q (Se) à 
pour æz3—0 QUE ; MIT = _ ga? : 
pour Z5=0 Qi ff; MT __ go? : 
pour x3-—2a QUIL ga; MIT = 92. 
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L'effort tranchant Q/7/77 s’annule pour z; = Par conséquent, c’est dans 


cette section que le moment fléchissant M acquiert une valeur extrême: 
a L a? a? 
pour 735 M II nr 
IVe tronçon 
3 : 
QÙV=Hp=qga; NV —Rp= — 5 9; M = Hpti=qar; 
pour zx, —=0. MI =0; 


pour zx,—2a MY = 2qa2. 


Les épures correspondantes sont représentées à Ja fig. 61.2,b, cet d. 
Problème 4. Tracer les épures des Q, des Æ et des M pour la poutre repré- 
sentée à la fig. 62.2,a. 
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Pal £pure des N 
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Fig. 62.2 


Solution. Remplaçons la force inclinée P par ses composantes verticale P, 
et horizontale P. 


Px=Py=P-c0s 45°—0,707P. 


Le tracé des épurces demandées ne requiert que la connaissance d’une seule 
réaction d'appui, notamment de RA. Pour la trouver écrivons: 


D Mp=Ra + Py1,7071+ P3°0,7071— 0 
3 


f 


mule: 


RAI 


LIU o UN: PS 


ÉLQAULLLE 


SRNIÈN 


JUAN OAIUALTUNINl 


d'où 


B —(1,707P,+0,707P4) L —1,707—0,707 
a + ne 


le signe moins indiquant que cette réaction est dirigée vers le bas. 

La valeur de R4 étant connue, écrivons pour chaque tronçon de la poutre 
l'expression des efforts tranchants, des efforts normaux et des moments fléchis- 
sants : 

IT tronçon 


QT Ra —0,853P; NÎ=0; MI=R,yz— —0,853Pr: : 
pour z1—0 MT=—0; pour z1—2l MT —1,706P1 : 

IIe tronçon 

QI p,=0,707P; NH p,=-0,707P; MIT p,.0,7071— 
— P,,(1,7071- x) = —0,707P (0,7071+-4,7071—x9) == — P (1,7071—0,707x2) ; 

pour Zo—=0 MIT _4,707P1; pour Z2—} M _ pi; 
IIIe tronçon 

QI = p: NII 0; MIT E  Pra 


-0,707P — —11,858P, 


Les épures correspondantes sont représentées à la fig 62:2,b, cet d. 

Le lecteur est invité à: 

1. Vérifier les signes des épures des efforts tranchants représentées 
aux fig. 99.2 à 62.2 en utilisant la règle du $ 1.2 selon laquelle 
l'effort tranchant est positif, s’il faut imprimer à l’axe de l'élément 
une rotation dans le sens des aiguilles d’une montre pour le faire 
coïncider avec la tangente à l’épure des moments dans la section 
donnée; 

2. Vérifier les épures des ©, des N et des M représentées à la 
fig. 63.2; | 

3.. Tracer les épures des Q, des N et des M pour les systèmes 
de la fig. 64.2. 


CHAPITRE 9 


ARCS ET PORTIQUES À TROIS ROTULES 


$ 1.3. Systèmes à trois rotules 


Un système à trois rotules comprend essentiellement deux solides 
de résistance ou disques rigides Z et Z7, connectés entre eux à l’aide 
d’une articulation (articulation € à la fig. 1.3), et prenant appui 
sur le sol par l'intermédiaire de deux 
autres articulations (articulations À et B). 
En fait, le sol peut être considéré comme 
un troisième disque rigide et, par consé- 
quent, un système à trois rotules se réduit 
à trois disques reliés ensemble par trois 
articulations, pourvu que ces articula- 
tions ne soient pas disposées en ligne 
droite. Nous avons déjà vu qu'une telle 
Fig. 1.3 combinaison est géométriquement inva- 
riable (voir $ 2.1 et fig. 16.1). 

Si les disques Z et ZZ sont des barres à axe curviligne, nous disons 
que le système constitue un arc à trois rotules (fig. 2.3,a); par 


._ N  Fièche 
.. “\delarc 


—— — { _— 
A Pas PAU 
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Portée de l'arc 


an 


Fig. 2.3 
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contre, si les éléments sont rectilignes (ou polygonaux), on a affaire 
à un portique à à trois rotules (fig. 2.3,b et c). Finalement, si les deux 
disques rigides sont constitués par des systèmes articulés, on aura des 
poutres en treillis à trois rotules (fig. 2.3,d). 

La distance horizontale entre les centres des articulations d'appui 
est appelée la portée de l'arc à trois rotules, et la distance entre 
l'articulation centrale et la droite joignant les centres des deux 
articulations d’ appui, sa flèche (fig. 2.3,a). 

Les systèmes à trois rotules peuvent avoir ou ne pas avoir un 
axe de symétrie Vertical. Dans les systèmes symétriques l'articula-: 
tion centrale C est située sur l'axe de symétrie vertical et les articu- 


Fig. 3.3 Fig. 4.3 


lations d'appui sont au même niveau. Les appuis des systèmes non 
symétriques peuvent être à des niveaux différents (fig. 3.3). 

Les réactions d'appui des sytèmes à trois rotules se déterminent 
à l’aide de deux paramètres chacune, leur direction et leur grandeur, 
ou, ce qui revient au même, parles grandeurs de deux de leurs compo- 
santes, par exempledela composante verticale V et de la composante 
horizontale H, qu’on appelle souvent réaction verticale et réaction 
horizontale. On voit donc que la détermination complète des réac- 
tions d'appui d’un système à trois rotules requiert la connaissance 
de quatre paramètres, mettons des valeurs de 4, Hz, VA et Vr 
(ig. 4.3). Ces paramètres s’obtiendront à l’aide de trois équations 
d'équilibre des forces extérieures, agissant sur le système (y compris 
les réactions d'appui), et d’une quatrième équation qui exprime 
que le moment de toutes les forces agissant à gauche (ou à droite) 
de la rotule centrale C par rapport au centre de cette. dernière est 
nul *. Par conséquent, le système à trois rotules est isostatique. 

Quand les charges agissant sur un système à trois rotules sont ver- 
ticales, les réactions horizontales F4 et 3, que l’on appelle aussi 
la poussée, ne s'annulent pas. Il s'ensuit que les systèmes à trois 
rotules appartiennent à la catégorie des constructions à poussée. 

Les moments fléchissants et les efforts tranchants agissant dans 


* Le moment fléchissant étant toujours nul dans toutes les sections pour- 
vues d’une articulation 
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les sections transversales des arcs à trois rotules, ainsi que les ten- 
sions qui y sont engendrées sont, comme on le verra plus loin, consi- 
dérablement inférieurs aux efforts internes et aux tensions existant 
dans les sections transversales des poutres droites de même portée 
et supportant la même charge. Par conséquent, les arcs à trois rotu- 
les sont plus économiques que les poutres droites, quand il s’agit 
de franchir des grandes portées *. Quand les portées sont réduites, 


Qu 


NS nrant 


Fig. 5.3 


les arcs à trois rotules peuvent devenir moins économiques que les 
poutres droites, étant plus difficiles à exécuter et exigeant l'amé- 
nagement d’une rotule centrale et des pièces d'appui plus compli- 
quées. . 

Les articulations d'appui de tous les systèmes à trois rotules, que 
nous avons envisagés jusqu'à présent, sont fixes, c’est-à-dire ne 
peuvent subir aucun déplacement suivant une droite passant par 
leurs centres (à la fig. 2.3, suivant l'horizontale). En réalité, on 
rencontre souvent des systèmes à trois rotules dont l’un des appuis 
est conçu de façon qu'il puisse se déplacer dans la direction men- 


*. Un système en arc de grande portée fut proposé pour la premièreffois 
en Russie en 1776 {c’est-à-dire près de 100 ans avant l'apparition de la Mécani- 
que des constructions comme science) par l’éminent ingénieur russe I. Kouli- 
bine. Il fit l’étude complète d'un pont en bois de 300 m de portée, franchissant 
d’une seule volée le fleuve Néva à St.-Pétersbourg. Tous les calculs étaient 
basés sur les lois de la Mécanique rationnelle, la configuration de la fibre 
moyenne de l'arc ayant été déduite d’une étude expérimentale des polygones 
funiculaires, introduits dans le cours de mécanique beaucoup plus tard. Ainsi, 
Koulibine fut le premier à établir l'interaction des forces dans les systè- 
mes en arc à trois rotules. Le grand mathématicien L. Euler, mem- 
bre de l'Académie des Sciences de Russie, fit le contrôle de tous les calculs 
et dessins de Koulibine et les trouva parfaitement corrects. L’essai d'un modèle 
de ce pont à l’échelle de 1:10 fut alors organisé, Le modèle ayant supporté uné 
charge d’épreuve d'environ 600 tonnes, le projet du pont fut dûment approuvé 
par l’Académie. 
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tionnée. L'invariabilité géométrique de tels systèmes doit être 
assurée à l’aide de tirants disposés soit directement entre Les rotules 
d'appui, soit à un niveau supérieur. La fig. 5.3,a montre un arc sous- 
tendu système « bowstring », la fig. 5.3,b un arc sous-tendu à tirant 
surélevé, la fig. 5.3,c un portique à trois rotules sous-tendus au 
niveau des appuis et la fig. 5.3,d un portique sous-tendu à tirant 
surélevé. 


$ 2.3. Détermination des réactions d'appui 
des arcs à trois rotules 


4. Calcul algébrique 


Quand un arc à trois rotules est sollicité par des charges exté- 
rieures (fig. 6.3,a), une réaction horizontale et une réaction verticale 


« 


sont engendrées à chaque appui, faisant au total quatre réactions 


Fig. 6.3 


d'appui à déterminer. Nous désignerons les réactions horizontales 
par FA et M, et les réactions verticales par VA et V, (fig. 6.3,b). 

À part les trois équations d'équilibre que nous fournit la statique 
pour tout système plan de forces en équilibre, nous disposons pour 
nos calculs d’une quatrième équation, basée sur le fait que le moment 
fléchissant dans la section contenant la rotule centrale doit être 
nul ; par conséquent, la somme algébrique des moments des forces 
agissant à gauche (ou à droite) de cette section par rapport au point 
C doit aussi être égale à zéro: 


2Mc= DMe—0. 
8 C 


Les quatre équations mentionnées permettent de faire Je calcul 
de toutes les quatre réactions. 

De préférence, ces équations doivent être composées de telle 
façon que chacune d'elles ne contienne qu'une seule inconnue, afin 
d'éviter la solution de systèmes d'équations à plusieurs inconnues. 
Ainsi pour l'arc de la fig. 6.8 on pourrait tout d’abord égaler à zéro 
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la somme des moments par rapport au point B (voir fig. 6.3,b). Cette 
équation ne contiendra qu’une seule réaction d'appui V4. Cette 


dernière une fois trouvée, on procédera en écrivant >Ms — 0. 


Cette équation contiendra la réaction V4 déjà connue Là réaction 
inconnue A4. Ensuite l'équation >} M, — 0 fournira la valeur de 
V 8 et finalement, égalant à zéro > X, on trouvera que H 3 = H. 
On peut s'assurer de la correction des calculs en vérifiant que > Y — 
= ( et 2Mo — 0: 


Quand les appuis de l'arc sont situés à des niveaux dilfiérents, 
l'équation > My O0 contiendra deux inconnues V4 et HA 


a! 


Fig. 7.3 


(fig. 7.3,a). On pourrait éviter cette complication en décomposant 
les réactions d'appui suivant la verticale et la droite AB joignant 
les centres des rotules d'appui (fig 7.3, b) (au lieu de les décompo- 
ser suivant la verticale et l'horizontale). Une fois ces composantes, 
que nous désignerons par HA, H3», VA et Vz, déterminées, on 
obtient facilement les réactions verticales et horizontales en utili- 
sant les relations : | 
Va=Vi+Hisina: Vr—=Vr—Hsinc; 
H,=Hicosa; H,=H2coso. 


2. Calcul graphique 


Le calcul graphique des réactions d’appui des systèmes à trois 
rotules requiert la détermination au préalable des positions et 
des grandeurs des résultantes R: et R2 des charges respectivement 
appliquées aux parties gauche et droite de l'arc. Ensuite on détermi- 
ne les réactions engendrées par chacune de ces deux résultantes 
séparément, que l’on compose finalement. 

Déterminons d'abord les réactions engendrées par la résultante 
de gauche R1. La réaction à l’appui droit PB, devra nécessairement 
passer par l’appui en question et par la rotule centrale C (fig. 8.3,a), 
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car autrement la partie droite de l'arc, sollicitée par la réaction 
mentionnée et par la préssion que la partie gauche exerce par l'in- 
termédiaire de la rotule centrale, ne pourrait être en équilibre. 
À l’appui gauche on aura une réaction À: et ainsi l’arc sera sollicité 
par trois Îorces extérieures A1, Bi et R1. 


{ 


Fig. 8.3 


La mécanique rationnelle nous apprend que trois forces en équi- 
libre doivent concourir en un seul et même point, ce qui permet 
la détermination immédiate de la direction de 4:, dont la grandeur 


Fig. 9.3 


ainsi que la grandeur de B; pourraient se déduire ensuite du polygone 
des trois forces A1, P1 et R; (fig. 8.3,b). En répétant les mêmes 
opérations pour la partie droite de l’arc on trouverait les réactions 
A2 et Be engendrées par la résultante R2 (fig. 8.3, a). 

Le principe de la superposition nous permettra de trouver fina- 
lement les réactions d'appui totales À et B, qui seront égales à la 
somme géométrique des réactions A1 et A 2, B1 et B2 respecti- 
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vement. Pour trouver la somme mentionnée traçons par le point 
3 du polygone des forces de la fig. 8.3,b une parallèle à la ligne 
d'action de À>2 et portons sur cette ligne à l'échelle choisie la gran- 
deur de cette force. En joignant le point © ainsi obtenu au point 
1 on obtient la réaction totale À de l’appui gauche. On trouvera de 
la même façon la réaction totale B de l’appui droit. Au besoin on 
décomposera ces deux réactions en réactions horizontales A, et H» 
et en réactions verticales V4 et V3. 

L'ordre à suivre pour la détermination des réactions d'appui 
d'un arc à trois rotules, dont chaque moitié est sollicitée par plu- 
sieurs charges, est illustré à La fig. 9.3. On commencera en cherchant 
à l’aide des polygones des forces et des polygones funiculaires Les 
résultantes R1 et R2 agissant sur chaque partie de l'arc, après quoi 
on procédera exactement de la même façon que précédemment. 


Problème 1.Déterminer par le calcul algébrique ainsi que par la méthode 
graphique les réactions d'appui d’un arc soumis à deux charges verticales, 
représenté à la fig. 10.3,a. 

Solution. 1 Calcul algébrique. Remplaçons les appuis par les 
réactions correspondantes V4, 4, Vr et Hn (fig. 10.3,b). Pour trouver la 
valeur de V4 écrivons l'équation des moments des forces extérieures par rap- 


4 
a -3m \8=4t |2=5t 
E ar 6m À 


a de —— me 


Echelle 
0 1 2 3t 
dt 1 


Fig. 10.3 
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port au point B: 
D MB=—Val—Pi(l—as) — P3(1— az) =0 
d'où 
Pi(l—a)+ Po(l—a M3 
D — 1 ( D + 2(—a2) _ E (1.3) 


M 3 étant le moment des charges P ee rapport au point B. 
Pour trouver 1 égalons à zéro la somme des moments de toutes les forces 
agissant sur la partie gauche de l’arc par rapport au point C: 


D Mc=Valu—Haf— Pi (li —a)=0, 
8 


p,—Vah—PiGi—a) _ Mô 
te CRM 
Î Î 
MX, étant le moment par rapport au point C de toutes les forces extérieures 
sollicitant la partie gauche de l'arc (la force de liaison #4 exceptée). 
La réaction V $ sera tirée de l’équation des moments par rapport au point À : 


D. Ma — V pl + Poao + Pia —0 


(2.3) 


d’où 
P P M 
Vg= "tte ia, (3.3) 


M À étant le moment de toutes les charges par rapport au point 4. 
Enfin pour trouver H3, prenons la projection de toutes les sollicitations 
extérieures sur l’axe des x: 


DX-Ha—-Hp=0, 
d'où | 
H 1 =Hp—=H. (4.3) 
On voit donc que si l'arc est uniquement sollicité par des charg esverticales, 
les poussées développées à l'appui gauche et à l'appui droit sont égales entre elles. 


En substituant dans les expressions (1.3) à (4.3) les valeurs numériques 
correspondantes nous trouverons: 


pan AUO—SES(IO 6) 28412 ee, 


PARA RTE 


Les expressions (1.3) et (3.3) obtenues pour V À et V indiquent que les réac- 
tions d'appui verticales V À et VR d'un arc à trois rotules, sollicité par des charges 
verticales, sont égales aux réactions d'appui À et B d'une poutre simplement 
appuyée de même portée et supportant les mêmes charges (fig. 10.3,c) dite poutre 
de référence. Le moment fléchissant dans la section € d’une telle poutre est égal 
au moment M% et, par conséquent, la poussée de l'arc est Egale au moment fléchis- 


sant agissant dans la poutre de référence au droit de la rotule centrale de l'arc 
divisé par la flèche f de cet arc (voir expressions 2.3 et 4,3). 
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2. Détermination graphique. Pour commencer, on trace 
les droites Z et Z7, passant par les articulations d'appui À et Z et la rotule cen- 
trale C, jusqu'à leurs intersections avec les directions des charges P2 et P, aux 
points X, et K, respectivement. Ensuite, on joint le point K, à l'appui À par 
la ‘droite IV et le point K> à l'appui B par la droite Z71 (fig. 10.3, d). 

Cela étant fait, on construit le polygone des forces (fig. 10.3,e}) en portant 
sur une verticale les forces P, et P; à l’échelle choisie (vecteurs 1-2 ct 2-3 res- 
pectivement) qu'on décompose : la première suivant les directions des droites /V 
et ZI obtenant ainsi les composantes 4, et B, et la deuxième suivant les direc- 
tions des droites Z et ZZT, ce qui donnera les composantes 42 et B2. A cette fin 
on trace par les deux extrémités de P, les rayons 1-5 et 2-5 parallèles aux droi- 
tes ZV et ZT et par les deux extrémités de P: les rayons 2-4 et 3-4 parallèles aux 
droites Z et 771. 

Finalement pour trouver les réactions totales À et B on trace par le point 5 
une parallèle à 4 : et par le point 4 une parallèle à B,. Le point 6 est à leur inter- 
section et les vecteurs 6-7 et 6-8 donnent les valeurs des réactions cherchées. 
Ces dernières sont ensuite décomposées en réactions horizontales et verticales À ,, 
H 8 et V4; V p. : | 

Problème 2. Calculer algébriquement la poussée de l’arc, représenté à la 
fig. 11.3, sollicité par une charge uniformément répartie d'intensité g. 


Fig. 11.3 


Solution. Les réactions d'appui verticales sont déterminées en partant des 
conditions d’équilibre : 


> Mp=0 et >, Ma=0. 


Dans le cas considéré les deux équations deviennent : 


D'Mp=Val—ais=0 


1 
D Ma —Val+ql =0, 


l 
Va=Vp=0 D É 


On sait déjà que dans le cas des charges verticales H4 = Hp — H. On n’a 
donc besoin que d’une seule équation pour trouver la poussée. Celle-ci sera four- 
nie par l'équilibre des moments des forces agissant sur la partie gauche (ou 
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droite) de l’arc par rapport à la rotule centrale C':! 


A 
d’où 
PS 
H 8j 


Problème 3. Déterminer tant par le calcul algébrique que par la méthode 
graphique les réactions d'appui de l'arc représenté à la fig. 12.3, a, sollicité par 


Échelle 
CS | 2 jt 


Fig. 12.3 


une force inclinée P de 5 tonnes, faisant avec l'horizontale un angle & donné 
par cos &œ — 0,60 et sin & — 0,80. 

Solution. Calcul algébrique. Décomposons la force P en ses 
composantes verticale et horizontale : 


P,—=5.0,8=4t; 
P,;=5:0,6—3 t, 
Pour trouver la réaction V 4 égalons à zéro la somme des moments do toutes 
les forces extérieures par rapport au point B: 
D Mp=Va12—Py.9-+Pre3—0 
d'où : 
9P,—3P; = 
a = 2,25 É: 


Pour trouver la réaction VA, on écrira la même équation d'équilibre par 
rapport au point À: 


D Ma=—Vp12+P;3+P33—0 


d'où 
43433 A 
PE ep re 
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On trouvera la poussée 4 à l’appui 4 en se servant de l'équation d'équi- 
libre des moments des forces extérieures par rapport au point C: 


D Mc=Va G—Hy4—Pxl—Pÿ3—0 
£ 


d’où 
2,29-6—3-1—4.3 —41:5 


Ha= I —, == 0,375 t, 


le signe moins indiquant que H,4 est dirigée de droite à gauche. La poussée H»} 
à l'appui B sera maintenant obtenue facilement en partant de x = 0: 


D'X-Hat+Px—Hp=0 
d’où 
Hp= —0,375+-3—2,625 t,. 


Calcul graphique. On tracera par les rotules PB et C la droite ZZ 
jusqu'à son intersection avec la direction de la force P au point Æ (fig. 12.8,a). 
Ce point est ensuite connecté par la droite Z avec le centre de la rotule d'appui À. 
Ensuite, à l'échelle choisie, on porte la force P suivant une droite parallèle 
à sa direction et on trace par les extrémités les rayons 1-8 et 2-3 parallèles res- 
pectivement aux droites 7 et ZZ. Les vecteurs ainsi obtenus représentent le 
premier, la réaction À et le deuxième, la réaction B, dont les composantes hori- 
zontale et verticale sont indiquées en pointillé à la même figure. 


$ 3.3. Détermination des efforts intérieurs 
dans les arcs à trois rotules 


{. Calcul algébrique 


Les sections transversales des arcs à trois rotules sont sollicitées 
par des moments fléchissants M, des efforts tranchants Q et des 
efforts normaux À, qui sont engendrés par les forces extérieures 
{y compris les forces de liaison) agissant sur l’arc à gauche (ou à 
droite) de la section considérée. 

Pour la détermination des efforts intérieurs agissant dans Îles 
sections des arcs à trois rotules, ainsi que pour le tracé des épures 
correspondañtes, nous aurons recours aux conventions des signes 
exposées au $ 1.2 pour les poutres droites (exception faite pour les 
efforts normaux qui seront considérés positifs s'ils entraînent une 
compression) et aux équations (1.2) à (3.2) du même paragraphe. 

Pour l'axe des abscisses il est recommandé d'adopter la tangente 
à la fibre moyenne de l'arc au droit de la section considérée, et pour 
l'axe des ordonnées, la normale au droit de cette même section. Les 
coordonnées courantes seront désignées dans ce cas par w et v res- 
pectivement (au lieu de x et de y, utilisés dans le cas d'une poutre 
droite), tandis que les composantes parallèles à ces axes seront 
désignées par U et Ÿ. 
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Fig. 13.3 


Cela étant, les expressions (1.2 à 3.2) pour les arcs à trois rotules 
prennent la forme: 
Near 
M — >m= Su: (1.3) 
N = Du 30. 


Dans ces expressions les moments des efforts extérieurs seront 
considérés positifs, quand ils tendent à imprimer une rotation dans 
le sens des aiguilles d’une montre, les composantes V quand elles 
sont dirigées de bas en haut et les composantes U quand elles sont 
dirigées de gauche à droite. 

À l'aide de ces expressions déterminons maintenant les efforts 
intérieurs sollicitant la section transversale X de l'arc représenté 
à la fig. 13.3: 


Q= DV —V, cos p — H4 sin p— à P,cosp— > P, sin q; 
g ë G 
M DM = Vas Hay 2 Py(r—29)— 2 Pe(y— Ur): (2.5) 
E 
N= D U=V,sinp+H,cosp— D P,sinp+ > P,cos, 
g & £ 


où x et y sont les coordonnées du point X de la fibre moyenne 
de l'arc; 

est l’angle formé par la tangente à la fibre moyenne de l'arc 
au point Æ et l'horizontale; 

P, et P,, les composantes verticale et horizontale de la charge 
P respectivement et 

To €t Yp, Les coordonnées du point d' application de cette charge. 

Les expressions de ©, de M et de N ainsi obtenues contiennent 
les projections P, et P, de toutes les charges P appliquées à l'arc 
à gauche de la section ‘considérée. Pour la section XÀ indiquée à la 
fig. 43.3, chaque expression ne contiendra qu’une seule composante 
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P1, ou P1,. On pourrait de même exprimer les efforts intérieurs 
Q, M et N.en fonction des forces appliquées à droite de la section 
considérée. 

Quand l'arc n’est soumis qu'à l'action de charges verticales, 
les composantes horizontales P, s'annulent (fig. 14.3,a), tandis 
que les composantes verticales P, deviennent égales à P et la pous- 
sée H4 — Hz — H. Donc, les expressions 2.3 peuvent s'écrire: 


Q=(V1a— D P}cosp— Hsinoy; 
g 

M=Vaz— D P(x—x}) — Hy; 
£ 


N=(V,— S'P)sing+H cosy. 
g , 
On notera une fois de plus que l'expression (V, — SP) représen- 


; £ 
te l'effort transversal Q° agissant dans la section correspondante 
d'une poutre de référence représentée à la fig. 14.3,b, tandis que 
l'expression V4z — D P (x — x?) n’est autre chose que le moment 
fléchissant Â{° dans la même section de la même poutre. Avec ces 
notations les équations de ©, de M et de N deviennent : 


Q—=Qcosp—Hsinp;, M—M°—Hy; 
N = Q° sin @+ H cos y. (3.8) 


Ayant déterminé les valeurs de Q, de W et de N pour un nombre 
de sections transversales de l'arc, on peut procéder au tracé des 
épures correspondantes. Dans le cas de l'application des charges 
verticales on peut utiliser indifféremment les expressions (1.3), 
(2.3) ou (3.3), tandis que dans le cas de charges inclinées seules les 


Fig. 14.3 
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expressions (1.3) et (2.3) restent valables. Dans le premier cas (cas 
de charges verticales) l’épure de chaque sollicitation intérieure peut 
être obtenue par la sommation de deux autres épures, Aïnsi, l’épure 
de M sera obtenue en prenant la somme de l’épure de M° pour la 
poutre de référence et de l'épure des ordonnées y de la fibre moyenne 
de l’arc multipliée par — A. 

Notons que la deuxième des équations (3.3) montre clairement 
la diminution très considérable des moments fléchissants engendrés 
dans les arcs. 


Problème 1. Déterminer les réactions d'appui, ainsi que les moments flé- 
chissants et les efforts tranchants et normaux dans la section Æ, située à 3 mè- 
tres de l'appui gauche de l'arc représenté à la fig. 15.3. La fibre moyenne dé 
l’arc suit une parabole du deuxième degré, dont l’équation est donnée par: 

_ 4} __4.4.(12—zx)x  (M2—x)x 
Don 42 D 9 

Solution. Déterminons tout d'abord l’ordonnée de la section ÆÀ (pour 

28 = 3m) : 


142 — 
PACE 
9 
La tangente de l'angle, compris entre la tangente à la fibre moyenne de 
l'arc en ce point et l'horizontale, sera donnée par la dérivée première de l’équa- 
tion de la fibre moyenne pour la section considérée : 
L __ ,  12—2r. : _12—2.3 2 
SE Px —Y dE 9 3 8 PA —: 9 — 3 . 


Pour déterminer sin y, et cos , nous utiliserons les expressions * : 


te 2 ses: 


* Les valeurs de sin æ, et de cos, peuvent être également déterminées 
à l’aide de tables trigonométriques. 
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.. Les valeurs des réactions d’appui peuvent être maintenant obtenues 
a l'aide des équations : 


D Mp=Va-12—q-6.9—P cos a-3—P sin «.3—0 
d'où 


7e 2-6-9+8 (0,5+-0,866)-3 __ 140, 8. 73 t: 


N'Y=Va—qg6—Psina+Vp=0. 
Par conséquent, 
Vp=2.6+8.0,866—11,73—7,20 t 


D'Mc=Va 6—g.6.3—Ha4—0. 
TJ: 
Ce qui donne : 


ne CHE EF Fr 


D X—=H4a—-Hn—Pcosa—0 
d'où 
Hp—=8,60—8.0,5— 4,60 t. 


Le moment fléchissant dans la section X sera égal à 
Mi=Va8—Had—q8e11,78.3— 8,60-3— 2. À = 0,39 tm. 


L'effort tranchant dans la même section sera donné par : 
Qx = VA cos pr — H 4 sin pa — g-3 cos px — 11,73-0,832—8,60 .0,555—6.0,832 — 0. 
L'effort normal dans la même section vaudra : 
Nr =Varsin pa + À ,-cos pr — q-3-sin px = 11,73-0,555 + 
+ 8,60.0,832—2.3.0,555 — 10,34 t. 


Problème 2. Tracer les épures des moments fléchissants M, des efforts 
tranchants Q et des efforts normaux N pour l'arc do la fig 16.3, a dont 
la fibre moyenne suit une parabole du deuxième degré donnée par l'équation 

4j 


Solution. Déterminons en premier lieu les réactions d'appui V4 et V3: 


D Mn=Va EUR ee ent 


| 1 
D Y=Vat Vs ——P=0 


Va=s DE Po t, 


V8=q+ ape Va 2441026 t. 
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La poussée Æ se déterminera en utilisant l'équation 


T2 4 
£ 
d’où 
3 : 2 
Panne jee 
CVa gg 7 
= + —_- 


L'arc n'étant sollicité que par des charges verticales, on peut se servir des 
expressions (3.3) pour le tracé des épures des Q, des M et des NW. 

La fig. 16.3,b représente-la poutre de référence relative à l’arc en question. 
Nous savons que les réactions d'appui d’une telle poutre seront égales à V4 et 
V5. La fig. 16.3,c et d représente les épures des efforts tranchants Q0 et des 
moments fléchissants M0 de cette poutre. 

Tous les calculs ultérieurs sont rassemblés au tableau 1.3. 

La colonne 1 contient les abscisses x de la fibre moyenne de l'arc à 1 mètre 
d'intervalle, la colonne 2, les ordonnées correspondantes calculées à l’aide 
de l'expression 

4 44 12— zx 
y=T G—rz= 192 (12— x) x — 2 


la colonne 3, les valeurs de tgp calculées d’après la formule 


4.à 6—x 
152 (12— 2x) = 2 g_ 
et les trois colonnes suivantes, les valeurs de , de sin œ et de cos ®. Les colon- 
nes 7 et 13 contiennent les valeurs de Q0 et de M respectivement, obtenues à 
l'aide des épures correspondantes de la fig. 16.3,c et d. Les colonnes 8 à {2 inclu- 
sivement sont utilisées pour le calcul des produits de l'effort tranchant Q0 
de la poutre de référence et de la pousséo Æ = 6 t par sin , cos @ et par les 
ordonnées y de la fibre moyenne de l'arc. | 

Les trois dernières colonnes (14, 15 et 16) contiennent les valeurs recher- 
chées des efforts tranchants, des moments fléchissants et des efforts normaux 
agissant dans les sections transversales de l'arc. Ces valeurs ont été obtenues 
en utilisant les expressions (3.3), ce qui veut dire que les valeurs des efforts 
tranchants Q ont été obtenues par la sommation des grandeurs contenues dan’; 
les colonnes 9 et 10, les valeurs des moments fléchissants, de celles contenues 
dans les colonnes 12 et 13, et les valeurs des efforts normaux, de celles conte- 
nues dans les colonnes 8 et 11. 

. Sur la fig. 16.3,e, f et g nous avons représenté les épures des efforts tranchants 
Q, des moments fléchissants M et des efforts normaux en utilisant leurs valeurs 
prises dans les trois dernières colonnes du tableau 1.3. Les ordonnées de ces 
épures ont été portées à partir d’un axe horizontal. En outre, une épure supplé- 
mentaire (épure M) (fig. 16.3,k) est donnée pour le moment fléchissant dont les. 
ordonnées ont été mesurées à partir de la fibre moyenne de l'arc. 


4 
tg p=y = (12) = 


2. Galcul graphique 


La détermination graphique des efforts intérieurs Q, M et N, 
sollicitant les sections transversales d’un arc à trois rotules, peut 
s'effectuer à l’aide du polygone des pressions. 

La fig. 17.3,a représente un tel arc supportant deux charges 
P; et P: de direction quelconque disposées de part et d’autre de la 
rotule centrale. Par conséquent, il n’y a pas besoin d’en chercher 
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Les résultantes. Les réactions d'appui sont déterminées à la fig. 17.3,b 
à l’aide du polygone des forces, comme expliqué plus haut au $ 2.3 
et à la fig. 8.3. 

Procédons maintenant à la construction du polygone funiculaire 
(fig. 17.3,c) correspondant au polygone des forces (fig. 17.3,b). A 
cet effet prolongeons la direction de la réaction de gauche À (fig. 
17.3, c) jusqu’à son intersection avec la ligne d'action de la charge 
Pi au point m. Ensuite traçons par ce point le rayon 7° parallèle 


A 


À 
Fig. 17,3 


au vecteur {7 du polygone des forces (le vecteur Z7 représentant 
la résultante des forces À et P;,). Par le point d'intersection du 
rayon 11’ et de la charge P>: traçons le rayon 711" parallèle au vec- 
teur 217, ce dernier étant égal, à l'échelle adoptée, à la résultante 
des forces À, P; et Pa. 

Si toutes les opérations ont été effectuées correctement, le rayon 
IT" (droite m-n), qui n'est autre chose que la ligne d'action de 
la résultante des forces À et P;, passera par la rotule centrale €, 
et le rayon 271”, qui doit représenter la ligne d’action de la réaction 
d'appui B, passera par le centre de cet appui. 

Le polygone 7'-/1"-ITT" ainsi obtenu (fig. 17.3,c) s'appelle poly- 
gone des pressions, chacun de ses rayons représentant la ligne d’action 
de la pression exercée par une partie de l’arc sur l’autre. 

Il est facile de montrer que les rayons formant ce polygone repré- 
sentent les lignes d’action des résultantes de toutes Les forces à gauche 
(ou à droite) de la section considérée. En eïfet, à gauche de la section 
ki-k; (fig. 17.3,c)iln’y a que la réaction d'appui À et, par conséquent, 
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le rayon J' du polygone funiculaire qui suit la ligne d'action 
de cette réaction, se confond avec la résultante mentionnée. À gauche 
de la section k2-k2 nous avons déjà la réaction À et la charge 
P; dont la résultante passe par le point de leur intersection et coin- 
cide avec le rayon /7" du polygone des pressions. Enfin à gauche 
de la section k:-k, de l’arc nous avons les trois forces À, P; et 
P; dont la résultante passe par le point d’intersection du rayon 
IT" avec la force P: et coïncide avec ke rayon 211". 

Nous voyons ainsi que chaque côté du polygone des pressions AmnB 
représente en effet la ligne d'action de la résultante de toutes les forces 
extérieures situées à gauche (ou à droite) de la section donnée. 
La valeur de cette résultante sera déterminée à l’aide du polygone 
des forces de la fig. 17.3,b. Ainsi la valeur de la résultante de la 
réaction À et de la charge P: sera égale au vecteur 77 mesuré 
à l'échelle choisie. 

Le polygone des forces et le polygone des pressions permettent 
la détermination de tous les efforts intérieurs agissant dans 
n'importe quelle section transversale de l'arc. Ainsi, le moment 
fléchissant sera trouvé en multipliant la résultante de toutes les 
forces à gauche (ou à droite) de la section par le bras de levier de 
cette résultante par rapport au centre de gravité de cette même 
section. 

Dans la section k;-k, (fig. 17.3,c) le moment fléchissant M4 
sera égal à A-e, e étant le bras de levier, c’est-à-dire la distance entre 
le centre de gravité de la section et la résultante de toutes les forces 
appliquées à gauche de cette section (qui se réduit dans le cas con- 
sidéré à la réaction d'appui À), mesurée suivant la normale à cette 
résultante, 

Pour déterminer l'effort normal et l'effort tranchant, agissant 
dans la même section, décomposons la résultante de toutes les forces 
appliquées à gauche de cette section (c'est-à-dire la réaction À) sui- 
vant les directions de la tangente et de la normale à la fibre moyenne 
de l’arc. À la fig. 17.3,b ces deux composantes seront données par 
les vecteurs 0-6 et 6-1 respectivement. Le vecteur 0-6 donnera 
à l'échelle choisie l'effort tranchant Q recherché et Le vecteur 6-7 
l'effort normal W. 

Le polygone des pressions fournit un tableau très clair du trà- 
vail de l’arc. Ainsi à la fig. 17.3,c on voit que la moitié droite de 
l'arc, où la résultante passe au-dessous de la fibre moyenne, fléchira 
en augmentant sa convexité vers le haut, tandis que la moitié gauche, 
où les résultantes passent au-dessus de la fibre moyenne, fléchira 
en s’aplatissant. 

Quand un arc est soumis à un système de charges concentrées 
P, P2, P3, etc., la construction du polygone des pressions s'effectue 
dans l'ordre suivant : 

1. On détermine la résultante R; de toutes les charges agissant 
sur la moitié gauche de l’arc ; 
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2. On fait de même pour la résultante R: de toutes Les charges 
agissant sur la moitié droite de l'arc; 

3. On détermine les réactions d'appui À et B: 

4, On construit le polygone des forces et le polygone des pres- 
sions tenant compte de chaque charge individuelle. 

Un seul polygone des pressions correspondra à chaque combi- 
naison de charges appliquées à un arc à trois rotules. Quand les 
charges concentrées sont remplacées par des charges réparties, le polygo- 
ne des pressions se transforme en une courbe, généralement appelée 
digne des pressions. 

Il est facile de voir que si la fibre moyenne de l’arc coïncidait 
avec la ligne des pressions, les moments fléchissants et les efforts 


Fig. 19,3 
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tranchants dans chaque section transversale deviendraient égaux 
à zéro. Dans ce cas l' arc ne sera sollicité que par des efforts normaux, 
ne travaillant qu’en compression pure, ce qui est très économi- 
que, surtout pour les arcs en maçonnerie, en béton armé et autres 
matériaux semblables. Nous dirons qu’un tel arc est doué d'une 
configuration rationnelle. 

Notons que le polygone des pressions peut être déterminé par 
le calcul algébrique également. Pour cela il suffit de trouver les 
valeurs de M et de N pour un nombre de sections de l’arc et de cal- 


culer la valeur du bras de levier e à l’aide de Ia relation +. 
On portera ensuite ces valeurs sur les normales à la fibre 

moyenne de l'arc. En joignant les points 5 

obtenus par des lignes droites on ob- 

tiendra le polygone des pressions cherché. 


La construction d'un polygone des pres- 
sions pour un arc à trois rotules est repré- 4 
sentée à La fig. 18.3. La détermination des 


réactions d'appui pour cet arc a été effec- 7 
tuée précédemment (voir fig. 9.3). La fig. 
19.3 présente un exemple de la détermina- | 
tion des efforts intérieurs agissant dans Fig. 20.3 
la section transversale Æ d'un arc. | 
Nous avons déjà vu que quand l'arc n'est sollicité que par des 
charges verticales, la composante horizontale de n'importe quelle 
section sera toujours égale à la poussée Æ [chaque vecteur 
(fig. 19.3,c) du polygone des forces ayant la même composante hori- 
zontale égale à cette pousséel. Par conséquent, si par un point quel- 
conque # de la fibre moyenne de l’arc (fig. 20.3) on trace une vertica- 
le k-n jusqu’à son intersection avec la ligne des pressions et qu'en 
ce point on décompose la résultante des forces (dans ce cas Ari) 
agissant à gauche de cette section suivant l'horizontale et la 
verticale, le moment fléchissant sera égal au produit de la pous- 
sée À par la longueur £-n, mesurée suivant Ia verticale entre la 
fibre moyenne et la ligne des pressions (le moment de la compo- 
sante verticale S par rapport au point À étant nécessairement nul). 
Par conséquent, pour un arc soumis à des charges verticales, les 
distances mesurées suivant la verticale entre la fibre moyenne et la 
ligne des pressions représenteront à une certaine échelle les ordonnées 
de l'épure des moments fléchissants. Pour l'arc de la fig. 19.3,a une telle 
épure est représentée à la fig. 24.3. Notons que cette épure se situe 
toujours du côté de la fibre la plus comprimée de l'arc. 


Problème 3. Construire graphiquement le polygone des pressions pour l'arc 
du problème 2 (voir fig. 16.3) et déterminer les efforts intérieurs sollicitant la 
section transversale % de l'arc (fig. 22.3,a). 

Solution. On subdivisera la charge uniformément répartie en six parties 
égales, longues d’un mètre chacune, et on la remplacera par des forces concentrées 
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égales à deux tonnes et appliquées au centre de chaque subdivision (fig. 22.3,4). 
Compte tenu des réactions d'appui déterminées dans le problème 2, on cons 
truira le polygone des forces et on obtiendra ainsi les vecteurs Z à VZ/7I. 

En traçant à [a fig. 22.8,a des rayons parallèles à ces vecteurs, on obtiendra 
le polygone des pressions. Les aires hachurées verticalement, comprises entre le 
polygone des pressions et la fibre moyenne de l'arc, représentent l’épure des mo- 
ments fléchissants M. On voit que cette épure est analogue à celle obtenue dans 


Fig. 21.3 


le problème 2 (voir fig. 16.3,h), la seule différence étant que les ordonnées doi- 
vent être mesurées verticalement {et non le long des normales à la fibre moyenne 
comme c'était le cas à la fig. 16.3,h) et qu’elle est disposée du côté des fibres 
les plus comprimées. K 

En bas de la fig. 22.3 nous donnons les échelles adoptées tant pour les Ion- 
gueurs que pour les forces. En outre, nous donnons l'échelle pour les ordonnées 
de l’épure des moments, cette échelle étant obtenue en multipliant l'échelle 
des longueurs par la valeur de la poussée FH, égale à six tonnes. 

La valeur du moment fléchissant au point k se déterminera en mesurant 
l'ordonnée de l’épure des moments en ce point ; nous obtenons ainsi M, — 3 tm. 
La tangente à la fibre moyenne de l'arc en ce point est parallèle 
au vecteur /V du polygone des forces (fig. 22.3,b) et, par conséquent, l'effort 
tranchant y est égal à zéro, tandis que l'effort normal sera donné directement 
par la grandeur de ce vecteur et sera donc égal à 7,2 t. 


$ 4.3. Configuration rationnelle des arcs à trois rotules 


Nous dirons que la configuration de la fibre moyenne d'un arc 
à trois rotules est rationnelle quand elle coïncide avec la ligne des 
pressions des charges fixes. [l s'ensuit qu’en l'absence de surcharges 
mobiles Les efforts tranchants et les moments fléchissants dans 
toutes Les sections de cet arc seront rigoureusement nuls. Si y — f (x) 
donne la valeur des ordonnées de la fibre moyenne de l'arc et 
n = ® (x) celle des ordonnées de la ligne des pressions, la condition 
pour que la fibre moyenne ait une configuration rationnelle s’expri- 
mera par 

y —n". 

Examinons le cas quand toutes les charges sollicitant l'arc 

sont verticales (fig. 23.3) et exprimons que la somme des moments 
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de toutes les forces appliquées à gauche de n'importe quelle section 
par rapport au point k de la ligne des pressions, correspondant 
à cette section, est toujours nulle: 
Mr= Var — Hn— D P(x—a)—=0 
d’où 
Vaz— Ÿ P (zx — a) 
ñ = CO . 

On voit que le numérateur de cette expression est égal au moment 
fléchissant agissant dans la section correspondante d'une poutre 
de référence, c’est-à-dire à /*, et par suite: 

_ M$. 
=. 


En substituant cette valeur dans l'expression .y — 7 nous obte- 
nons l'équation de la fibre moyenne d’un aïc de configuration 
rationnelle : 

M% 
CRT; D 


On en déduit que pour les arcs sollicités uniquement par des charges 
verticales la fibre moyenne possédera une configuration rationnelle 
quand elle variera suivant la même loi que le moment fléchissant dans 
la poutre de référence. 


Problème. Trouver la configuration rationnelle de la fibre moyenne d’un 
arc à trois rotules soumis à des charges d'intensité q uniformément réparties 
le long de toute la portée 1. La flèche de l'arc est égale à f et la rotule centrale 
est. située à mi-portée. | 

Solution. Pour résoudre ce problème nous utiliserons la formule 


_ MS 
y — H ' 
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dans le cas envisagé ceci donne: 


nt Loges (ie) 
2 
y Me _T2 12 1_ 48 
ot 2 2} j 8j 
Par conséquent, 
T 
TU Dé ‘à 
= -—— .—— —— (l— x) zx 
? um à 


On voit donc que, dans le cas envisagé, la fibre moyenne doit suivre une 
parabole du deuxième degré. 


$S 5.3. Calcul des arcs à trois rotules sollicités 
par des charges mobiles 


1. Lignes d'influence des réactions 
d'appui 


Supposons qu'une charge unitaire P soit située à une distance 
x de l’appui gauche (fig. 24.3,a). Les équations des moments des 
forces extérieures par rapport aux rotules d’appui seront : 


D Ma=Val—1.(—x)=0; D Ma —Vyitixz=0. 


De ces équations on tire: 


l—2 E à 
V 4 — ] . Vr=-. 


On voit que les expressions obtenues pour V4 et V4, sont exacte- 
ment les mêmes que pour les réactions d'appui d’une poutre simple- 
ment appuyée (voir $ 2.2) et que, par conséquent, les lignes d'influence 
des réactions d'appui d’un arc à trois rotules ne différeront en rien 
de celles d’une poutre à deux appuis. Ges lignes d'influence sont. 
représentées à la fig. 24.3,0 et c. . 
MC) Cette 
équation indique clairement que la ligne d'influence de la poussée 
H aura exactement la même allure que celle du moment fléchissant 
M®% de la poutre de référence et n’en différera que par un facteur 


La poussée Æ se détermine à l’aide de l'équation H— 


constant +. Cette ligne d'influence est représentée à la fig. 24.3,d. 


Dans le cas particulier, quand 4 — !2 — . l’ordonnée de cette 
ligne au droit de la rotule centrale est égale à _— 
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Fig. 24.3 


2. Lignes dinfluence des efforts 
intérieurs 

Exposons au préalable une méthode permettant de déterminer 
la position de la charge unitaire pour laquelle l'effort intérieur 
considéré se réduit à 0. En d’autres termes, examinons le moyen 
de déterminer la position des ordonnées nulles des lignes d'influence 
de M,, de Q;, et de V2. Il est évident que les appuis d'extrémité 
constituent de tels points, mais il y a également d’autres points qui 
jouissent de la même propriété. Vous désignerons ces derniers par le 
terne points neutres. Ainsi, par exemple à la fig. 25.3, quand la char- 
ge unitaire se trouvera au point F», le moment fléchissant dans la 
section Æ sera nul, parce que dans ce cas-là la résultante des forces 
situées à gauche de cette section (réaction d'appui À) passera par 
son centre de gravité. Le point F,, sera donc un point neutre pour la 
ligne d'influence des moments fléchissants agissant dans la sec- 
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tion #. Ce point se trouve sur la verticale passant par le point d'inter- 
section Æ des droites Ak et BC. 

Pour l'arc représenté à la fig. 26.3 le moment fléchissant dans 
la section # se réduira à zéro seulement quand la charge P sera 
appliquée à une console spécialement aménagée entre la section 
considérée et la rotule centrale, car seulement dans ce cas-là la réac- 
tion d'appui À pourra passer également par le centre de gravité de 


Fig. 25.3 Fig. 26.3 


la section considérée. En effet, si la charge P est déplacée verticalement 


vers lehaut (fig. 26.3),son point d'application étant transféré à la demi- 
arc de droite, la direction de la réaction d'appui À sera modifiée 


Fig. 27.3 


(cette réaction devant passer alors par les deux rotules À et C', 
et le moment fléchissant dans la section # ne sera plus égal à zero. 

Désignons par u,, l’abscisse du point neutre relatif au moment 
fléchissant agissant dans la section 4 (fig. 27.3). La similitude des 
triangles AFF, et BFF; nous donnera: 


FFi = Um Ÿ8 @ = Um  : 


an l— um 
FF (um) tg 8 
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d’où 
UmYh __ (l—uin) f 


Th ‘ Lo 
et, par conséquent, 
.__ __.  dftk 
MUST VENTE 9) 


Cette expression permettra la détermination analytique de 
l’abscisse u,, du point neutre relatif à la ligne d'influence des 
moments fléchissants MW}. 

Examinons maïntenant la détermination du point neutre relatif 
à l'effort tranchant Q;(fig. 28.3). A cette fin traçcons par l'appui 


Fig. 28.3 Fig. 29.3 


gauche A une droite parallèle à la tangente S-$S à la fibre moyenne 
de l’arc au droit de la section # et trouvons son intersection F avec 
la droite joignant les rotules B et C. Si on appliquait maintenant 
une charge quelconque P au point 

y . F, se trouvant sur la même verti- 
cale que F, l'effort tranchant Q; 
dans la section considérée serait 
nul, car la résultante de toutes 
les forces, agissant à gauche de 
cette section, sera parallèle à la 
tangente à la fibre moyenne de 
l’arc en ce point. Pour la section 
k, du même arc (fig. 29.3) l'effort 
tranchant Q ne pourra tomber à 
zéro que sila charge P est appli- 
quée à une consolespéciale, amé- 
nagée entre cette section et la 
rotule centrale, car dans ce cas la parallèle à la tangente à l'arc, pas- 
sant par le point À, coupe la droite BC au-dessous de la fibre moyenne. 

La fig. 30.3 nous montre que 


FF = ua tg Ve: FFi=(l—uo) tgB; 
par conséquent, 


Uatg Pa = (l— ua) tgh 
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et ainsi 


2. ligf 5.3 

DETTE TTE QE 

Cette dernière expression nous permettra de calculer analytique- 
ment l’abscisse du point neutre relatif à l’effort tranchant Q;. 

L'effort normal dans la section 4 deviendra nul, quand la charge 

P se trouvera appliquée au point F, de la fig. 31.3. Ce point est situé 


Fig. 31.3 


sur une console spéciale sur la verticale passant par le point #, 
déterminé par l'intersection de la ligne ÀF, normale à la ligne 
moyenne de l’arc au point k, avec la ligne BC. 

De la fig. 31.3 on tire: 


FFi= —uncig qu; FFi=(l—un)tgf 
d’où 
— Un CÙg Qu = (1 — un) 18 P 
et, par conséquent, 


LS 
cu te 6—ctg pr GE, 


Cette formule permet la détermination analytique de l’abscisse 
du point neutre relatif à l'effort normal agissant dans la section k. 

Si l'abscisse calculée par l’une des formules (4.3), (5.3) ou (6.3) 
a une valeur négative, cela signifie que le point neutre relatif à la 
ligne d'influence considérée est situé à gauche de l’appui À. 

Passons maintenant au tracé des lignes d'influence de W,, de 
Q, et de N,. Commençons par celle du moment fléchissant MW. 
Nous savons que pour une position quelconque de la charge unitaire 
P sur l'arc (fig. 32.3,a) le moment fléchissant dans la section X sera 
donné par l'expression [voir la deuxième des expressions (3.3)] : 


Ma = M3 — Hyn. 


o a | 


Fes d'influence des My 


Î 
| 
| | 
| | 
| il Il 


€) | He influence des My 
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I! s’ensuit que la ligne d'influence de M}, peut être obtenue par 
la sommation de deux autres: celle du moment fléchissant M? 
dans la section # d’une poutre de référence (fig. 32.3,b), et celle 
de la poussée Æ, dont toutes les ordonnées ont été multipliées par 
un facteur constant égal à (—yx). Ces deux lignes d'influence sont 
représentées à la fig. 32.3,c et d. Leur superposition nous donnera 
la ligne d'influence du moment fléchissant dans la section # de 
l'arc à trois rotules (fig. 32.3,e). Le point d’intersection d des droites 
ab et ab, doit se trouver sur une même verticale avec le point neutre 
Fyn, ce qui fournit un moyen de vérification très efficace. 

La même ligne d'influence est représentée une deuxième fois 
à la fig. 32.3,f, seulement cette fois-ci ses ordonnées ont été portées 
directement à partir de l'axe des abscisses. 

On démontre facilement que pour un arc à trois rotules, dont 
la fibre moyenne suit une parabole du deuxième degré, la surface 
délimitée par la ligne d'influence de M}, sera nulle pour chaque 
section transversale. En effet, le moment fléchissant dans une section 
quelconque d'un tel arc, sollicité par une charge répartie uniformé- 
ment sur toute sa longueur, est toujours égal à zéro (voir Le problème 
du $ 4.3). Or, si nous voulons déterminer la valeur de ce moment 
à l’aide de la ligne d'influence, nous devons écrire que M, — qgQ — 0 
et puisque g = 0, c'est la surface Q qui doit l'être. 

Pour le tracé de la ligne d'influence de l'effort tranchant ©, 
agissant dans. une section #4 de l’arc représenté à la fig. 33.3,a, nous 
nous fonderons sur la première des expressions (3.3) qui donne: 


Qn = Q% cos px — À sin px, 


Q$ étant l'effort tranchant dans la section k de la poutre de référence 
(fig. 933.9,6). 

Il en découle que la ligne d'influence de Q, peut être obtenue 
par la sommation de la ligne d'influence de OQ%, dont toutes les 
ordonnées ont été multipliées par cos @x, avec la ligne d'influence 
de la poussée À, dont les ordonnées ont été multipliées par 
(— sin #;). Le résultat de cette sommation apparaît à la fig. 33.3,c, 
où la ligne brisée abk;koa représente la ligne d'influence de 
O% cos px, tandis que le triangle acb est la ligne d'influence de 
I sin w;:. Le point d doit se trouver sur une même verticale avec le 
point neutre F,. À la fig. 33.3,d nous avons représenté la même 
ligne d'influence, dont toutes les ordonnées sont cette fois-ci rap- 
portées directement à l’axe des abscisses. 

Pour le tracé de la ligne d'influence de l'effort normal W,, agis- 
sant dans la section # de l’arc représenté à la fig. 34.3,a, utiliserons 
la dernière des formules (3.3) qui donne: 


N = Q$ sin oz + À cos Pa. 
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Fig. 33.3 


La sommation graphique des deux termes de la partie droite de 
cette équation est représentée à la fig. 34.3,b. Ici la ligne brisée 
abk;ksa constitue la ligne d'influence de Q sin p;, tandis que le 
triangle abc est celle de Æcos p;. L’intersection des deux droites 
aib et ab: doit se trouver au point d situé sur la mêmé verticale que 
le point neutre F,. 

A la fig. 34.3,b les ordonnées positives du segment da; donnent 
les valeurs de Q% sin œ, et les ordonnées négatives du segment da 
celles de À cos p, quand la charge unitaire P se déplace le long 
de la console (fig. 34.3,a) entre les points correspondants. Quand 
cette charge est appliquée à un point » de cette console (fig. 34.3,a), 
la valeur de l'effort normal engendré dans la section # de l'arc sera 
obtenue en soustrayant yo de y en valeurs absolues, c'est-à-dire 
qu'elle sera égale à m1 ma. 

La fig. 34.3,c représente la même ligne d'influence de N k, Mais 
cette fois-ci les ordonnées de cette ligne sont rapportées directement 
à l’axe des abscisses. 
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La détermination préalable des points neutres peut simplifier 
très considérablement le tracé des lignes d'influence de M, de 
Q, et de NW. La connaissance de ces points permet de se dispenser 
des sommations graphiques décrites ci-dessus et de tracer les lignes 
d'influence requises avec leurs ordonnées rapportées directement 
à l'axe des abscisses. Cette 
méthode de -tracé des lignes 
d'influence sera dorénavant 
appelée méthode du point neutre. 
L'ordre à suivre dans cette 
méthode peut se déduire 
facilement d'un examen des 
lignes d'influence de MW, de 
Q, et de WV;, représentées aux 
fig. 32.3,f, 33.3,4 et 34.34. 
Par exemple, pour le tracé 
par cette méthode de la ligne 
d'influence des moments flé- 
chissants on procédera comme 
suit (voir fig. 932.3,f): 

4. Sur la verticale passant 
par l'appui gauche (pourvu 
que la section k soit située dans 
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portera une longueur égale à 
l’abscisse de la section considé- 
rée, c'est-à-dire une longueur 
TR; 
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2, Sur l'axe des abscisses 
on marquera la position du 
point d correspondant au point 
neutre Fm; 

3. On joindra l'ordonnée 
x, avec le point d et on pro- 
longera cette droite jusqu’à son 
intersection en C1 avec la ver- 
ticale, passant par la rotule 
centrale C. La droite aide; représentera la ligne : d'influence 
pour la partie droite du semi-arc gauche; 

4. Sur cette droite on marquera la position du point k correspondant 
au centre de gravité de la section considérée (point k) ; 

5. On connectera le point k., avec le point a situé sur l'axe des 
abscisses au droit de l'appui gauche, la droite ak: étant la ligne d’in- 
fluence pour la partie gauche du semi-arc; | 

6. On connectera le point c, avec le point b situé sur l'axe des 
abscisses au droit de l'appui droit, le segment c,b fournissant la ligne 
d'influence cherchée pour le semi-arc de droite. 
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Fig. 34.3 
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Problème. Tracer les lignes d'influence de 4f,, do @ et de Ni agissant 
dans Îa saction # d'un arc parabolique à trois rotulas, représenté à la fig. 35.4,4 


ES 


Y 
NS 
FANS 
Fr 
A \ LT | 
% FSU 
\ RU ge 2H/mC. 
\ 
\ 
\ 
Ti * 


| 
Û 
Ù 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
Ù 
| 
| 
À 
| 
! 
| 
! 
L 
| 


— “Lam 
| \é</210 | 
LT 


| 
| 
Ligne \dntisence ke DA 
| 


æ 
c Vs 


| 
| 
| 
@} <'ER 


Em 


É lg mivene tt N, 
ju 


et déterminer les efforts intérieurs dans cette section, engendrés par le système 
de charges donné. Les coordonnées du centre de gravité de la section 4 sont 


6 2) 


nr” 


HO 
\ 


TZR — y,=38 mètres ; te x = L : sin px — 0,555; cos p, —= 0,832. 


Solution. Construisons les lignes d'influence par la méthode du point neutre. 
A cette fin commençons par la détermination des points neutres F,, F, et Fa 


130 


Cie lure ahaises u,,, u9.4,, camime indiqué à La fig. 45. ,u. Les valeurs obte- 
nues seront contrélees onalvtügmement à l'uide des formules (4.25, (5,3) et (6.3): 


Le tracé de chaque ligne d'influence sera effectué dans l’ordre suivant. 
En premier lieu, on portera sur la verticale passant par l’appui À les ordonnées 
indiquées à la fig. 35.3,b, c et d, ct on les joindra par des lignes droites avec la 
projection du point neutre sur l’axe des abscisses. Ensuite, on marquera sur 
cette droite la position de la rotule centrale € et on connectera ce point par la 
droite ZZ avec la projection de l'appui B sur l’axe des abscisses. Les droites 7 
et /7 ainsi obtenues correspondent aux positions de la surcharge à droite de la 
section %. La partie de la ligne d'influence de M, correspondant à la position 
de la surcharge à gauche de la section # sera trouvée en joignant la projection 
du point 4, sur la droite Z avec l'appui gauche A. Quant aux lignes d'influence 
de QLet de N,, elles seront complétées en traçant par la projection de l’appui À 
des droites parallèles à la droite 7 jusqu’à leur intersection avec la verticale 
passant par le point k. 

Les ordonnées caractéristiques des lignes d'influence, les aires délimitées 
par celles-ci au droit de l'application des charges réparties, ainsi que les efforts 
intérieurs engendrés dans les sections envisagées seront obtenus en ayant recours 
à la similitude de triangles, dont les lignes d’influence sont formées : 

a.. Ligne d'influence de Me: 


2h (Um—2x) 3 (4,8—3) 


flo Um TR 


2 7e d'où kako - ETS 7 48 — 1,125 m; 
ab … kiko 5. LU TL U— Um — 6—4,8 : 
us R— d’où mr 43 — 0,75 m ; 
cd = M = = 0,375 m. 


L’aire délimitée par l’épure des charges uniformément réparties est 
égale à 


o" RÉCES RU 49 _ > 2 ” 


et, par conséquent, le moment fléchissant W, est égal à 
Mn =qo7 + Pyf =2.2,25—4.0,875—3 tm. 
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b. Ligne d'influence de Q: 


kak, COSPR pe + _l—tR 53,9 839 — 
RSR — lu d'où kaki = 1, COS Px — 6 0,832 — 0,416 5 
kyks — cos Qn — kky — 0,832 — 0,416 — 0,416 : 
Q_n. Q_ 0,416-3 0,416.3 
Y> = 0 ’ @, nés 9 ol 2 =) Ù 


Qn = 909 + PyQ =2.0 +40 —0. 


c& Ligne d'influence de N;: 


Hesse d'où Fly EE sin qu = Te 0,555 — 0,728 : 
kikg = Kgkg — sin @x = 0,728 — 0,555 — 0,173 ; 
ps ton d'où ab 1 sin x = ee .0,555 = 0,902 : 
ah=yn — ei = 045 
02473-87284 0,902 à _ » rs 


Nn= qu + Pyf =2-2,705 + 4.0,451 — 7,21 £. 


On voit que les valeurs de M,, de Q@, et de W; coïncident exactement avec 
celles qui ont été trouvées précédemment (voir tableau 1.3 et fig. 16.3,e, f et g). 


$ 6.3. Moments rapportés aux bords du noyau 
central des arcs à trois rotules 


Quand une section est comprimée excentriquement, les tensions 
maximum et minimum se développent dans les fibres Les plus éloi- 
gnées de son centre de gravité. Pour les matériaux qui suivent la 
loi de Hooke on sait que ces tensions peuvent se calculer par la 
formule : 

A: 

F W 


F étant la surface de la section transversale, 
W son moment de résistance *, 
N et M l'effort normal et le moment fléchissant dan: la 
section considérée. | 
Cette formule présume que les sollicitations N et 7 agissent 
dans un plan perpendiculaire au plan de la section transversale et 
passant par l'un de ses axes d'inertie principaux. 


O 


* Quand la section transversale est symétrique par rapport à l’axe hori- 


zontal, les valeurs de W sont les mêmes pour les fibres tendues et comprimées. 
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Quand un arc est sollicité par une charge mobile, la détermi- 
nation des tensions maximales par la formule mentionnée conduirait 
à l’utilisation simultanée des lignes d'influence de M et de W, 
dont l'allure est très différente et dont l’une au moins change de 
signe. Le travail serait considérablement simplifié, si l’on par- 
venait à remplacer cette formule par une autre, dont la partie droite 
ne contiendrait qu’un seul terme. | 

Ce résultat pourrait être obtenu de la façon suivante : décomposons 
la résultante À appliquée au point s de la section considérée 
(fig. 36.3) en ses deux composantes N et Q. Appliquons ensuite au 
bord du noyau central, perpendiculairement au plan de la section, 
deux forces opposées et égales à N. Le système de forces agissant 
sur la section est constitué maintenant par un couple dont le moment 
est égal à NV (e + c:1) et par un effort normal appliqué au bord du 
noyau central (dans le cas envisagé, son bord supérieur). 

La tension développée dans la fibre inférieure m de la section 
peut être déterminée maintenant en utilisant la formule 


__N (e+ci) 

Om =. à 

car l'effort N, agissant au bord supérieur du noyau central, n’engen- 
drera aucune tension dans cette fibre. 

Le produit N (e + c;) n'est autre chose que le moment de l’effort 
normal, appliqué au point s, rapporté au bord supérieur du noyau 
central. Ce moment diffère du moment fléchissant seulement par ce 
qu'en faisant son calcul on doit multiplier les forces appliquées 
à gauche (ou à droite) de la section non plus par leur distance au 
centre de gravité: de cette dernière, mais par la distance au bord 
(supérieur ou.inférieur) de son noyau central. Il est évident que pour 
déterminer la tension normale au point n (fig. 36.3), on peut utili- 
ser une formule tout à fait analogue, pourvu que le moment des 
forces extérieures soit pris par rapport au bord inférieur du noyau 
central et que le moment de résistance W,, soit remplacé par W, : 


__N(e—c) 
« = Wa 
On peut donc écrire: mac 
Rkj 


On 


Mi, est le moment des forces extérieures, appliquées à gauche (ou 
à droite) de la section par rapport au bord supérieur ki du noyau 
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central, et M5: est le moment de ces mêmes forces rapporté au bord 
inférieur de ce noyau (point #2). 

On voit que la partie de droite des expressions ainsi obtenues 
ne comprend qu'un seul terme, ce qui simplifie considérablement 
la recherche des tensions maximales dans les sections d’un arc solli- 
cité par des charges mobiles. Les lignes d'influence des moments 
rapportés au bord du noyau central se construisent exactement 
de la même façon que celles 
des moments de flexion. 

À la fig. 37.3 nous avons 
représenté Îles lignes d’in- 
Îluence du moment fléchissant 
agissant dans Ia section 
d’un arc à trois rotules et de 
deux moments rapportés au 
bord du noyau central, ces lig- 
nes d'influence ayant été cons- 
truites par la méthode du point 


gne influence, 
des M, 


l 
| 
1! 
Fe 
| | Libre d'influence 
| des My 


‘Fig. 36.3 Fig. 37.3 


neutre. La présence dans les deux dernières de petits gradins verti- 
caux au droit du centre de gravité de la section (ces gradins formant 
de petits triangles supplémentaires noircis) s'explique par le fait 
qu'en cet endroit la ligne d'influence des efforts normaux W, possède 
elle aussi une discontinuité. Dans les calculs pratiques, ces petits 
triangles supplémentaires sont généralement négligés vu leur 
insignifiance. . oo 

À l’aide des lignes d'influence des moments rapportés au bord 
du noyau central déterminons quelle partie de l’arc devra être soumi- 
se à l’action de charges uniformément réparties (ou d'un convoi 
de charges concentrées) pour obtenir l’extension maximale à l’ex- 
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trados de la section k (fig. 37.3,a). I] est clair que l’extrados ne 
sera tendu que si la résultante de toutes les forces situées à gauche 
(ou à droite) de la section considérée passe 
au-dessous du bord inférieur du noyau central 
(fig. 38.3), pourvu que cette résultante 
soit dirigée vers la section. Dans ce 
cas, Ile moment de Ia résultante par 
rapport au point k2 sera négatif. Donc, 
pour résoudre le problème posé, il faut 
placer les charges sur la partie de l’arc 
correspondant à la partie négative de la 
ligne d'influence du moment rapporté au 
bord inférieur du noyau central M3. Si 
les charges étaient transférées à la partie Fig. 38.3 

de l'arc correspondant à la partie 

positive de cette ligne d'influence, l’extrados de l’arc dans la sec- 
tion considérée serait toujours comprimé. 


$ 7.3. Arcs sous-tendus et portiques à trois rotules 


Aux paragraphes précédents ($$2.3,6.3.) nous avons exposé les mét- 
hodes de calcul des arcs à trois rotules ordinaires, c’est-à-dire dépour- 
vus de tirants. À présent nous étudierons le calcul d’autres systèmes à 


Fig. 39.3 


trois rotules et en particulier le calcul des arcs sous-tendus et des 
portiques. Certaines particularités de ces systèmes reqüièrent quel- 
ques modifications dans Îles méthodes de calcul qui nous sont déjà 
familières. | 
Considérons l’arc sous-tendu de la fig. 39.3,a, dont l'appui B 
est mobile. Le tirant horizontal assure l’immobilité de cet appui 
et, par conséquent, il peut être considéré comme remplissant Île 
rôle d'une barre d’ appui horizontale. Par conséquent, dans ce cas, 
le calcul d’un arc à trois rotules ordinaire (fig. 39.3,b) permettra 
la détermination de toutes les réactions et de tous les efforts inté- 
rieurs sollicitant le système. En fait, les efforts intérieurs engendrés 
dans les sections transversales de l'arc envisagé seront exactement 
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les mêmes que dans les sections correspondantes d'un arc ordinaire, 
et l'effort dans le tirant sera égal à la poussée 73. Les réactions 
verticales seront égales à V À et V3, tandis que la réaction horizon- 
tale à l'appui À sera donnée par (A À — ;). Il en sera de même 
pour les lignes d'influence relatives aux deux systèmes qui seront 
identiques. 

Passons maintenant à l’arc à tirant surélevé, représenté à la 
fig. 40.3,a. Eliminons ce tirant et appliquons aux points D et E 
deux forces N opposées, égales à l’effort développé dans le tirant 
(fig. 40.3,b). Les équations d'équilibre nous fourniront les valeurs 


Fig. 40.3 


des trois réactions d'appui Va, Vr et Hn. Ces équations seront 
indépendantes de la valeur des forces N- qui s’équilibrent mutuelle- 
ment. La valeur de celles-ci pourrait se déduire de l'équilibre des 
moments par rapport à la rotule centrale de toutes les forces exté- 
rieures (y compris l'effort N-) agissant sur la partie gauche (ou droite) 
de l'arc. Les efforts intérieurs, sollicitant les sections transversales 
de l’arc, peuvent être déterminés à l'aide des expressions (1.3) dont 
on peut déduire également l’ordre à suivre pour le tracé des lignes 
d'influence de ces efforts. 


Problème 1. Déterminer les réactions d'appui V4, V3 et H3, l'effort dans 
le tirant Vr et les efforts intérieurs M,, Ok et IV», agissant dans la section k 
d’un arc à tirant surélevé représenté à la fig. 41.3,a, et tracer les lignes d’influen- 
ce correspondantes. La fibre moyenne de cet arc suit une parabole conique 
donnée par l'équation: 


4 
y=+ (l— x) x. 


Solution. La détermination des réactions d'appui s'effectue à l’aide des 


équations d'équilibre de toutes les forces extérieures sollicitant l'arc: 


D'Ma=vau- À — Pb=0; Da EP (DV 520 ; 


D'X——Hn=0. 
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De ces équations on tire : 
3 Pb s) 4.3 
Va=gait-=.5.2124+%=10 t; 
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Pour déterminer l'effort dans le tirant nous nous servirons de l’équilibre 
des moments par rapport à la rotule centrale : 


u L | 
D Mo=rargre-#t 


F4 


—(, 
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d’où 


° 10.12 2:12? 
LL gf\1 C 2 8 
_ SN en 0. set of 
NE (va 2 8 ) D a D eh 
MC;étantile moment fléchissant dans la section C de la poutre de référence 


(fig. 41.3,b). 
Déterminons maintenant l'angle compris entre l’axe des z et la tangente 
à La fibre moyenne de l'arc au droit de la section &: 


dy  d l4f 4f 
enr Dr Ge] U 20); 

4.4 2 

155 (2—28)=— 


POUR AR AGREE 
d’où 
PR —3342", sin pr —0,095, cos Pa = 0,832. 


L'ordonnée y, du centre de gravité de la section 4 est donnée par 


af 4.4 


Pour déterminer les efforts intérieurs, agissant dans cette section, utilisons 
les expressions (1.3): | 
QR — » V = V ae cos Dr —Nr-sin Pa —qrr COS Pr — 10:0,832 — 120,555 — 
€ 


— 2e3:0,832— — 3,38 t ; 


gr} 
Mn= D M=Vartn Nr (nf +4) — À 10-3412 (8—4 +42) — 


qu 


2.32 
a tin ; 


Na= SU =Va-sinqr+Nr-cos pa — qua sin px = 100,555 +-12.0,832— 
g 
—2-3-0,555— 12,20 t. 
Les lignes d'influence des réactions verticales V4 et ! 4 seront les mêmes 
que celles d'un arc à trois rotules ordinaire. Ces lignes d'influence sont repré- 


sentées à la fig. 41.8,c et d. La ligne d'influence de l'effort dans le tirant sera 


tracée en utilisant l’expression qui vient d’être obtenue Nr — “= (fig. 41.3,e). 


Pour le tracé des lignes d'influence de W;, de Q, et de V, nous emploie- 
rons des équations semblables aux expressions (3.3): 


Qn = Qp cos pa — Nr sin px ; 
Ma = My —Nr(yn—f-+d); 
Nr=Q sin + /VT cos pa. 
La fig. 41.3,f et g montre Île tracé de la ligne d'influence de @:, la 
fig. 41,3,h et i, le tracé de :la ligne d’influence de M, et la fig. 41.3,7 et k, le 
tracé de la ligne d'influence de 4. 
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Déterminons à l’aide de ces lignes d’iniluence les valeurs des efforts inté- 
rieurs dans la section À engendrés par les charges indiquées (fig. 41.3,a): 


—0,624.3  0,208.3 0,416.3 0,416 
Qu=2 | 2 F3 2 )— Dr 


4,5.6 
2 


— — 3,33 t; 


MR — . —9 tm ; 


N° Hour 0,4854-0,5551,526 y 1, a 


À 
; 3) EN AR CI 


On voit que les valeurs obtenues coïncident exactement avec celles pré- 
cédemment trouvées par une autre méthode. 


Passons maintenant à l'étude des portiques à trois rotules. 
La détermination de leurs réactions d’ appui est exactement sem- 
blable à celle. des réactions d'un arc à trois rotules. Quant aux 
efforts intérieurs et au tracé des lignes d'influence de ces efforts, 
ils peuvent être également traités par des méthodes analogues (ana- 
lytiques et graphiques) à celles utilisées pour le calcul des arcs 
ordinaires. Une exception doit être faite pour les lignes d'influence 
des moments fléchissants et des efforts tranchants agissant dans les 
éléments verticaux (si le système en est pourvu), ces lignes d’influen- 
ce ne pouvant pas être obtenues par la méthode des points neutres. 
Toutefois, cette méthode reste valable pour le tracé des lignes 
d'influence des 7, et des Q, relatives aux barres inclinées, ainsi 
que pour le tracé des lignes d'influence des N, indépendamment 
de la position de l'élément. 


Problème 2. Déterminer les réactions d'appui et les efforts intérieurs 
dans deux sections transversales m et n, choisies dans les montants d’un portique 
à trois rotules représenté à la fig. 42.3,a et tracer les lignes d'influence de 
ces efforts pour la section m. . 

Solution. Les réactions d'appui se détermineront comme d'ordinaire 

à l’aide des équations d'équilibre : 


D Ma Pi4+ Ps3—Vp4—=0 : 
D Mp=Pad—Pr1+Va4=0; 
D'Mc=Va2—Ha4=0; 

8 

DX=Pi+H4—Hp=0. 


Ces équations nous donnent : 


Vy= LS Rrs LEETÈS 425 t: 
Vas ER : EE — —1,95t; 
RANCE 625 t: 


Hp—=PitHa—2—0,625-—1,375 t,. 
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Procédons à la détermination des efforts intérieurs agissant dans les sec- 
tions des montants mentionnées (on considérera l’extrémité inférieure du montant 
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Fig. 42.3 


La droite ab ainsi obtenue 


comme celle de gauche): 

Om—= —H 1 —0,625 t; 
Mn = —H i°2— 
—0,625.2— 1,25 tm; 
Nm=Va—=—1,25 t; 

Qn = —VgC08 Pn-+H8sin pr — 
= —4,25.0,242-1 1,375: 0,968— 
= 0,304 t ; 
Mn=Vp0,9—Hp.2—4,28.0,5 — 
—1,375.2,0— —0,625 tm, 
Nn=Vp:sin n + HB:'C0S Pr — 
—4,25.0,968+-1,375.0,242 — 4,45 t. 


Les lignes d'influence des ré- 
actions d'appui V4, Ve et Ha = 
— H4— H sont représentées à la 
fig. 42.3,b, €, d. On remarque 
qu'elles ne diffèrent en rien de 
celles d’un arc ordinaire à trois 
rotules représentées à la fig. 24.3. 

Les lignes d'influence de @,, 
Mn et Ny ont été tracées à l’aide 
des expressions : 


Om — —H 1; Mn —HÀ1°2 


comme indiqué à la fig. 42.3,e,f 
et g. 

“ La ligne d'influence de #W,, 
aurait pu être tracée également par 
la méthode du point neutre (voir 
fig. 34.3,c) qui se trouverait dans 
le cas considéré directement au- 
dessus de l'appui droit B. On com- 
mencerait en portant la valeur de 
sin Om» — 1 sur la verticale passant 
par l'appui gauche À (fig. 42.3,g) 
que l’on connecterait ensuite avec 
la projection du point neutre, 
c'est-à-dire avec le point d’ordon- 
née nulle au droit de l'appui B. 


correspondrait à la position des char- 


ges à droite de la section m, la partie de cette ligne correspondant 
aux charges situées à gauche de cette section se confondant avec la verticale ac. 


CHAPITRE 4 


POUTRES EN TREILLIS 


$ 1.4. Généralités et classification 


Les systèmes articulés où en treillis sont des assemblages de barres 
généralement rectilignes, ces assemblages restant géométriquement 
invariables même si tous leurs nœuds rigides étaient remplacés 
par des joints articulés. Quand toutes les barres d’un tel système 
se trouvent dans un même plan, on dit qu'on a affaire à une poutre 
en treillis. Généralement les poutres en treillis remplissent les 
mêmes fonctions que les poutres à âme pleine, mais leurs portées 
sont beaucoup plus grandes. Les poutres à âme pleine (en L, en H 
ou autres) deviennent dans ces conditions peu économiques, car 
l’utilisation du matériau formant l'âme est toujours incomplète. 
On peut facilement s’en rendre compte en examinant l'épure des 
tensions normales dans les sections transversales d'une telle poutre, 
représentée à La fig. 1.4. En outre, quand la hauteur de l'âme devient 
considérable, il faut se garder contre son voilement, ce qui requiert 
une dépense de métal supplémentaire. Par conséquent, les poutres 
à âme pleine de grande portée sont presque toujours remplacées 
par des poutres en treillis, dont toutes les barres travaillent en 
compression ou extension directe, pourvu que les charges soient 
appliquées aux nœuds. Ceci permet une bien meilleure utilisation 
du matériau employé pour la construction de ces poutres, car les 
épures des tensions normales deviennent partout pratiquement 
rectangulaires. Pour cette raison, une poutre en treillis est toujours plus 
légère qu'une poutre à âmepleine de même portée et de même hauteur. 
La fig. 2.4 fournit un exemple d’une poutre en treillis à joints rivetés. 

Dans la pratique courante on utilise également des systèmes 
articulés tridimensionnels. La fig. 3.4 représente un tel système, 
dont l’étude peut cependant se réduire au calcul de plusieurs poutres 
en treillis planes. 

La distance entre les axes des appuis d’une poutre en treillis 
(fig. 4.4,a) est appelée sa portée. Les barres qui en forment le péri- 
mètre extérieur sont appelées barres de membrure ou membrure 
tout court (on distingue la membrure supérieure et la membrure 
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inférieure), tandis que les barres qui réunissent les membrures 
forment le treillis proprement dit. Les barres de treillis verticales 
sont appelées les montants et les barres inclinées, les diagonales. 


Fpuré 
des tensions 
normales 


Fig, 1.4 Fig. 2.4 


La distance entre les deux nœuds voisins d'une membrure quelcon- 
qué. (généralement de la membrure horizontale) constitue un pan- 
neau. 


Les poutres en treillis peuvent être classifiées: a) d’après la 
configuration des membrures, b} d’après la forme du treillis, 
c) d’après leur mode d'appui, d) d'après leur destination et 
e) d’après le niveau de la voie de roulement, 
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PanreQu 


+ Membrure inférieure 


Membrure 
superieure 


U, 
D. 


te 


Fig. 4.4 


Fig. 6.4 


Fig. 5.4 


Ainsi d'après la configuration des membrures on distingue les 
poutres en treillis à membrures parallèles (fig. 4.4,a) et à membrures 
polygonales ; parmi ces dernières on compte les poutres en treillis 
à membrure supérieure parabolique (fig. 4.4,b) et triangulaire 
(fig. 4.4,c). 

D'après La forme du treillis on distingue les poutres avec treillis 
en V (fig. 5.4,a), avec treillis en W (fig. 5.4,b) ou en N renversé, 
avec treillis en À ou en Æ renversé (fig. 5.4,c), avec treillis rnombique 
(fig. 5.4,d), avec treillis double (fig. 5.4,e) et avec treillis multiple 
(fig. 5.4,f). 

Le mode d’appui permet de distinguer les poutres en treillis 
simplement appuyées (fig. 6.4,a}), les poutres en treillis formant con- 
sole (fig. 6.4,b) et les poutres en treillis à encorbellement, autrement 
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dites poutres cantilever (fig. 6.4,c et d). On rencontre également des 
arcs en treillis, dont deux variantes (à deux rotules et encastrés) sont 
représentées à la fig. 6.4,e et f. 

Les poutres en treillis peuvent être destinées à supporter les 
toitures (fig. 7.4,a), à constituer les éléments des grues (fig. 7.4,b) 
ou des pylônes (fig. 7.4,c), ou à porter les tabliers des ponts 
(fig. 0.4), etc. ; 

Dans la construction des ponts on distingue les poutres en treillis 
à voie inférieure (fig. 8.4,a), à voie supérieure (fig. 8.4,b) et à voie 
intermédiaire (fig. 8.4,c). 


$ 2.4. Détermination analytique des efforts intérieurs dans 
les éléments des poutres en treillis simples 


Nous avons déjà vu que les systèmes, formés par l’adjonction 
successive d'un nombre quelconque de nœuds à un triangle de base, 
chacun de ces nœuds étant rattaché par deux barres non en ligne 
droite, constituent des systèmes isostatiques et géométriquement 
invariables (voir $ 2.4 et $ 3.1). Nous appellerons de tels systèmes 
poutres en treillis simples. 

Au $ 9.1 il a été montré que pour chaque poutre en 
treillis isostatique on peut écrire 2K équations d'équilibre 
(K étant le nombre de nœuds), ces équations permettant la déter- 
mination de toutes Les réactions d'appui et de tous les efforts nor- 
maux engendrés dans les barres par les charges extérieures. Générale- 
ment, on commence l'étude d’une poutre en treillis par la détermi- 
nation des réactions d'appui. À cette fin on écrit Les trois équations 
d'équilibre relatives au système entier. 
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La détermination des efforts intérieurs s'effectue soit en isolant 
chaque nœud de la poutre, soit en sectionnant cette dernière et en 
considérant l'équilibre de la partie ainsi isolée sous l’action des 
charges extérieures qui y sont directement appliquées et des efforts 
agissant dans les barres sectionnées. Au total, on pourra trouver 
2K—3 équations d'équilibre indépendantes qui permettront de 
calculer les efforts dans toutes les barres. | 

L'ordre dans lequel on isolera les nœuds d’une poutre en treillis 
ou les sections qu'on fera passer à travers cette poutre sera choisi 
de telle façon qu'il n’y ait toujours qu’une seule inconnue dans 


| Point d'ntersectien des baçres 173 et 273 
P " P 
1 


| Point dintersection 1-3 + 
des barres 3 / 
et2-4 7 

B : _ 


———— 


Point d'intersection des barres 2-3 et 274 


Fig. 9.4 


chacune des équations obtenues. On évitera aïnsi la solution de 
systèmes d'équations à plusieurs inconnues, ce qui simplifie tous 
les calculs et permet d'obtenir une précision plus grande. 

Ci-dessous nous exposerons en détail les méthodes de calcul 
permettant la détermination des efforts intérieurs engendrés dans 
chaque élément d'une poutre en treillis, en ne solvant qu'une seule 
équation à une inconnue à la fois. 

La méthode du point opposé. On a recours à cette 
méthode quand on parvient à séparer la poutre en treillis en deux 
parties isolées par une section ne traversant que trois barres, dont 
Les axes s’intersectent en trois points non situés sur une même droite. 
Telle est, par exemple, la section Z-J dela fig. 9.4, à. Le point situé à la 
rencontre de deux barres ainsi sectionnées sera appelé le point 
opposé par rapport à la troisième barre (fig. 9.4,b). | 

Si maintenant on écrit l'équation des moments de toutes les 
forces (tant extérieures qu'intérieures) agissant sur la partie isolée 
de la poutre par rapport à l’un des trois points opposés, on obtiendra 
une équation avec une seule inconnue, cette inconnue étant l'effort 
intérieur agissant dans la barre dont l’axe ne passe pas par le point 
opposé considéré. 

Nous voyons donc que pour déterminer l'effort dans une barre 
quelconque il faut trouver une section qui couperait la poutre en 
deux, en traversant non seulement la barre considérée mais aussi 
deux autres barres dont le point d'intersection ne se trouve pas 
sur l’axe de la première. L'équation des moments par rapport à ce 
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point, que nous avons appelé point opposé, nous donnera immédiate- 
ment la valeur de l'effort demandé, 

En composant les équations d'équilibre, on présume que les 
efforts agissant dans toutes les barres sont positifs, c’est-à-dire 
que ce sont des efforts d’extension dirigés des nœuds vers le centre 
des barres. Si la solution d'une équation quelconque fournit un 
effort négatif, cela veut dire qu'en réalité la barre est soumise 
à un effort de compression qui est dirigé vers le nœud. 


Fig. 10.4 


Examinons maintenant quelques exemples qui permettront 
d’élucider complètement la méthode du point opposé. 

Nous conviendrons de désigner par la lettre © les efforts dans 
la membrure supérieure, par la lettre U ceux dans la membrure 
inférieure, par la.lettre D ceux dans les diagonales et enfin par la 
lettre V ceux dans les montants, Un indice composé de deux chiffres 
apposés en bas de ces lettres indiquera les numéros des nœuds 
auxquels la barre en considération aboutit. 

Examinons la poutre en treillis représentée à La fig. 10.4,a. 
Admettons qu'il s’agit de trouver l’effort agissant dans la barre 
3-5 de la membrure inférieure. À cette fin prenons la section 7-7 
qui traverse la barre en question ainsi que les barres 3-4 et 2-4. 
Supprimons maintenant l’une des deux: parties de la poutre en 
treillis et considérons l'équilibre de la partie restante. 

Notons qu'il est toujours plus simple d'étudier l’équilibre de 
celle des deux parties qui est sollicitée par un nombre plus réduit 
de forces extérieures (réaction d'appui y comprise) et par conséquent, 
c'est la partie gauche que nous retiendrons dans notre exemple. 
Cette partie doit rester en équilibre sous l’action de la réaction À, 
de la charge P, et des efforts intérieurs O2,, D:, et Ua agissant dans 
les éléments sectionnés. Ces efforts remplacent la pression exercée 
par la partie droite de la poutre que nous avons conventionnelle- 
ment éliminée (fig. 10.4,b). | 

L’équation qui nous fournira l'effort demandé V;;, sera l'équation 
des moments de toutes les forces agissant sur la partie gauche de 
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la poutre par rapport au point opposé à la barre 3-5, c'est-à-dire 
par rapport au point 4. Cette équation s'écrit : 


DM, = Aa, — Pipi — Ussh = 0 
d'où 
Aa, — P MS 
Us = A = 


Dans ces expressions k est le bras de levier de l'effort Us par 
rapport au point opposé 4, égal dans ce cas particulier à la hauteur 
de la poutre, et M est le moment de toutes les forces extérieures 
(y compris la réaction d'appui) appliquées à la partie gauche de la 
poutre par rapport au nœud 4. Ce moment est égal au moment 


Fig. 11.4 


fléchissant engendré par les mêmes forces dans une section de même 
abscisse d’une poutre à âme pleine de même portée, que nous appelle- 
rons comme dans le chapitre précédent poutre de référence.. 

En effet, en examinant la fig. 11.4 on s'aperçoit immédiatement 

que le moment fléchissant dans la section transversale de la poutre 
de référence correspondant au point opposé sera égal au moment 
des forces extérieures appliquées à la partie gauche de la poutre en 
treillis par rapport au même point. On peut donc dire que l'effort 
Us agissant dans la barre de la membrure inférieure d’une pouire 
en treillis est égal au quotient du moment jléchissant M9 agissant dans 
la section correspondante au point opposé de la poutre de référence 
par le bras de levier h. 
Le moment fléchissant sollicitant une section quelconque 
de la poutre de référence soumise à des charges dirigées de ‘haut 
en bas étant toujours positif, l'effort U:5 le sera également. Cette 
barre sera par conséquent toujours tendue. Il en sera de même pour 
toutes les autres barres de la membrure inférieure. 

Passons maintenant à la détermination de l'effort dans la barre 
2-4 de la membrure supérieure. Pour cela exprimons que la somme 
des moments de toutes Les forces agissant sur la partie gauche de la 
poutre par rapport au point opposé à la barre 2-4 (point 3 de la 
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fig. 10.4,b) est égale à zéro: 
D'M;=Ad—P,5 + Our =0 
d'où 
Ad— Pi M 
r 


Ou = — 


Le numérateur de l'expression obtenue, que nous avons désigné 
par M°, est encore une fois égal au moment fléchissant agissant 
dans la section transversale de la poutre de référence (fig. 11.4) 
dont l’abscisse est égale à d. Ce moment étant toujours positif pour 
le système de charges donné et le signe moins précédant la partie 
droite de l'équation obtenue, l'effort O2, sera négatif. Ceci indique 
que l’élément 2-4 est comprimé. 

On démontre facilement par un raisonnement analogue que tous 
les éléments de la membrure supérieure d’une poutre en treillis 
sollicitée par des charges agissant de haut en bas travailleront 
toujours en compression. 

Pour déterminer l'effort D:, développé dans la diagonale 3-4, 
écrivons l'équation des moments de toutes les forces par rapport au 
point d'intersection 4 des barres 2-4 et 3-5 (fig. 10.4,b): 


S M: — Aa + P, (a+) — Dairr — 0 


d’où 


rR TR 

Ainsi, quand on utilise la méthode du point opposé, la grandeur 

de l'effort agissant dans un élément quelconque de la poutre en treillis 
s'exprime toujours par une expression du type 


moment des forces extérieures M 
N = = — REA (1.4) 
bras de levier r 


Dans cette expression M est le moment de toutes les forces 
extérieures agissant sur la partie sectionnée de la poutre en treillis 
par rapport au point opposé et r, le bras de levier de l'effort recherché 
par rapport au même point. 

La méthode du point opposé peut s'appliquer également dans 
le cas de poutres en treillis de configuration plus compliquée mais 
qui restent toutefois dans la catégorie des systèmes simples. Tel 
est le cas, par exemple, de la poutre en À représentée à la fig. 12.4. 
En effet, en faisant passer la section Z-7 et en écrivant que la somme 
des moments de toutes les forces agissant sur la partie située à gauche 
de cette section (fig. 13.4) par rapport au nœud 6 est égale à zéro, 
on obtiendra de nouveau une équation avec une seule inconnue. 
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Ce résultat a pu être obtenu parce que trois des quatre barres section- 
nées concourent au nœud 6. L'équation mentionnée nous fournira 
immédiatement l'effort agissant dans la quatrième barre 4-7 : 


DIM = Ad + Oyrh = 0 
d’où 


Pour la détermination de l'effort L/;9 dans un élément de la 
membrure inférieure prenons la summe des moments par rapport 
au point 4 (fig. 13.4): 


DM, = Ad —Ugoh = 0 

d’où : 
__ Ad Mi 
Der re 

_ La fig. 14.4 représente une poutre en treillis encore plus compli- 
quée, mais toujours appartenant aux systèmes simples. Les efforts 
agissant dans les membrures de cette poutre peuvent être également 
déterminés par la méthode du point opposé. 


Fig. 12.4 Fig. 13.4 


En effet, prenons la section 7-7 qui traverse la barre 7-9 ainsi 
que cinq autres barres toutes convergeantes au même nœud Z0. 
Ecrivons l'équation des moments de toutes les forces agissant sur 
la partie gauche de la poutre par rapport à ce point (fig. 15.4): 

> Mio = A:4d—4P.2,5 + Ozgh = 0 
d’où 
4Ad—10Pà 
O9 —— ce . 

Appliquons maintenant cette même méthode à une poutre en 

treillis très particulière qui fut proposée par l'éminent ingénieur 
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russe V. Choukhov pour la couverture d'un bâtiment de grande 
portée à Moscou (fig. 16.4). Cette poutre n'appartient plus à la 
catégorie de systèmes simples, mais la méthode exposée ci-dessus 
reste encore applicable. — ; 
On se rend compte facilement que le système envisagé est géo- 
métriquement invariable, puisqu'il comprend deux triangles de 


Fig. 14.4 Fig. 15.4 


base 1-4-5 et 2-3-6 reliés ensemble à l'aide de trois barres 1-2, 3-4 
et 5-6 dont les axes sont non concourants. Cette poutre est isosta- 


Fig. 16.4 Fig. 17.4 


tique, car le nombre de ses barres $S satisfait à la condition S — 
—2K—3 qui, dans le cas considéré, se réduit à 9—2-6—3, c'est-à- 
dire 9—9. | 
L'intérêt que présente cette poutre réside dans le fait qu'il est 
impossible de trouver une section qui ne traverserait que trois 
barres ou un nombre de barres plus grand de manière que toutes, 
à l'exception d'une seule, soient concourantes. 

Pour résoudre le problème on aura recours à l'artifice suivant : 
on choisira une section en contour fermé r-s-t, qui traverserait les bar- 
res 1-2,3-4 et 5-6 une seule fois et les barres 7-4 et 1-5 deux fois. 

À Ia fig. 17.4 on voit que Les efforts agissant dans les barres 7-4 
et 1-5 s’équilibrent mutuellement et par conséquent disparaîtront 
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des équations d'équilibre. Il ne nous restera que trois inconnues 

O1, Os et Os qui pourront être facilement déterminées par la mé- 
thode du point opposé. 

- En effet, pour trouver l'effort dans 
la barre Z 9 égalons à zéro la somme 
de tous les moments des forces agis- 
sant sur la partie de la poutre située 
à l’intérieur du contour r-s-t par rap- 
port au point d'intersection des barres 
3-4 et 5-6, c'est-à-dire par rapport 
au point k;, (fig. 17.4): 


D My = — Ours — Pp— Bby = 0 
d'où 


K 
2 Fa 


Fig. 18.4 Bby + Pp 


TR 


On = — 


L'effort dans la barre 3-4 sera fourni par l'équation des moments 
pris par rapport au point k: de la fig. 18.4, et celui dans la barre 6-5 
par l'équation des moments par rapport au point k, de la fig. 18.4. 

Ainsi nous aurons déterminé les efforts O1, Ou et O5 à l’aide 
de trois équations indépendantes, chacune ne contenant qu’une 
seule inconnue. 

Les efforts dans toutes les autres barres se détermineront aisément 
par des sections coupant un nombre quelconque d'éléments, pourvu 
que parmi ces éléments trois au plus soient sollicités par des efforts 
encore inconnus. 

Les exemples considérés permettent de tirer les conclusions 
suivantes. 

La méthode du point opposé est bien adaptée à l'étude des pouires 
en treillis quand on peut trouver une section traversant la barre en 
question ainsi qu'un nombre quelconque de barres supplémentaires, 
pourvu que ces dernières concourent toutes en un seul et même point, 
ce point ne se trouvant pas sur l'axe de la barre étudiée. 

Cette même méthode peut être employée quand la section traverse 
plus de irois barres, pourvu que les efforts dans toutes les barres, sauf 
les trois, soient déjà connus. 

Finalement, cette méthode peut être employée pour l'étude des 
. poutres en treillis compliquées toutes les fois qu’une section pourrait 
traverser trois barres une seule fois et un nombre quelconque de 
barres supplémentaires deux fois. 

La méthode des projections. Cette méthode 
s'emploie essentiellement dans les deux cas suivants: 

1) quand deux des trois barres d'une poutre en treillis traversées 
par une section sont parallèles, rendant ainsi la méthode du point 
opposé inapplicable ; 
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2) quand on considère l’équilibre de chaque nœud séparément. 

Procédons à la détermination des efforts dans les barres du 
treillis de la poutre représentée à la fig. 19.4. 

Afin de trouver l'effort V;, prenons une section 7-7 traversant 
les barres de membrure 4-6 et 5-7. Le parallélisme de ces deux 


barres rend inapplicable la méthode du point opposé, le point 
correspondant à la barre 5-6 étant rejeté à l'infini. La solution du 
problème sera fournie par la projection sur la verticale de toutes 
les forces agissant sur la partie gauche de la poutre (fig. 20.4). 


Fig. 20.4 Fig. 21.4 


L'équation exprimant que la somme des projections de ces forces 
“est nulle ne contiendra pas les efforts dans les barres de membrure, 
celles-ci étant normales à la verticale: 


DY—=A—P+Vie=0 
d’où 

V8 = —(4—P)— —0Q, 
Q représentant l'effort tranchant dans la section correspondante 
de la poutre de référence. 


Pour trouver l'effort D; on prendra la section 77-11 (voir 
fig. 19.4) et on écrira encore une fois l'équation d'équilibre des 
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projections verticales de toutes les forces agissant sur la partie 
gauche de la poutre (fig. 21.4): 
DY—-A-P-P—Dsina—0 
d’où 
A—2P _ Q 
sinœ  sinœ 


Des — 


Dans cette expression Q — (4 — 2P) a la même signitication 
que dans l'expression précédente. 
Si l’on applique la méthode des projections successivement 
à tous les nœuds d’une poutre en treillis simple, on obtiendra les 


Fig. 22.4 Fig. 23.4 


efforts intérieurs dans toutes les barres. L'opération doit débuter 
à un nœud formé par deux barres seulement. 

Prenons comme exemple la poutre triangulaire représentée à la 
fig. 22.4 et tâchons de déterminer les efforts dans les barres 1-2, 
1-3, 2-3 et 8-5. Nous commencerons en isolant le nœud d'appui 
gauche et en exprimant que ce nœud doit être en équilibre (fig. 23.4). 

Afin de déterminer l’effort O:2 projetons toutes les forces appli- 
quées à ce nœud sur un axe perpendiculaire à La direction de la 
barre 7-8, c'est-à-dire sur l'axe des ordonnées : 


D Y=A+Opsinu=0 
d’où 
A 
_sina” 


Os = 


. # # . ? e r « P 
Dans le cas envisagé la réaction d'appui À est égale à z et, 


par conséquent, 
P 
nine 2sina' 
Pour déterminer l'effort U/,,0n devra projeter toutes Les forces solli- 
citant le nœud d'appui sur un axe perpendiculaire à la barre 1-2, 


ER 


c'est-à-dire sur l’axe y, de la fig. 23.4: 


D Y1= Acosa—U;;sinæ—0 
d’où 
Acos &@ 
Sin & 


Uis = 


P 
= 5 Cig œ. 


Notons que le même résultat pourrait être obtenu en projetant 
toutes les forces sur l’axe des abscisses, une fois l’effort dans la 
barre 1-2 est connu. En effet, 

D X = Us + Ou cos a — 0 
d’où 
U,3 — — 0, cos «à. 
En substituant dans cette dernière 


expression la valeur de O2 trouvée pré- 
cédemment on obtient : 


P P 
U,3 — Togna tosa—--cig a. 


Fig. 24.4 


Procédons maïntenant à la détermination des efforts dans les 
barres 3-2 et 3-5. Ces efforts seront obtenus en isolant le nœud 8 et 
en exprimant que ce nœud est en équilibre (fig. 24.4). 

La somme des projections horizontales de toutes les forces agis- 
sant sur ce nœud s'écrit : 


DxX= — Us + Uzs = 0 


d’où.(étant donné que Us et U,, ne représentent qu’un seul et même 
effort agissant dans la barre 2-3) nous obtenons: 


P 
Ü3s = U,3 LÉ: -Ctg CH. 


La somme des projections verticales des mêmes forces donne : 
> Y — Va — 0. 


L'’effort dans la barre 3-2 resterait nul même si cette barre n’était 
pas perpendiculaire aux barres de la membrure inférieure 7-3 et 3-5. 

On voit donc que si trois barres, dont deux sont en alignement, 
concourent en un seul et même nœud, les efforts dans les deux dernières 
barres sont égaux en valeur el en signe et l'effort dans la troisième 
barre reste nul pour autant qu aucune charge extérieure n'est appliquée 
au nœud considéré. 

Les efforts dans les barres 2-4 et 2-5 peuvent être déterminés 
maintenant en considérant l'équilibre du nœud 2, car les efforts 
O1 et Vs (ou O2 et V32) sont déjà connus. 

Ainsi, quand on fait Le calcul d’une poutre en treillis en isolant 
successivement chaque nœud, les efforts dans les barres plus éloi- 
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gnées du premier nœud ne peuvent être trouvés qu'après la détermina- 
tion des efforts dans les barres qui y sont plus rapprochées. Par 
conséquent, une erreur accidentelle dans la détermination de l’un 
des efforts se répercutera sur tous les efforts déterminés ensuite. 
Un autre inconvénient de cette méthode réside dans le fait que 
toutes les équations d'équilibre contiennent des fonctions trigono- 
métriques, ce qui complique quelque peu les calculs. 

Notons que quand deux barres seulement se rencontrent en un nœud, 
les efforts dans ces deux barres resteront nuls aussi longtemps qu'aucune 


Fig. 25.4 Fig. 26.4 


Jorce extérieure ne sera appliquée directement à ce nœud. Pour le prou- 
ver examinons l'équilibre du nœud 7 de la poutre représentée à 
la fig. 25.4. En projetant toutes les forces agissant sur ce nœud 
(préalablement isolé) sur les axes des coordonnées on obtient 
(fig. 26.4): | 
D Y=Opsina—0 
et 
DIX = O5 cos a + Us — 0 
d’où 
On = Us = 0. 


Dans les calculs pratiques on utilise généralement tant la méthode 
du point opposé que la méthode des projections, choisissant celle 
qui convient le mieux pour la détermination de l'effort dans chaque 
barre donnée. 


Problème 1. Déterminer lesefforts dans les barres 4-6, 3-6 et 7-8 de la poutre 
en treillis formant console représentée à la fig. 27.4. | 

Solution. Pour trouver ces efforts, on prend les sections indiquées à la 
fig. 27.4 et on considère l'équilibre du tronçon de poutre situé à gauche de 
ces sections. Tous les calculs peuvent s'effectuer comme indiqué au tableau 1.4. 
La colonne 3 de ce tableau contient les croquis des tronçons isolés, les autres 
colonnes contenant les équations appropriées et leur solution. 

Problème 2. Calculer les efforts dans toutes les barres des poutres en treillis 
représentées aux fig. 28.4, 29.4, 30.4 et 31.4et tracer les épures correspondan- 
Toutes ces poutres ont la même portée et sont sollicitées par les mêmes 
charges. 
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Solution. Toutes les épures obtenues par le calcul sont représentées aux 
fig. 32.4, 33.4, 84.4, et 35.4. La largeur de chaque épure est proportionnelle 
à l’etfort agissant dans la barre correspondante. Les épures des efforts positifs 
(extensions) sont laissées sans hachures, tandis que les épures des efforts néga- 
tifs (compressions) sont hachurées normalement à la direction de l’élément. 
considéré. La valeur des efforts indiqués sur les épures est donnée en tonnes. 

Les calculs effectués pour la poutre de la fig. 30.4 sont rassemblés au 
tableau 2.4. | 

En comparant les efforts produits dans les barres de trois poutres de même 
portée, ayant le même type du treillis et soumises aux mêmes charges (fig. 32.4, 
33.4 et 34.4), on s'aperçoit que c'est la poutre triangulaire qui est la moins 
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Fig. 36.4 


économique. En effet, la surface totale des épures de tous les efforts de cette 
poutre est plus grande .que celle de chacune des deux autres, et par suite cette 
poutre sera la plus lourde des trois. 

Problème 3. Déterminer les efforts dans les barres d'une poutre en treillis 
en À à membrures parallèles, représentée à la fig. 36.4,a. 

S'olution. Isolons l’un quelconque des nœuds où les deux demi-diagonales 
se raccordent au montant et prenons la projection horizontale de tous les efforts 
agissant sur ce nœud (fig. 36.4,b): 

D X = D cos a+ D’ cos &'—0 
d'où 
D cos a — — D’ cos &’, 


& et &’ étant les angles formés par les demi-diagonales avec l’horizontale. Si ces 
deux angles étaient égaux, on aurait: 
D=—D", 
indiquant que les efforts dans les demi-diagonales d'un même panneau sont 
égaux en valeur absolue, mais de signe contraire. 
Le reste des calculs est omis vu leur simplicité; les résultats obtenus sont 
représentés sur l’épure des efforts de La fig. 37.4. 


Un certain nombre de poutres en treillis est représenté à la 
fig. 98.4. Le lecteur est invité à démontrer que les efforts dans les 
barres marquées par un trait transversal resteront nuls pour chacune 
de ces poutres sous l'effet des charges données. 
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$ 3.4. Calcul graphique des efforts agissant dans 
les barres des poutres en treillis simples 


Nous avons montré plus haut qu'il est possible de déterminer 
analytiquement les efforts dans toutes les barres d'une poutre en 
treillis simple, en isolant successivement chacun de ses nœuds et en 
considérant l'équilibre de chacun. Les calculs doivent être toujours 
commencés par un nœud formé par la rencontre de deux barres 
seulement. Notons qu'une poutre en treillis simple contiendra 
toujours au moins un nœud de ce type. 

Ci-dessous nous étudierons une des méthodes graphiques per- 
mettant le calcul des poutres en treillis simples. Cette méthode 
repose sur la décomposition des forces suivant deux directions don- 
nées. Les calculs sont à effectuer dans l’ordre suivant. 

On choïsit le nœud de raccordement de deux barres seulement 
et on y décompose la force appliquée suivant les directions des deux 
barres. Cela donne immédiatement les efforts produits par cette 
force dans ces barres. On peut procéder à cette décomposition soit 
par la méthode du parallélogramme des forces, soit par celle du 
polygone des forces qui, dans le cas envisagé, se réduit à un triangle 
fermé, le nœud étant en équilibre. On passe ensuite au nœud adja- 
cent et on y répète le tracé précité. À cette fin on trouve la résul- 
tante de l'effort obtenu précédemment pour l’une des barres qui 
y aboutissent et de la charge extérieure, et on décompose cette 
résultante suivant la direction des deux autres barres, les efforts 
dans lesquelles restent encore inconnus. 

En passant ainsi successivement de nœud à nœud on trouvera 
les efforts dans toutes les barres. 

_ Prenons comme exemple la poutre en treillis de la fig. 39.4, 
sollicitée par trois charges verticales appliquées aux nœuds de Ia 
membrure supérieure. Les réactions d'appui peuvent se calculer soit 
analytiquement, soit graphiquement. 

La fig. 40.4,a représente cette même poutre, ses appuis étant 
remplacés par les réactions correspondantes. On commencera la 
détermination des efforts engendrés dans les barres en considérant 
l'équilibre du nœud d’appui gauche, formé par la rencontre des 
barres 1-2 et 1-3. Ce nœud (fig. 40.4,b) est sollicité par la réaction 


d'appui À = et les efforts intérieurs O2 et U:. Construisons le 


polygone des forces pour ce nœud, ce polygone se réduisant, comme 
déjà mentionné, à un triangle. À cette fin: 

4. Portons à l'échelle choisie la valeur de la réaction d'appui 
sur une ligne parallèle à sa direction, c'est-à-dire sur une verticale; 

2. Par les deux extrémités du vecteur ainsi obtenu traçons 
des droites parallèles aux directions des efforts O2 et U;,, jusqu'à 
leur intersection au point c. Le triangle ainsi obtenu (fig. 40.4,c) 
constitue le polygone des forces cherché. 
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Fig. 40.4. 


À l’aide de ce triangle nous pouvons maintenant déterminer 
directement la valeur et Le sens des efforts dans les barres 7-2 et 7-3. 
Effectivement leur valeur sera donnée par la longueur des vecteurs 
bc et ca, tandis que le sens se déduira de la règle qui stipule que dans 
un polygone des forces tous les vecteurs peuvent être parcourus dans 
le même sens sans rebrousser chemin. Ainsi, partant de la réaction 
d'appui À dirigée de bas en haut, on trouve que l'effort O2 est 
dirigé de b vers c, et l'effort U:3 est dirigé dé c vers a. 

Puisque l'effort O2 dans la barre 1-2 agit vers le nœud, cette 
barre est comprimée. Par contre, l'effort V1; est dirigé de gauche 


Fig. 42.4 


à droite, c’est-à-dire du nœud vers le centre de la barre, ce qui 
indique que cette barre subit une extension. 

Portons maintenant Les efforts trouvés sur le schéma de la poutre 
(fig. 40.4,a). Une flèche dirigée vers le nœud indiquera que la barre 
correspondante est comprimée ; si, par contre, la flèche est dirigée 
vers Le centre de la barre, celle-ci sera tendue. La direction des efforts 
trouvés doit être indiquée également près des nœuds 2 et 3, car on 
en aura besoin quand on étudiera leur équilibre. 

Passons au nœud 2 qui se trouve à l'intersection des barres 2-1, 
2-3 et 2-4. Pour tracer le polygone des forces correspondantes, por- 
tons la valeur de l'effort ©,: sur une droite parallèle à la direction 
de cette barre (fig.-41.4,a). Nous aurons ainsi deux forces connues 
(O:2 et P} et deux efforts inconnus (02, et D23). Ces deux derniers se 
détermineront aisément à l’aide du polygone des forces qui, dans 
le cas envisagé, constitue un quadrilatère fermé (fig. 41.4,b). L’exa- 
men de ce polygone indique que les deux barres 2-4 et 2-3 sont com- 
primées. 

Prenons ensuite le nœud 3, au droit duquel se rencontrent les 
barres 3-1, 3-2, 3-4 et 3-5 (fig. 42.4,a). Seuls Les efforts D4 et Us: 
dans les barres 3-4 et 3-5 restent inconnus. Ces efforts seront trouvés 
encore une fois à l’aide du polygone des forces représenté à la 
fig. 42.4.,b qui indique que les deux barres 3-4 et 3-5 travaillent en 
extension. 

Vu que la poutre en treillis considérée ainsi que le système de 
charges qui y est appliqué sont tous les deux symétriques, la déter- 
mination des eflorts dans la moitié de droite de la poutre devient 
superîflue. 

Nous voyons donc qu'en construisant pour chaque nœud son 
polygone des forces, on peut déterminer les efforts intérieurs dans 
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tous les éléments d’une poutre en treillis isostatique. Chaque effort 
se rencontrera dans ces polygones deux fois, la première fois en 
tant que valeur inconnue et la deuxième en tant que donnée du 
problème. Il est commode de réunir les polygones des forces isolés 
dans un diagramme commun où chaque effort ne se rencontrera 
plus qu’une seule fois. | 

Pour la poutre de la fig. 39.4 une telle juxtaposition des poly- 
gones des forces a été effectuée à La fig. 43.4. Cette juxtaposition est 
rendue possible par le fait que tous les 
vecteurs, constituant chaque polygone 
des forces, ont été portés dans l’ordre 
dans lequel les sollicitations se sui- 
vent, quand on contourne le nœud cor- 
respondant dans le sens des aiguilles 
d’une montre (on pourrait aussi bien 
adopter le sens contraire, mais en pra- 
tique cela ne se fait jamais). Ainsi, si 
nous contournons le nœud Z (voir 
fie. 40.4,a) dans le sens des aiguilles Fig. 43.4 
d’une montre, nous rencontrerons | 
d’abord la réaction d'appui À, suivie de l'effort O:2 et enfin l'ef- 
fort U,4. Pour le nœud 2 à la suite de l'effort O,2 on rencontre la 
charge P, ensuite l’effort O>, et enfin D)2. Le même ordre a été suivi 
lors du tracé des polygones des forces correspondants (voir fig. 40.4,c 
et 41.4,b). 

Pratiquement on trace le diagramme commun, appelé diagramme 
de Crémona, sans recourir aux polygones des forces relatifs à chaque 
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Fig. 44.4 


nœud isolé. La méthode à suivre est expliquée sur l'exemple de 
la poutre en treillis de la fig. 44.4. Il est recommandé d'adopter les 
notations suivantes : Les chiffres et les lettres ne désigneront plus les 
barres séparées, maïs indiqueront des aires délimitées soit par les 
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barres de membrure et de treillis (pour les aires se trouvant à l’inté- 
rieur de la poutre), soit par les barres de membrure et les forces 
extérieures (pour les aires se trouvant en dehors du périmètre de la 
poutre). Ainsi à la fig. 44.4 les aires délimitées par les forces exté- 
rieures sont numérotées en chiffres romains, tandis que les aires 
intérieures (entourées par les barres constituant la poutre) sont 
désignées par des lettres minuscules. Chaque effort intérieur ainsi 
que chaque sollicitation extérieure, y compris les réactions d'appui, 
seront désignés par deux indices correspondant à la notation des deux 
aires dont cet effort ou cette sollicitation constitue la limite. Ainsi 
la réaction d'appui gauche qui constitue la limite entre les aires 771 


Fig. 45.4 


et J sera désignée par Z11-T (mais non 1-T{J, car on suit toujours le 
sens des aiguilles d’une montre). De même, la charge P sera désignée 
par Î-IT et la réaction d'appui droit 27-IJ1. L’effort dans la barre 1-2 
sera désigné par f-a lors du tracé du polygone des forces relatif au 
nœud Z. Ce même effort sera désigné par a-7, quand on passera au 
nœud 2. Ce système de notation permet de se dispenser entièrement 
de la numération des nœuds. 

On commencera le tracé du diagramme de Crémona (ou du Cré- 
mona tout court) en partant du nœud d'appui gauche, constitué par 
la rencontre de deux barres seulement. Sur une verticale on portera 
à l'échelle choisie la réaction d'appui gauche ZZ1-T. Ensuite par les 
points Z et ZII (fig. 45.4) on mènera des parallèles aux directions 
des barres 1-2 et 1-3 dont l'intersection au point a donnera les valeurs 
des efforts Z-a et a-[II. 

Le sens de ces efforts sera trouvé en se souvenant que dans un 
polygone des forces tous les vecteurs se suivent en formant un con- 
tour fermé. Dans le triangle Z71-J-a-TIT on connaît la direction 
de la réaction ZZI-T qui va du point Z77 vers le point 7. Par consé- 
quent, les deux autres vecteurs seront dirigés l’un du point 7 vers 
le point a et l’autre du point a vers le point 7/7. Ayant porté ces 
directions sur le croquis de la poutre en treillis (fig. 44.4), on trou- 
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vera que l'effort Z-a est une compression tandis que l'effort a-77F 
est une extension. 

Passons maintenant au nœud & de la membrure inférieure, ce 
nœud étant sollicité par l'effort Z/1-a qui vient d’être trouvé et 
par deux autres efforts a-b et b-IIT. Pour trouver ces deux efforts 
traçcons par les points 211 et a du diagramme des lignes parallèles 
aux barres b-TIT et a-b. Le point d'intersection de ces deux lignes 
sera désigné par la lettre b. Dans le nouveau polygone des forces 
ITT-a-b-TIT (fig. 45.4) l'effort {71-a est connu tant en valeur qu'en 
direction et, par conséquent, nous trouverons aisément la direction 
des efforts a-b et b-IIT, exactement comme dans le cas précédent. 
En portant une fois de plus la direction de ces efforts sur Le croquis 
de la poutre (voir fig. 44.4) on verra que toutes les barres qui 
aboutissent au nœud 3 travaillent en extension. 

On procédera ensuite au tracé du polygone des forces relatif 
au nœud 2, formé par la rencontre des barres b-a et a-7, dans les- 
quelles les efforts sont connus, et des barres Z7-c et c-b dans les- 
quelles les efforts sont à déterminer. En outre le nœud # supporte 
une charge P. En examinant le diagramme de la fig. 45.4 on s’aper- 
çoit que les efforts b-a et a-1 s’y trouvent déjà. On doit leur ajouter 
la charge 7-71, ce qui s'effectuera en portant du point Z vers le 
bas la valeur de cette charge. 

La résultante des efforts b-a, a-[ et Z-IT est indiquée sur le dia- 
gramme par la ligne en pointillé b-77. En décomposant cette résul- 
tante (fig. 45.4) suivant les directions des barres £-5 et 2-4 on trouvera 
les efforts qui y agissent et qui sont égaux, à l'échelle adoptée, aux 
vecteurs /7-c et c-b. La direction de ces efforts sera déterminée de la 
même façon que précédemment. On voit que l'effort Z/-c est une 
compression et l'effort c-b une extension. Notons que le tracé de la 
résultante b-71 n'est pas indispensable car toutes les opérations 
mentionnées s'effectuent aisément en son absence. 

Passons maintenant au tracé du polygone des forces qui solili- 
citent le nœud 4. Des trois efforts qui agissent sur ce nœud deux 
sont déjà connus et seul l’effort c-Z/7 restant à déterminer. Dans 
un diagramme correctement tracé la droite passant par le point ce 
parallèlement à la direction de la barre 4-8 doit également passer 
par le point 277 ou, en d’autres termes, le diagramme doit se fermer. 
Ceci constitue un moyen de contrôle très efficace de l’exactitude du 
diagramme. 

Le polygone des forces relatif au nœud à de la poutre sera repré- 
senté par Z17-ITT-c-TI. 

Dans le diagramme ainsi obtenu les forces extérieures ont été 
portées dans le même ordre qu'elles ont été rencontrées en parcou- 
rant le périmètre de la poutre dans le sens des aiguilles d’une montre. 
Ce polygone doit être fermé car le système entier est en équilibre. 

On commence d’habitude le tracé du diagramme de Crémona par 
le polygone des sollicitations extérieures (y compris les forces de 
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liaison). Ces sollicitations doivent être portées dans le même ordre 
qu'elles seront rencontrées si l’on se déplaçait le long des membrures 
dans le sens des aiguiiles d’une montre. On procède ensuite à la 
décomposition des efforts agissant sur chaque nœud en partant 
du nœud formé par la rencontre de deux barres seulement. Lors 
de cette décomposition, les efforts sont encore une fois portés sur 
le Crémona dans l’ordre qu'ils sont rencontrés quand on contourni: 
le nœud considéré dans le sens 
des aiguilles d’une montre. 

Le tracé du polygone des for- 
ces relatif à chaque nœud doit 
être commencé en portant sur le 
diagramme les sollicitations con- 
nues de telle sorte que les deux 
efforts inconnus soient tracés en 
dernier lieu. Ainsi, pour le nœud 
représenté à la fig. 46.4,a, on 
commence par la charge P, et on 
termine par les deux efforts in- 
connus À et Ÿ (fig. 46.4,b). 

Fig. 46.4 Chaque effort intérieur agis- 

sant dans une barre entre dans le 

diagramme de Crémona deux fois (une fois pour chacun des deux 
nœuds adjacents) en directions contraires. Pour cette raison il est 
recommandé de ne pas indiquer la direction de ces efforts sur le 
diagramme, celle-ci pouvant être facilement déterminée sans faire 
le parcours du polygone des forces relatif au nœud donné. En effet, 
chaque sollicitation est désignée par deux indices qui se suivent 
dans le même ordre qu'ils seraient rencontrés en contournant le 
nœud dans le sens des aiguilles d’une montre. L'ordre de ces indices 
différera suivant le nœud auquel l'effort considéré sera appliqué. 
Par exemple, si l’on considère l'effort dans la barre 2-3 de la fig. 44.4 
comme étant appliqué au nœud 3, cet effort sera désigné par a-b, 
tandis que si on {’applique au nœud ?, il sera désigné par b-a. Dans 
le polygone des forces de la fig. 45.4 le point a se trouve au-dessous 
du point b; par conséquent, si c’est le nœud inférieur que l’on con- 
sidère, l’effort a-b sera dirigé de bas en haut, c’est-à-dire du nœud 
vers le centre de la barre, indiquant ainsi que cette barre est tendue. 


Problème. On demande de tracer le diagramme de Crémona pour la poutre 
en treillis de la fig. 47.4,a et de déterminer à l’aide de ce diagramme Les efforts 
produits dans chaque barre. 

Solution. Le tracé du diagramme sera effectué en utilisant le système de 
notations décrit plus haut, c'est-à-dire que les aires se trouvant à l’intérieur 
du périmètre de la poutre et délimitées par les barres de treillis seront désignées 
par Les lettres a, b, c, etc., tandis que les aires se trouvant en dehors du périmètre 
dela poutre et séparées par les directions des sollicitations extérieures (les char- 
ges P et les réactions d'appui) seront désignées par 7, T7, III, . .., IX. Nur 
le croquis de la poutre on inscrira ces symboles toujours en suivant le sens des 
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OP 2P 


Fig. 47.4 


aiguilles d’une montre. Ensuite, commençant par la réaction d'appui gauche, 
on construira le polygone des sollicitations extérieures J-71, ..., IX-I 
(fig. 47.4,b) en parcourant le périmètre de la poutre dans le même sens. La réac- 
tion d'appui droit À sera portée en dernier lieu et le polygone des forces doit se 
fermer, tout le système étant en équilibre *. 

Le tracé du diagramme proprement dit sera commencé par le nœud d'appui 
gauche, pour lequel on doit construire un polygone des forces fermé. Les for- 
ces TIX-I et I7-II se trouvent déjà sur le dessin. Leur résultante, dirigée vers le 
haut, est donnée par le vecteur 2X-77, Décomposons ce vecteur suivant les direc- 
tions de la barre de membrure supérieure Z7-a et de celle de la membrure inférieure 
a-TX. À cette Îin, traçons par le point 7/7 une ligne parallèle à Ia barre 77-a et 
par le point ZX une ligne parallèle à la barre ZX-a. Le point a du diagramme se 
trouvera à leur intersection. Pour déterminer le sens des efforts qui viennent 
d'être trouvés, utilisons la règle déjà mentionnée, qui stipule que tous les vec- 
teurs d’un polygone des forces s’enchaînent l’un après l’autre. La réaction ZX-I 
étant dirigée vers le haut et la charge 7-77 vers le bas, l'effort Z7-a devra être 
dirigé de droite à gauche et l'effort «-7X de gauche à droite. En d’autres termes, 
l'effort dans la barre 77-a est dirigé vers le nœud, ce qui veut dire que cette 
barre est comprimée alors que l'effort dans la barre a-7X est dirigé du joint 
vers le centre indiquant que cette barre est tendue. 

On procédera ensuite à la détermination de la position des points 
b,c,d ..., etc., du diagramme. Le point b sera trouvé en traçant par le point a 
unc droite parallèle à la barre «-b et par le point 777 une parallèle à la barre 
ITI-b. De même le point c sera trouvé en traçant par le point b une droite paral- 


* Afin d'éviter toute confusion nous avons porté les réactions d’appui 
IX-I et VITI-IX quelque peu vers la droite des charges extéricures. 
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lèle à la diagonale b-c et par le point ZX une droite parallèle à la barre de mem- 
brure inférieure ZX-c. Le point d se trouvera à l’intersection de la droite paral- 
lèle au montant c-d ct passant par le point c et de Ia droite parallèle à la mem- 
brure supérieure passant par le point 7V. Les autres points du diagramme se 
trouveront d’une façon exactement analogue. On trouvera que les points e 
et f sont confondus, ce qui veut diro que l'effort dans la barre correspondante 
est nul. On pourrait omettre la détermination graphique des points g, k, i et k 
car, par raison de symétrie, les efforts dans les barres de la moitié droite de la 
poutre seront exactement les mêmes que dans les barres correspondantes de la 
moitié gauche. 

Nous avons indiqué sur le diagramme les efforts de compression en traits: 
pleins et les efforts de traction en pointillé. On voit que la membrure inférieure 
et toutes les diagonales sont tendues, tandis que la membrure supérieure et 
les montants sont comprimés. 

Au tableau 3.4 nous avons indiqué les valeurs de tous les efforts engendrés 
dans les barres de la poutre, ces efforts ayant été mesurés directement à l'échelle 
choisie sur le diagramme de Crémona. 


Tableau 3.4 
Membrure supérieure | Membrure inférieure . Montants | Diagonales 
n° de la Effort n° de la Effort | n° de la Effort | n° de la Effort 
barre engendré barre engendré | barre engendré barre engendré 
a-Il —6,85P) a-IX | 6,30 P, a-b |-—1,00P] b-c |1,60 P 
b-IIT | —6,85P| c-IX 9,05 P c-d —1,50P| d-e 1,95 P 
d-IV  —5,40P| e-IX | 3,80 P' e-f 0 f-g 11,95 P 
g-V | —9,40P| f-IX 3,80 P g-k  —1,50 P k-i 1,60 P 
i-VI  —6,85P| h-IX | 5,05 P i-k | —1,00 P 
6,30 P 


k-VII —6,85P| k-IX 


$ 4.4. Calcul des efforts engendrés dans 
les systèmes isostatiques compliqués 


On désignera par le terme système ïisostatique compliqué tout 
système articulé obtenu par remplacement de une ou de plusieurs 
barres d’un système isostatique simple par un même nombre 
d'éléments situés différemment sans toutefois porter préjudice à la 
stabilité géométrique de ce système. Rappelons que par système 
simple on entend un système obtenu par l’adjonction successive 
d’un nombre de nœuds à un triangle articulé de base, chaque nœud 
étant rattaché par deux barres non alignées. | 

En général, le calcul des systèmes isostatiques compliqués exi- 
gera la solution de systèmes d'équation à plusieurs inconnues. 
Cependant les systèmes isostatiques compliqués peuvent être Îré- 
quemment transformés en système simple ou, tout au moins, en 
système dont le calcul n’exige pas la solution de systèmes d'équation à 
plusieurs inconnues, par le remplacement fictif de une ou de plusieurs 
de leurs barres. L’artifice mentionné consiste à éliminer un certain 
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nombre de barres dites barres éliminées et à introduire d’autres barres 
dites barres de remplacement. Le système réellement existant ne 
comprenant pas ces barres de remplacement, on obtient des équa- 
tions supplémentaires exprimant que les efforts dans ces barres 
sont nuls. 

Nous appellerons méthode de remplacement la méthode de calcul 
basée sur l’artifice qui vient d’être décrit. Appliquons cette méthode 
au système articulé de la fig. 48.4,a, sollicité par une charge quel- 
conque P appliquée au nœud 6. On s'aperçoit rapidement que le 
système considéré n'appartient pas à ceux dits simples. Le nombre 
de barres qui se rencontrent à chacun de ses nœuds est égal à trois 


Fig. 48.4 


et, par conséquent, la détermination des efforts soit par la méthode 
du point opposé, soit par la méthode des projections exigera la 
solution de plusieurs équations avec plusieurs inconnues. Cependant, 
ce système peut être transformé en un système simple par le rempla- 
cement d’une seule bàrre. Une des variantes possibles d’un tel 
remplacement (la barre 6-3 étant remplacée par la barre 7-5) est 
représentée à la fig. 48.4,b. L'invariabilité géométrique du nouveau 
système est indubitable, car ce système comprend un triangle arti- 
culé de base 7-5-6 auquel les nœuds Z, 4 et 3 ont été rattachés succes- 
sivement, chacun par deux barres non alignées. Nous désignerons 
le nouveau système par le terme système transformé. L'effort dans 
chaque barre de ce système peut être trouvé par l’une quelconque 
des méthodes exposées précédemment (par exemple en isolant suc- 
cessivement chacun de ses nœuds), sans qu'il soit nécessaire de 
résoudre un système d'équations à plusieurs inconnues. 
Désignons par X l'effort engendré par la charge P dans la barre 
6-3 que l’on se propose d'éliminer dans le système donné. Appli- 
quons les efforts X aux nœuds 3 et 6 du système transformé 
(fig. 48.4,b), ces efforts étant naturellement dirigés suivant la barre 
3-6 (on présume que la barre éliminée travaillait en extension). 
Le système primitif et le système transformé deviendraient 
absolument identiques, si la grandeur de l'effort X était telle que 
sous l’action combinée de cet effort et de la charge 2 l'effort dans 
la barre de remplacement 1-5 se réduirait à zéro. Dans ces conditions 
les efforts dans toutes les barres du système transformé seront exac- 
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tement les mêmes que dans le système primitif. En eïffet, le système 
transiormé sera constitué par les mêmes nœuds que le système 
primitif et en outre, les deux systèmes seront soumis aux mêmes 
charges. Les nœuds 3 et 6 dans les deux systèmes seront également 
soumis à l’action des mêmes efforts À ayant la même direction. 
Si, en plus de cela, l’effort dans la barre de remplacement 1-5 
devenait égal à zéro, aucune différence ne persisterait entre le sys- 
tème primitif et le système transformé. 

En vertu du principe de superposition, l'effort dans un élément 
quelconque ài du système transformé (et aussi du système primitif} 
peut être exprimé par la formule 


Ni=Nip+NixX, (2.4) 
N;h étant l'effort engendré par la charge P dans le système trans- 


formé et W;, le même effort engendré par un effort X égal à l’unité. 

Cette même expression s’appliquera à la barre de remplacement, 
dans laquelle l'effort doit être nul, car cette barre n'existe pas dans 
le système primitif. Désignant cet effort par V, nous pouvons écrire : 


Ne=Nep+NexX =0 
d’où 
Re (3.4) 
ex 

Ayant trouvé la valeur de l'effort X nous pourrons maintenant, 
à l’aide de l'expression (2.4), trouver les efforts dans chacune des 
barres du système primitif. 

Dans certains cas plus compliqués on peut être astreint 
à remplacer deux ou plusieurs barres. Dans cette éventualité la 
méthode de remplacement ne permet pas de se dispenser complète- 
ment de la solution de système d'équations à plusieurs inconnues, 
mais elle permet d'en réduire considérablement le nombre. 

Les efforts résultants dans les barres de remplacement devront 
toujours rester nuls et, par conséquent, les équations suivantes 
devront être satisfaites : 


Ni= Nip + Nu Xi + Nas X2 + Nis X3 +... —0; 
Ni=Nop+ No Xi+ Nos Xe + Nos X3+...—=0; (4.4) 
N3= Nan + Na Xi Na Xo+N3s Xs +... —0.. 

Dans ces expressions Vi, Vo, N:, . .. sont les efforts agissant 
dans la première, deuxième, troisième, etc. barre de remplacement ; 
Xi, Xo, Xa, . . ., etc. les efforts dans les barres fictivement élimi- 
nées qu'on déterminera en résolvant le système d'équations 4.4; 
Nu, Nue Ni ..… etc. les efforts engendrés dans la première 
barre de remplacement par les sollicitations unitaires X, = 1, 
Xa—1,..., etc. ; Nas, Noo, Nos . . . les mêmes efforts engendrés 


dans la deuxième barre de remplacement, et ainsi de suite. 
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En résolvant le système d’equations (4.4) nous pourrons trouver 
les valeurs des efforts X,, X2, X3. 

Dans un système compliqué il n’est pas toujours facile à trouver 
la barre qu'il faudrait remplacer, mais on peut y arriver de la façon 
suivante. Ayant éliminé une barre quelconque du système compliqué, 
on rejettera successivement les nœuds liés chacun avec les deux 
barres qui le rattachent à la partie restante du système. Il est clair 
qu'une telle élimination ne perturbera pas l’invariabilité géométrique 
du système, L'élimination des nœuds sera poursuivie jusqu'à ce 
qu'on -trouve une barre qui n’a pas de liaisons suffisantes avec 
le reste du système. La barre qu'il faudrait introduire pour le 
fixer rigidement constituera la barre de remplacement cherchée. 
Si le système ainsi obtenu n'appartient pas encore à la catégorie des 
systèmes dits simples, il faudrait éliminer encore une barre, ainsi 
qu'un certain nombre de nœuds, chacun avec deux barres qui le 
rattachent, jusqu’au moment où l’on aboutirait à une nouvelle 
barre n'ayant pas de liaisons suffisantes avec Le reste du système. 
Ceci indiquerait la position de la deuxième barre de remplacement. 
On procédera de la même façon jusqu'à convertir le système trans- 
formé en système simple. 


Problème. Trouver par la méthode de remplacement les efforts intérieurs 
produits dans les barres du système compliqué représenté à la fig. 49.4,a, si 
sin à« — 0,6 et sin f — 0,8. 


Fig. 49,4 


Solution. Transformons le système donné en un système simple en rempla- 
çant la barre 3-6 par la barre 1-5 indiquée en pointillé à la fig. 49.4,b. L'effort X 
dans la barre 3-6 fictivement éliminée sera déterminé en égalant à zéro l'effort 
dans la barre de remplacement 7-5: 

a Ni5=Nisp-r NisxÀ = 0 
d'où 
Ni5p 


XZ = —— ‘ 
Nisx 
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Dans cette dernière expression W;5, et N is sont les efforts dans la barre de 
remplacement 7-5 engendrés respectivement par la charge P et l'effort unitai- 
re X —1. 

Les efforts dans toutes les autres barres du système primitif sc détermine- 
ront à l’aide de l'expression 


Ni=Nip+NixX, 


où N;p et N;, sont les efforts dans les barres du système transformé engendrés 
respectivement par la charge P et l'effort X — 1. 


Pour la détermination de W;, et N;, on isolera successivement les joints #, 
2, 4,6 et 5. En procédant ainsi on s'apercevra immédiatement que dans le systè- 
me transformé seules les barres 1-6, 5-6 et 1-5 seront mises on charge par l'effort P, 
tous les autrés éléments du système n’entrant pas en jeu. 


Les valeurs des efforts N;, et N;, trouvées sont indiquées dans les colon- 
nes 2 et 3 du tableau 4.4. Les colonnes 4 et 5 de ce tableau ont été remplies 
après avoir trouvé la valeur de l'effort X dans la barre fictivement éliminée 3-6. 

Les valeurs indiquées dans la colonne 4 ont été obtenues en multipliant 
les valeurs paraissant dans la colonne 2 par l'effort X, et celles de la colonne 5 
en additionnant les valeurs correspondantes des colonnes 3 et 4. 


Tableau 4.4 
: | | Eff ésultant 
mers | fer engendré | tons | BHO engendré A NE PAS 
HAE unitaire X = 1 | la charge P total # | nt 
_ | 2 | | | n | : 
5 | 45 45 
e : = () _ 
2-3 ou 4-3 & | +5 ? #1 À 
1-2 ou 5-4 — À 0 ER = p 
7 7 
5 45 19 
2-5 ou 4-1 + “LP TS 
6) o 49 . 10 
-6 £ Din) = 2 Jeans 
1-6 ou 5-6 G + P +5 À +7 P 
7 3 3 
ET _— — —— ar 
DZ a. jE- 1 0 


————— © > _ 


Remarque: L'’effort X dans la barre 3-6 fictivement éliminée est 
donné par: 


Nisp 3P.24 9 
Ni5% 


X— 
$ 9.4. Répartition des efforts intérieurs dans les barres 
des poutres en treillis de configuration différente 


Au $ 2.4 nous avons présenté les résultats des calculs effectués 
pour les poutres en treillis de configuration différente, mais ayant la 
même portée, la même hauteur, le même nombre de panneaux et solli- 
citées par les mêmes systèmes de charges. Ces résultats, représentés 
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graphiquement aux fig. 32.4, 33.4, 34.4, 35.4 et 37.4, indiquent que 
les efforts dans les barres de membrure de certaines poutres vont en 
croissant des extrémités vers le centre de la portée (voir fig. 32.4, 
35.4 et 37.4), tandis que dans les autres (voir fig. 33.4, 34.4) ils 
vont en décroissant. Il arrive également que pour un même type du 
treillis (même disposition relative des montants et des diagonales) 
les diagonales sont tantôt tendues (voir fig. 32.4), tantôt compri- 
mées (voir fig. 33.4). | 

Dans un grand nombre de cas la loi de variation des eflorts dans 
les barres de membrure, le sens des efforts dans les barres de treillis, 
ainsi qu'un certain nombre d’autres particularités du travail des 
poutres en treillis peuvent être déterminés à priori pratiquement 
sans calculs. 

La fig. 90.4,a, b, c représente trois poutres en treillis à mem- 
brures parallèles qui ne diffèrent que par la position des diagonales. 

Pour trouver le sens des efforts dans toutes les barres de ces 
poutres, créés par une charge uniformément répartie, comparons 
chaque barre à une poutre de référence à âme pleine (fig. 50.4,d), 
dont les épures des moments fléchissants M et des efforts tranchants 
Q sont représentées à la fig. 50.4,e et f. L'épure des M montre que 
dans la poutre de référence les fibres inférieures sont tendues et 
les fibres supérieures comprimées. Par conséquent, les barres des 
membrures inférieures des poutres en treillis seront également ten- 
dues et les barres des membrures supérieures comprimées. Dans la 
poutre de référence le moment fléchissant va en croissant des appuis 
vers le centre de la portée. En même temps Le bras de levier du 
couple, formé par les efforts dans les membrures supérieures et 
inférieures des poutres en treillis, reste constant et égal à leur hau- 
teur À. Par conséquent, les efforts dans ces membrures iront en crois- 
sant des appuis vers le centre de la portée, exactement comme le 
moment fléchissant dans la poutre de référence. 

Prenons une section 7-7 à travers la poutre en treillis et la poutre 
de référence (fig. 90.4,a, b, c et d). Dans cette section l'effort tran- 
chant dans la poutre de référence sera positif (fig. 50.4,f), en d’autres 
termes l’action de la partie gauche de la poutre sur celle de droite 
est dirigée de bas en haut. Donc, la diagonale de la poutre 
en treillis de la fig. 50.4,a sera tendue (fig. 54.4,a), tandis que les 
diagonales des poutres en treillis de la fig. 50.4,b et c seront com- 
primées (fig. 51.4,b et c). Un raisonnement analogue montre que 
toutes les diagonales de la poutre en treillis représentée à La fig. 50.4,a 
subiront une extension, celles de la poutre de la fig. 50.4,b subiront 
une compression, tandis que dans la poutre de la fig. 50.4, les 
diagonales seront tendues et comprimées alternativement. 

La fig. 50.4,/ montre que dans la poutre de référence l'effort 
tranchant va en décroissant des appuis vers le centre de Ïa portée; 
par conséquent, les efforts dans les diagonales des poutres en treillis 
étudiées iront eux aussi en décroissant des appuis vers le milieu. 
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Quand les charges sont appliquées aux nœuds de la membrure 
supérieure de la poutre en treillis représentée à la fig. 50.4,c, les 
montants Z, 3 et 5 seront comprimés, les efforts intérieurs demeurant 
nuls dans les montants 2 et 4. Si, par contre, les charges étaient appli- 
quées aux nœuds de la membrure inférieure, les montants 2 et 4 
deviendraient tendus et les efforts dans les montants Z, 3 et 5 tom- 
beraient à zéro. Ces conclusions peuvent être facilement démontrées 

en examinant l'équilibre des 
nœuds a, b,c, det e de la poutre 
\ considérée. 

Pour déterminer le signe des 
efforts engendrés par une charge 
uniforme dans les montants des 

pe deux poutres en treillis de la fig. 

ù 50.4,a et b, prenons les sections 

ÎITI-IT et examinons l'équilibre 


Fig. 51.4 Fig. 52.4 


des parties de droite de ces poutres (fig. 52.4,a et b). Pour la poutre 
de référence l’effort tranchant Q reste positif tout le long de sa moitié 
gauche (fig. 50.4,f), c'est-à-dire que cet effort sollicite la partie 
droite de la poutre de bas en haut. Donc, les montants de la poutre en 
treillis représentée à la fig. 52.4,a seront comprimés et les montants 
de la poutre en treillis de la fig. 52.4,b tendus. La valeur de ces 
efforts ira en décroissant des appuis vers le centre de la portée tout 
comme l'effort tranchant Q dans la poutre de référence (fig. 50.4,f). 

Toutes les conclusions relatives au travail des différentes barres 
des poutres à membrures parallèles peuvent être confirmées par 
l'examen des épures correspondantes qui ont été données aux fig. 32.4 
et 30.4. 
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Epure des M 


Si les charges extérieures sollicitant les poutres en treillis con- 
sidérées (fig. 90.4,a, b et c) étaient modifiées, les efforts intérieurs 
engendrés dans leurs barres pourraient également changer. Aïnsi, 
si les charges se réduisaient à une charge concentrée unique appliquée 
au centre de la portée, Les épures des efforts.intérieurs dans la poutre 
de référence (fig. 53.4,a) prendraient l'allure indiquée à la fig. 53.4,b 
et c. On y voit que les efforts tranchants restent constants sur toute 
la longueur de la poutre comprise entre l'appui et le point d’appli- 
cation de la charge, ce qui indique que les efforts dans les. 
diagonales et les montants des poutres en treillis resteront également 
constants dans tous les panneaux. 

Quand une poutre à membrures parallèles est soumise à l’action 
de deux charges concentrées, comme indiqué à la fig. 94.4,a, Les 
efforts dans toutes les barres de membrure, à l'exception des efforts 
dans Les deux barres d'extrémité, seront égaux (ce qui se déduit de 
l'épure des moments représentée à la fig. 54.4,b) et Les efforts dans 
les diagonales et dans les montants resteront nuls (car effort tran- 
chant dans la partie correspondante de la poutre de référence est 
égal à zéro, comme indiqué à la fig. 54.4;c). 

Pour les poutres en treillis à membrures non parallèles, telles 
que les poutres triangulaires, paraboliques ou polygonales 
(fig. 00.4,a, b, c), l’analyse préalable des sollicitations intérieures 
devient beaucoup plus compliqué. Si la configuration de La membrure 
supérieure coïncide exactement avec l’épure des moments de flexion 
de la poutre de référence, les efforts de traction dans les barres de la 
membrure inférieure resteront constants sur toute la longueur de la 
poutre, et les efforts de compression dans les barres de la membrure 

COS 
formé par la barre considérée avec l’horizontale. Un cas analogue se 


supérieure seront directement proportionnels à (=) ,@œétant l'angle 
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présentera, par exemple, quand une surcharge uniformément répar- 
tie est appliquée à une poutre en treillis parabolique ou quand une 
charge concentrée P est appliquée à mi-portée d’une poutre en treillis 
triangulaire (à comparer les épures des moments correspondants des 
fig. 50.4,e et 93.4,b avec le tracé des membrures supérieures des 
poutres en treillis représentées à la fig. 55.4,b et a). Dans de tels 
cas les efforts engendrés dans les diagonales restent nuls, tandis que 
l'effort dans chaque montant sera égal à la charge appliquée à son 
extrémité inférieure (si Les charges agissent au niveau de la membrure 


a des M 


P Epure des Q 


Fig. 54.4 Fig. 55.4 


inférieure) ou restera nul quand les charges sont appliquées à la 
membrure supérieure. L'exactitude de ces conclusions est confirmée 
par le calcul d’une poutre parabolique représentée à la fig. 34.4. 

Si les configurations de la poutre en treillis et de l'épure des 
moments de flexion dans la poutre de référence ne sont plus en 
coïncidence, seule la détermination à priori des signes des efforts 
dans les barres des membrures et de la loi de variation de ces efforts 
reste possible, Ainsi la membrure inférieure restera tendue et la 
membrure supérieure comprimée aussi longtemps que les fibres 
inférieures de la poutre de référence travailleront en extension et les 
fibres supérieures en compression. Comme exemple prenons le cas 
d'une poutre triangulaire uniformément chargée sur toute sa lon- 
gueur. L'épure des moments correspondants de la poutre de référence 
est représentée à la fig. 50.4,e. Superposons cette épure sur Le croquis 
de notre poutre comme indiqué à la fig. 56.4, ayant préalablement 
choisi les échelles des moments et des hauteurs de la poutre de façon 
à ce que les ordonnées maximales de l’épure et du croquis de la 
poutre soient rigoureusement les mêmes. À une distance x de l'appui 
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gauche l’ordonnée de l'épure des M vaut: 


0,51—zx\2 L—x 
y == héne —— (5) Ronas — he ATX 12 


tandis que la hauteur de la poutre au même endroit est égale à 


__ max Ar 27 à 
R= Ts 2 = mer : 


Le rapport _. sera donc égal à 


Sale in de à | 


On voit que la valeur de ce rapport décroît de l’appui gauche vers 
le centre de la portée. Par conséquent, les efforts dans les barres des 


£pure des M 


Fig. 56.4 


deux membrures doivent décroître de la même façon. Cette conclu- 
sion est confirmée par l’épure des efforts engendrés dans les barres 
d’une poutre en treillis triangulaire par des charges uniformément 
réparties (voir fig. 33.4). 


$ 6.4. Etude de l’invariabilité géométrique 
des systèmes articulés 


4 Poutres en treillis simples 


Lors de l'étude de la géométrie des systèmes articulés (voir $ 2.1) 
nous avons mentionné que de tels systèmes, même s'ils possédaient 
un nombre de barres suffisant pour assurer la stabilité géométrique, 
peuvent néanmoins être instantanément variables. Le nombre de 
barres ne fournit pas par lui-même une preuve suffisante de la sta- 
bilité du système. 

Dans un certain nombre de cas le fait que le système est instan- 
tanément variable peut être décelé par des moyens relativement 
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simples. On peut démontrer, par exemple, que dans des systèmes 
appartenant à cette catégorie, certaines charges bien définies peuvent 
produire des efforts d'intensité infinie. 

On peut démontrer également que si un système de charges bien 
défini engendre dans chaque élément un système d'efforts intérieurs 
eux aussi bien définis et qu'en l'absence de toute 
charge les efforts dans toutes les barres restent nuls — 
et qu'aucune autre répartition des efforts n'est pos- 
sible un tel système est géométriquement inva- 
riable. Ci-dessous nous entendrons par la méthode 
des charges nulles la méthode fondée sur le principe 
qui vient d'être énoncé et dont nous nous servirons Fig. 57.4 
pour l'étude de la stabilité géométrique des systèmes Dis 
articulés. 

Avant d’avoir recours à cette méthode i? est absolument indispen- 
sable de s'assurer que chaque partie du système étudié contient un nombre 
de -barres suffisant pour maintenir le système invariable. Sinon la 
méthode des charges nulles peut conduire à des éonclusions complè- 
tement erronées. En effet, appliquons cette méthode à un quadrila- 
tère articulé (fig. 957.4), dont nous examinerons successivement 


né 


Fig. 58.4 Fig. 59.4 


l'équilibre de chaque joint. On *’aperçoit immédiatement que sous 
une charge nulle les efforts dans toutes les barres seront nuls et 
néanmoins le système est géométriquement variable. 

Pour confirmer l'exactitude des propositions énoncées PRIS haut 
considérons quelques exemples particuliers. 

En guise de premier exemple examinons un disque ide qui 
est relié au sol à l’aide de trois barres dont les axes ne concourent 
pas au même point (fig. 58.4,a). Nous savons qu'un tel système de 
liaisons est géométriquement stable. 

Montrons que si aucune charge n'’agit sur le disque, les 
eïflorts dans toutes les barres de liaison restent nuls. Remplaçons 
ces barres par les réactions correspondantes R,, R: et Ro 
(fig. 08.4,b) et écrivons l'équation des moments rapportés au point 


183 


d'intersection des réactions À, et R3: 
Recre =. 


Comme r; 0, la réaction RQ doit être nécessairement nulle. 

Les mêmes équations des moments rapportés aux points O2 et 
O3 (fig. 58.4,b) montrent que les réactions R1 et R, sont également 
nulles. On voit donc que si un système géométriquement stable 
n'est soumis à aucune charge, les efforts dans toutes les barres qui le 
constituent restent nuls. | 

Prenons un autre système constitué par un disque rigide reposant 
sur trois barres d'appui dont les axes concourent au point © 
(fig. 99.4,a). Une telle liaison avec la terre est, comme on le connaît, 
instantanément variable. 

Remplaçons encore une fois les barres d’appui par les réactions 
correspondantes R14, R3 et Re (fig. 59.4,b) et écrivons l'équation 
des moments par rapport au point O: 


D Mo= Rara + Rora+ Rerc = 0. 


On s'aperçoit que les réactions d'appui peuvent prendre des valeurs 
quelconques, car les bras de levier r4 = rx — rc sont tous nuls. 
Les deux autres équations d'équilibre (par exemple, les équations 
des projections des efforts sur les axes des coordonnées) ne permet- 
tront pas de préciser les valeurs des réactions, car ces deux équations 
contiendront trois inconnues. 

Aïnsi, Les efforts engendrés dans les barres d’un système instantané- 
ment variable par une charge nulle peuvent prendre des valeurs indé- 
terminées. 

On aboutirait au même résultat si ayant adopté une valeur 
quelconque pour l’une des réactions, on la décomposait suivant les. 
directions des deux autres barres d'appui. On obtiendrait ainsi 
les deux autres réactions qui équilibrent exactement la première et 
qui en dépendent directement. Par conséquent, les réactions peuvent. 
prendre une infinité de valeurs, ce qui fournit la preuve de la varia- 
bilité instantanée du système considéré. 

La variabilité instantanée de ce même système peut encore 
être démontrée de la façon suivante : remplaçons encore une fois les 
barres d'appui par des réactions correspondantes et écrivons l’équa- 
tion des moments par rapport au point © (fig. 59.4,b). Admettons 
que le bras de levier de la charge P par rapport au point O est égal 
à r. Nous obtiendrons: 


DS Mo=R10 + R,0 + Rc0 < Pr 0. 


On voit que dans ce cas la somme des moments ne peut pas être 


égale à zéro puisque D, M, + O0 et que par conséquent notre disque 
qui s'appuie sur trois barres qui concourent en un seul point ne peut 
pas être en équilibre (fig. 59.4,a) ; il doit subir une rotation infini- 
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ment petite autour du point O, ce qui démontre que le système est 
instantanément variable. 

Dès qu'une rotation infiniment petite sera accomplie, les axes 
des barres d’appui ne s’intersecteront plus au ‘même point et leurs 
réactions pourront déjà équilibrer la charge extérieure. En cet 
instant les efforts dans ces barres d'appui devront satisfaire à {a 
relation 


D Mo = Rara + Rarz + Rorc + Pr =0 


On en déduit que l'effort dans chacune des barres d’appui doit être 
infini, puisque les bras de levier r\1,r# et r. sont infiniment petits. 
On pourrait arriver à la même conclusion en considérant les équa- 
tions des projections de tous les efforts sur les axes des coordonnées. 


Fig. 60.4 Fig. 61.4 


On voit donc qu'une charge bien définie agissant sur un système 
instantanément variable peut y engendrer des efforts infiniment grands. 
De tels systèmes ne peuvent donc être employés dans la pratique. 

Considérons maintenant le système géométriquement stable 
représenté à La fig. 60.4,a. Ce système est constitué par un disque 
lié avec le nœud c par “les barres ac et bc en ligne droite. 

Appliquons au nœud c une charge P et déterminons les efforts 
dans les barres qui supportent ce nœud. 

Isolons à cette fin le nœud c (fig. 60.4,b)} et écrivons les équations 
d'équilibre suivantes : 

DX—-NucosatNycosa=0; 
SY=Nusina+Nasina—P—=0,. 
Ces deux équations donnent : 
P 
Nea= Ne 2sinx | 

Cette expression nous montre que si les angles formés par les barres 
ac et bc avec l'horizontale tendent vers zéro, les efforts dans Les barres 
ac et bc tendent vers l'infini, ce qui constitue la preuve que dans 
ces conditions le système deviendrait instantanément variable. En 
effet, on sait qu'un nœud rattaché au reste du système par deux 
barres alignées constitue une combinaison instantanément variable. 

L'exemple présenté à la fig. 61.4 nous fournira encore un moyen 
de déceler l'instabilité des systèmes articulés. En écrivant succes- 
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a. d) : 


Fig. 62.4 


sivement les équations d'équilibre pour les nœuds c et d de notre 
système (qui est formé par un nombre suffisant de barres S — 
— 2K — 3), nous obtenons des résultats contradictoires. En effet, 
l'équilibre du nœud c requiert que l'effort dans la barre cd soit 
égal à zéro, tandis que ce même effort déduit des conditions d’équi- 
libre du nœud à doit être égal à + P. Cette contradiction des résul- 
tats obtenus fournit la preuve que le système est instantanément 
variable. 

Ainsi pour des systèmes articulés qui sont constitués par un nombre 
de barres suffisant on peut considérer comme preuve de leur instabilité: 

4. L'apparition dans certaines barres des efforts infiniment grands 
sous L'effet de charges finies; 

2. L'indétermination des efforts engendrés dans les barres et, en 
particulier, l'obtention de résultats contradictoires pour une seule et 
même barre, cette contradiction découlant des considérations d'équilibre 
relatives aux parties ou nœuds différents du système. 

Le lecteur est invité à étudier de son propre chef la stabilité 
géométrique des systèmes articulés représentés à la fig. 62.4 en 
utilisant la méthode des charges nulles. 

On ne doit cependant jamais perdre de vue que cette méthode 
n’est applicable que si chaque partie du système étudié contient un 
nombre de barres suffisant, donné par la relation S << 2Æ — 3. 


2, Systèmes dits compliqués 


Examinons d’abord le cas de la transformation du système 
donné en système simple ne nécessitant que le remplacement 
d’une seule barre. 
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Le système transformé est par définition simple et par conséquent 
géométriquement invariable. Îl s'ensuit que l'effort NV, (effort 
créé dans la barre de remplacement par la charge P) a une valeur 
bien définie. Donc quand l'effort W,. éngendré dans la barre de 
remplacement par une sollicitation unitaire X et agissant suivant la 
barre éliminée, n'est pas égal à zéro, l'effort X dans la barre éliminée 
doit être aussi différent de zéro, comme indiqué par l'expression (3.4) : 

Nep 


—— 
— 
—— 


Nex 


Par conséquent, les efforts dans tous les autres éléments du système 
donné seront également bien définis, ce qui constitue la preuve que 
ce système est géométriquement stable. 


Si, par contre, V,, = 0, on aura 


N 
6e où X=T., 
ex 
ce qui indique que l'effort À pourra avoir dans ce cas une valeur 
indéterminée ou une valeur infiniment grande. 

L'apparition dans un système des efforts dont la valeur est soit 
indéterminée, soit infiniment grande constitue, comme nous le 
savons, une preuve de l'instabilité de ce système. 

Nous voyons ainsi que l'expression 


x = — Yen 
ex 
permet l'étude de la stabilité géométrique des systèmes articulés. 
Quand NW, 0, le système est géométriquement stable et il est 
instantanément variable quand W,, = (. 

En d’autres termes, si dans le système transformé l'effort engendré 
dans la barre de remplacement par une sollicitation unitaire X dirigée 
suivant la barre fictivement éliminée est différent de zéro, le système 
primitif est géométriquement stable ; par contre, si cet effort est nul, le 
système est instantanément variable. 

Les fig. 63.4 et 64.4 représentent respectivement les systèmes 
primitifs et transformés pour lesquels l'égalité ou la non-égalité à 
zéro de l’effort V,, dans la barre de remplacement a été établie au 
préalable. Le lecteur est invité à contrôler l'exactitude de ces con- 
clusions et à établir ainsi définitivement si chaque système primitif 
est géo métriquement stable ou non. Sur chaque croquis la barre 
de rem placement est représentée en pointillé et l'effort qui y est 
engendré par une sollicitation unitaire ZX est désigné par M. 

Les signes + et — apposés à certaines barres indiquent que dans 
le système transformé ces barres sont soumises à l’extension ou à la 
compression sous l'effet de l'effort unitaire À. En tenant compte 
de ces signes (que le lecteur est invité à vérifier) et en considérant 
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EE 
Systèmes de depart Systèmes transtermés 


Fig. 63.4 


l'équilibre du nœud indiqué par la lettre Æ, ou en prenant une 
section indiquée au croquis correspondant, on peut établir l'égalité 
ou la non-égalité à zéro de l'effort dans la barre de remplacement. 
Comme exemple prenons le système représenté à la fig. 63.4,a. 
L'équilibre du nœud Z du système transformé requiert que la barre 
1-2 soit tendue et que l’effort dans la barre 7-6 soit égal à 0. Ensuite, 
des conditions d'équilibre du nœud 2, on déduira que la barre 2-3 
est tendue et que la barre 2-4 est comprimée. De même, les considé- 
rations d'équilibre du nœud 4 impliquent que la barre 4-X est 
tendue, la barre 2-4 étant comprimée et la somme des projections 
des efforts agissant dans ces deux barres sur la verticale étant nulle. 
En projetant ensuite sur l’horizontale tous les efforts appliqués 
au nœud À on s'aperçoit que la barre de remplacement Æ-6 doit 
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Systèmes de départ Systèmes transformés 


Fig. 64.4 


être comprimée, c'est-à-dire que l'effort dans cette barre ne peut 
pas être égal à zéro. On aurait obtenu le même résultat si, ayant 
‘examiné les conditions d'équilibre du nœud 2, on avait passé 
ensuite au nœud 3 et au nœud 6 successivement, | 

En examinant le système de la fig. 63.4,c Le lecteur est invité à 
démontrer que le système deviendrait instantanément variable si 
Jles angles & et f étaient égaux. 

Quant au système représenté à Ia fig. 63.4,d, pour démontrer 
d'égalité à zéro de l'effort dans la barre de remplacement, il est 
vecommandé de se servir des sections n-n7 et m-m. 


L'égalité à zéro de l'effort NV, engendré dans le système de la 
‘ig. 64.4,b découle de l'examen des conditions d'équilibre des deux 
nœuds supérieurs et de la partie du système sise au-dessus de la 


section n-n. Le lecteur passera ensuite aux systèmes de la fig. 65.4, 
dont il étudiera la stabilité de son propre chef. 


189 


Examinons maintenant le cas de la transformation du système 
compliqué donné en système dit simple nécessitant le remplacement 
de plusieurs barres. Dans ce cas 


CL b) les équations qui expriment 
l'absence de toute différence 
entre le système de départ et 
le système transformé auront 
la forme (4.4): 


Le es Ni= Nip+ Nauka + Niko + 
+ NisX3+ ... =0; 

No= Nop + NouXi + NooXa + 
1) + NosXs+ ... = 0; 

gl Na= Nap + NuXa + NX + 
+ NssXa+ ...—0, 


etc. 

Les valeurs des efforts X1, 
X2, etc., engendrés dans les 
barres de remplacement ne 
pourront avoir des valeurs bien 
définies que si la déterminan- 
te D de ce système d'équations 
n'est pas égale à zéro: 


Na Nas, Ns 
D No Nos, Na 0. 
Na No, N3 


Fig. 65.4 Cette condition exprime donc 

que le système est géométiri- 

quement stable. Par contre, si la déterminante D se réduit à zéro, 
cela indique que le système est instantanément variable. 


8 7.4. Lignes d'influence des efforts dans 
les poutres en treillis simples 


_La transmission des surcharges aux poutres en treillis s'effectue 
toujours au droit des nœuds articulés et, par conséquent, nous avons 
ici un cas analogue à celui décrit au $ 5.2. Il s'ensuit que tout ce qui 
a été exposé relativement au tracé des lignes d'influence dans le cas 


d'une transmission indirecte des charges aux poutres à âme pleine 
s'applique également aux poutres en treillis. 


190 


Nous étudierons deux méthodes de tracé des lignes d'influence : 
celle du point opposé (méthode de Ritter) et celle des projections, 
qui correspondent aux méthodes de détermination des efforts pro- 
duits par des charges fixes exposées au $ 2.4. 


Méthode du point opposé (méthode 
de Ritter) 


Pour tracer la ligne d'influence de l'effort engendré dans la 
barre 7-9 d’une poutre en treillis de la fig. 66.4,a prenons la section 
I-T qui traverse deux barres de membrure et une diagonale. 

Aussi Longtemps que la charge unitaire P, qui se déplace le long 
de la membrure supérieure, se trouve à droite du nœud 6, il sera 
plus commode de considérer l'équilibre du tronçon de poutre situé 
à gauche de cette section (fig. 66.4,b), car ce tronçon ne sera solli- 
cité que par une seule force extérieure, constituée par la réaction 
d'appui À. 

Pour trouver l’expression reliant l' effort Us aux forces extérieu- 
res, utilisons la méthode du point opposé et écrivons l'équation du 
moment de toutes les forces, sollicitant le tronçon gauche de notre: 
poutre par rapport au point 6: 


DS Ms A-3d—Usoh = 0 
d’où 


SAd 
Use = À 


Aïnsi, quand la charge unitaire se trouve à droite de la section 
I-T, l'effort U. reste égal à la réaction d'appui À multipliée par un 
facteur constant Notons que la valeur de 34d équivaut à celle 


du moment fléchissant M° agissant dans une section de la poutre 
de référence dont l’abscisse est égale à l’abscisse du point opposé 6. 

Par conséquent, la ligne d'influence de l'effort U} relative aux 
positions de la charge à droite de Ia section se confondra avec la 


ligne d'influence de Ia réaction d'appui À multipliée par ($ =). 11 


s'ensuit que pour tracer cette ligne d'influence, on doit porter 
sur la verticale passant par l’appui gauche une ordonnée égale à 


+7) , que l’on joindra ensuite par une droite au point d’ordonnée 


nulle au droit de l’appui droit. Nous obtiendrons ainsi la droite 
aib (fig. 66.4,d). 

Quand la charge unitaire P se trouvera à gauche du nœud 6, 
l'effort dans la barre 7-9 pourra être trouvé en partant des conditions 
d'équilibre du tronçon droit de {a poutre (fig. 66.4;c): 


D Ms — B+5d + Uroh — 0 
491 


d'où 


En d'autres termes, l'effort dans la barre 7-9 est égal à la réaction 
d'appui droit B multipliée par (©). Notons que 5Bd est encore une 
fois égal au moment fléchissant M? agissant dans la section déjà 
mentionnée de la poutre de référence. 


a) dr 7 


ge = 


4 
J 
1 
| 
Eu 
| 
| 
| 
| 


s 


His 
Ras 
NS (6 
| Î Î 
PO 1 | 
Do | à | 
D | [ B 
| | 
Un . 
| | l , U79 1? | 
DR D 1 EE DS 
dl | Ligne & AUeTCE de V9 | LT 
34 Ù + ( h 
ï à Tin Le | 
| | | Droite detransition | Fe 
e: Ligne d'influence de Dso| | 
pt | 1 
ES mn ln À 
{ } 1 
” JÉnA 
y4 
l | L Ve | | Droite de transition ! | 2 
| à U} 
g O1 1 AN pt oi 1 
a, or DEQRE d'influence de le. ss: 
= 


Ne 
Droite de transition 


Fig. 66.4 


Par conséquent, la ligne d'influence de l'effort U7, correspondant 
aux surcharges situées à gauche du nœud 6, pourra être tracée de la 
façon suivante : sur la verticale de l’appui droit on portera vers le 


haut une ordonnée égale à (È } que l’on joindra au point d'ordonnée 


nulle au droit de l’appui gauche. On obtiendra ainsi la ligne b,a de 

la fig. 66.4,d qui représentera la partie de la ligne d'influence rela- 
tive aux positions des charges à gauche du nœud 6. 

Etant donné que l'expression de l'effort TU en fonction de M{ 

reste toujours la même, nous pouvons écrire : 

0 

Un =. 

La ligne d'influence de cet effort peut être obtenue également en 

partant de la ligne d'influence du moment fléchissant agissant dans 

la section correspondante de la poutre de référence, dont toutes les 

ordonnées doivent être multipliées par un facteur constant et égal à 


- . On en déduit que les droites ab. et ab, correspondant respectivement 


aux positions de la charge unitaire à gauche et à droite du nœud 6, 
devront s'intersecter sur la verticale passant par ce nœud (point c). 
La droite de transition, qui correspond à la position de la charge 
unitaire entre les nœuds 6 et &, se confond dans Le cas considéré avec 
la ligne «416. 

De cet exemple nous pouvons déduire l'ordre à suivre pour le 
tracé des lignes d'influence des efforts intérieurs agissant dans les 
barres d’une poutre en treillis simplement appuyée par la méthode 
que nous avons appelée méthode du point opposé: 

4. On porte sur la verticale passant par l'appui gauche (en haut 


x . & Q r Lé + [4 À ON | . 
ou en bas suivant le signe) l'ordonnée égale à -—, où a est la dis- 


tance du point opposé à l'appui gauche et k le bras de levier de Ll’efjort 
cherché par rapport à ce point opposé; 

2. On joint l’ordonnée ainsi obtenue au point d'ordonnée nulle 
situé sur la verticale de l'appui droit. Cette droite formera la partie de 
la ligne d'influence qui correspond aux positions de la charge à droite 
de la barre considérée. En projetant sur cette droite le point opposé 
on trouve l'intersection de cette droite avec la partie gauche de la ligne 
d'influence; 

3. On trace la partie de la ligne d'influence qui correspond aux 
positions de la charge à gauche de la barre, cette ligne passant par le 
point qui vient d'être trouvé et le point d’ordonnée nulle au droit de 
l'appui gauche; 

4, On projette sur les deux droites correspondantes les nœuds situés 
irimédiatement à gauche et immédiatement à droite de la section considérée 
et on les connecte par une ligne de transition: Cette droite de transition 
constituera La partie de la ligrie d'influence qui correspond aux positions 
de la charge à l’intérieur du panneau contenant la: bàrre en question. 
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On aurait pu effectuer cette construction en commençant par la 
droite correspondant aux positions de la charge mobile à gauche de 
l’élément considéré. Dans ce cas, c'est sur la verticale passant par 


l'appui droit qu’on porterait l’ordonnée égale à … b étant la distance 


du point opposé à l’appui droit et k le bras de levier de l'effort 
cherché rapporté au point opposé. On connecterait ensuite l'ordon- 
née ainsi obtenue au point nul situé sur la verticale de l'appui gau- 
che, on projetterait sur cette droite Le point opposé et on joindrait 
ensuite ce point à l’appui droit. On terminerait la construction en 
traçant la droite de transition. 

.. Méthode des projections. Construisons par cette 
méthode la ligne d'influence de l'effort dans la diagonale 6-9 de la 
poutre en treillis représentée à la fig. 66.4,a. 

Quand la charge mobile unitaire se déplace entre les nœuds & 
et 16 (on admet que ce déplacement s'effectue le long de la membrure 
supérieure), les considérations d'équilibre relatives à la partie gauche 
de la poutre (fig. 66.4,b) permettent d'écrire : 

SY—A- Dysina—0 
d'où | 
A 
Sin © ‘ 

De même, quand la charge mobile se trouve entre les nœuds 

1 et 6, l'équilibre de la partie droite de la poutre requiert que 


> Y=B+Dagsinaæ—0 


Das — 


d’où 


Ces deux expressions montrent que tant que la charge mobile 
est située sur la partie droite de la poutre, la ligne d'influence de 
l'effort Ds peut être obtenue en multipliant toutes les ordonnées 
de la ligne d'influence de la réaction d'appui À par un facteur cons- 
tant égal à (= ) . Si, par contre, la charge mobile est appliquée au 
tronçon gauche de la poutre, la ligne d'influence de D s’obtiendra 
en multipliant les ordonnées de la ligne d'influence de la réaction 


d'appui B par (-5) 

Donc, pour construire la droite correspondant aux positions de la 
charge mobile à droite de l'élément considéré, on doit porter sur 
la verticale de l'appui gauche (vers le haut) l'ordonnée (5) , qui 
sera ensuite connectée à un point de l’axe des abscisses correspondant 
à l'appui droit (droite ab dela fig..66.4,e). On projettera ensuite 
sur la droite ainsi obtenue le nœud situé à. l'extrémité droite de la 
barre 6-9 _(nœud''9). 
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Pour obtenir la partie de la ligne d'influence relative aux cas où 
la charge mobile se trouverait à gauche de la section, on portera 


vers le bas sur la verticale de l’appui droit l’ordonnéé (=) que 


l’on connectera comme précédemment à l’ordonnée nulle au droit 
de l’appui gauche. Sur la droite ab, ainsi obtenue (fig. 66.4,e) on 
marquera le nœud 6, situé à l'extrémité gauche de Ia barre. 

Finalement on connectera par une droite de transition les ordon- 
nées correspondant aux nœuds 6 et 9, délimitant le panneau sec- 
tionné. 

Notons que dans le cas considéré les deux droites qui cons- 
tituent la ligne d'influence s’intersecteront également sur la verti- 
cale passant par le point opposé, car ce point se trouve à l'infini, 
tout comme le point d'’intersection des deux droites parallèles 
mentionnées. 

Les ordonnées de la ligne d'influence de l'effort D; sont tantôt 
positives, tantôt négatives, ce qui indique que l'effort dans la barre 
6-9. changera de signe pendant le déplacement d’une charge mobile 
le long de la poutre. 

Passons maintenant au tracé de la ligne d'influence de l'effort 
engendré dans le montant 6-7 de la même poutre. La méthode du 
point opposé n’est plus applicable, parce que toute section à travers 
ce montant sectionnera au moins trois autres barres (voir section 
TI-IT et ITI-ITI de la fig. 66.4,a). 

C'est en isolant le nœud 7 que l’on obtiendrait le résultat désiré 
le plus rapidement. En effet, l'équilibre de ce nœud (fig. 66.4,f) 
exige que: 


D Y = Ve + Unssinp =—0 
d’où 
Ve = Ces sin 6. 


Puisque la charge qui se déplace le long de la membrure supé- 
rieure n’est jamais appliquée directement au nœud 7, la relation 
obtenue ci-dessus entre les efforts Ve et U;, restera valable pour 
toute position de la charge mobile. Il s'ensuit que la ligne d'’influen- 
te de Vze peut être obtenue en multipliant toutes les ordonnées 
de la ligne d’influence de Us par (—sin f). 

‘Or, l'effort U}, demeure encore inconnu. Pour le déterminer 
projetons sur l'axe des X toutes les forces agissant sur le nœud 7: 


ee — Us cos f + Urs = 


_ Uz 
cos $ 


d’où 
75 
et, par conséquent, 
Vi —Ussin f = —U;o tg. 6. 
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Ce même résultat aurait pu être obtenu, en projetant toutes les 
forces sollicitant le nœud 7 sur une droite normale à la direction de 
la barre 7-5. 

On voit donc que la ligne d'influence de Vze s'obtient par la 
multiplication de toutes les ordonnées de la ligne d'influence de 
Uso déjà construite par (—tg f). Cette ligne d'influence est représen- 
tée à la fig. 66.4,g 

Construisons encore la ligne d'influence relative au montant 
8-9 (fig. 67.4,a). Comme dans Le cas précédent on ne parvient pas 
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Fig. 67.4 


à prendre une section droite qui traverserait uniquement ve montant 
et deux autres barres. Par conséquent, on aura recours encore une 
fois à la méthode de l'isolement des nœuds. 

L'équilibre du nœud & (fig. 67.4,a) donne: 

4. Quand! la charge est appliquée à n'importe quel nœud 
à l'exception du nœud 8 (fig. 67.4,b): 


à Y — — Ves = 0; 
2. Quand la charge est appliquée au nœud 8 (fig. 67.4,c)* 
DY = —Vyy—P—0 


V'89 — rt — À. 


Il en découle que l’effort V4 reste-nul quand la charge mobile est 
appliquée aux nœuds 7, 2,4, 6, 10, 12, 14 et 16. Par contre, l'effort 
Veo — — —4{ quand cette charge agit directement au nœud 8. Ayant 
ainsi trouvé toutes les ordonnées de la ligne d'influence au droit 
des nœuds, on obtiendra la ligne entière demandée..en connectant 
lesdites ordonnées par des tronçons .de droites comme indiqué 
à la fig. 67.4,4. Cette-ligne d’influérice à wütie forme triangulaire, 
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à 


d'où 


avec l’ordonnée maximum égale à — 1, ce qui indique que le montant 
8-9 ne peut travailler qu’en compression. 


Problème 1. Tracer les lignes d'influence des efforts dans les barres 7-8 
et 7-9 de la poutre en treillis représentée à la fig. 68.4,a. 
“Solution. Pour tracer la ligne d'influence de U7, prenons la section k-k 
et examinons l'équilibre de la partie gauche de la poutre (fig. 68.4,b) quand 
la charge mobile unitaire se trouve à droite de cette section : 


S Mg=A-34 —U 7h —0 
d'où 
A°3d 3.3 
pee A a 2,254. 
Pour construire la partie de la ligne d'influence relative aux positions 
des charges à droite du nœud 9 on portera sur la verticale passant par l'appui 
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gauche une ordonnée égale à 2,25 et on connectera cette ordonnée avec le point 
d'ordonnée nulle au droit de l’appui droit (fig. 68.4,c). Ensuite, on projettera 
sur la droite ainsi obtenue le nœud 8 et on tracera la partie de la ligne d'in- 
fluence relative aux positions des charges à gauche du nœud 7 en se servant 
de la règle qui stipule que les deux droites formant la ligne d'influence doivent 
s'intersecter sur la verticale passant par le point opposé correspondant (qui 
coïncide dans le cas considéré avec le nœud 8). 

La ligne d'influence de U7, ainsi obtenue sera de forme triangulaire avec 
son sommet situé sur la verticale du point opposé: la droite de transition se 
confondera dans le cas considéré avec la première des lignes trouvées. 

Traçons maintenant la ligne d'influence pour l'effort V4. A cette fin pre- 
nons une section n-n et projetons toutes les forces agissant sur le tronçon gauche 
de la poutre sur la verticale (fig. 68.4,d). A condition que la charge mobile uni- 
taire se trouve à droite du panneau sectionné, on obtient : 


S'Y=A+ V0 
d’où 
V8 — — À, 


Quand la charge unitaire P se trouve à gauche du panneau sectionné, l’équi- 
‘libre du tronçon droit de la poutre requiert que 


D Y=B—Vr—0 
d’où 
Va B. 


Il est important de noter que quand Ia charge est appliquée 
aux nœuds de la membrure inférieure, le nœud situé immédiatement 
à droite de la section n-n est le nœud 9, tandis que si la même charge 
était appliquée à la membrure supérieure, ce serait le nœud 8, dépla- 
cé d'une largeur de panneau à gauche du nœud 9, De même, quand 
les charges parcourent la membrure inférieure, le nœud situé immé- 
diatement à gauche de la section n-n est le nœud 7, et quand elles 
sont appliquées à la membrure supérieure, c’est le nœud 6, déplacé 
d’une largeur de panneau à gauche du nœud 7. Quant aux équations 
d'équilibre des tronçons gauche et droit de la poutre, elles ne dépen- 
dent pas du niveau d'application des charges, et par suite, dans les 
deux cas, la ligne d'influence sera constituée par les mêmes droites, 
La seule différence résidera dans la position de la droite de tran- 
sition qui se déplacera d’une largeur de panneau à gauche ou à droite 
en fonction du niveau des voies de roulement. 

La fig. 68.4,e et f montre les deux lignes d'influence dont la 
première correspond au cas d’un pont à tablier supérieur et la deu- 
xième à celui d'un pont à tablier inférieur. 


Problème 2. Tracer la ligne d'influence de l'effort D:4 de la poutre repré- 
sentée à la fig. 69.4,a. 

S'olution. Prenons la section n-r et appliquons la charge unitaire à sa droite. 
L’équation des moments des forces agissant sur le tronçon gauche de la poutre 
par rapport au point ÆÀ (point d'intersection des directions des efforts agissant 
dans les barres 5-7 et 4-6) donne: 


>, Mi — Aa + Digr = 0 
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d'où 
D — Aa 


Ici rest le bras de levier de l'effort D, rapporté au point Æ et a celui de la réac- 
tion d'appui À par rapport au même point. 


: & 
a) PA Lisa — sa Xe) 
A SARA 
Pa d == En ns dm au CO A . 2 


LS 
— — 
— — 
— 
—— 
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Déterminons le bras de levier a. La hauteur »; du montant 5-4 étant égale 
à 32/9 mètres, la tangente de l’angle formé par la barre 5-7 avec l'horizontale 
sera tirée de 
32 
3 
tg'L— 3 —= 0, 1481. 


Le triangle X-5-4 donne ; 
pa 7 9.0,1481 


et, par suite, | 
a—24—2d—24—2:3—18 m. 
Le bras de levier r est égal à 
r—(a+3d) sin f. 
Le rapport ue la hauteur du montant 5-4 et la largeur du panneau 4-6 
est égal à tgfe BP = 32/9:3 — 32/27 = 1,185. 


Ayant oUvé Fr , les valeurs de B et de sin B sont obtenues à l’aide des 
tables des fonctions trigonométriques Le 


B—49°50"; sin B—0,764. 
Il s'ensuit que r — (18 + 9)0,764 = 20,6 m. 
* En l'absence de celles-ci on peut calculer sin 6 par la formule 
sin B— _tgB 
VIF te 
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En substituant les valeurs ainsi trouvées de & et de r dans l'expression de D56 
nous obtenons: | 


184 
20,6 

Pour construire la partie de la ligne d'influence de D, correspondant à 
la position des charges à droite du panneau sectionné on portera donc sur la 
verticale de l'appui gauche une ordonnée égale à + 0,874 et on connectera cette 
OM) point de l’axe des abscisses situé sur la verticale de l’appui droit 

1g. .4,0). 

La ligne qui correspond à la position des charges à gauche du panneau 

sectionné sera obtenue en utilisant [a règle bien connue qui stipule que le som- 


Dig — — 0,8744. 


Fig. 70.4 


met de la ligne d'influence doit se trouver sur la verticale passant par le point 
opposé (point ÆÀ dans le cas considété). La ligne d'influence de D, ainsi tracée 
est représentée à la fig. 69.4,b. 

Problème 3. Tracer les lignes d'influence des efforts O7s, D56 et V7, agissant 
dans les barres d'une poutre en treillis triangulaire représentée à La fig. 70.4,a, 
en supposant que les charges mobiles se déplacent le long de la membrure 
inférieure. | | 

Solution. Ligne d'influence de l'effort O3: Prenons la 
section n-r ct considérons l'équilibre du tronçon gauche de la poutre quand la 
charge unitaire est appliquée au tronçon droit: 


>» Ma= AÀ:3d + Orsr =0 
d’où 


ee 
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La ligne d'influence ©;; aura la forme d’un triangle isocèle avec son sommet 
situé sur la verticale passant par le nœud 7 (fig. 70.4,0). 

_ Ligne d'influence de l'effort D;5 On utilisera la même 
section n-r et on écrira que la somme des moments de toutes les forces agissant 
sur le tronçon gauche par rapport au point Z est égale à 0, quand la charge est. 
appliquée à droite du nœud 6: 


D Mi= Dsgri = 0 
d’où 
D56 = 0. 
Ainsi, quand la charge unitaire se trouve à droite du panneau sectionné, l'ef- 
fort D56 est égal à zéro. Il s'ensuit que la partie de la ligne d'influence qui cor- 
respond à la position des charges mentionnées se confond avec l'axe des abscisses. 
Pour trouver la partie gauche de la ligne d’inifluence exprimons que le 


tronçon droit de la poutre est en équilibre quand les charges sont appliquées 
à gauche du panneau $ectionné : 


D Mi= —Bl— Dygri =0 


d'où 


ce qui veut dire que l'effort D; est égal dans ce cas à la réaction d'appui PB 
multipliée par — 2. 


À 1 

La ligne d'influence ainsi obtenue est représentée à la fig. 70.4,c. 

Ligne d'influence de l'effort V3 Isolons le nœud 7 
(fig. 70.4,d) et projetons tous les efforts agissant sur ce nœud sur l'horizontale : 


D X = — O7 cos & + Org cos a — 0 
d'où 
Os = Ogo. 
La projection verticale de ces mêmes forces donne : 
D Y= —Vrg— 2075 sin a = 0 


et, par conséquent, 
Vz = — 2075 sin à. 


Nous voyons ainsi que la ligne d'influence de V7, peut être obtenue en mul- 
tipliant par (—2 sin &) toutes les ordonnées de la ligne d'influence de O7. Cet- 
te ligne d'influence aura une forme triangulaire (fig. 70.4,e), son ordonnée 
maximum étant égale à l'unité. 

Le lecteur est invité à résoudre de son propre chef les deux problèmes sui- 
vants. 

Problème 1. Démontrer l'exactitude des lignes d'influence représentées 
à la fig. 71.4. | 

Problème 2. Pour les poutres en treillis des fig. 72.4 à 76.4 on demande de : 
: a) vérilier l'exactitude des lignes d'influence représentées aux mêmes 

igures ; | 
b) tracer les lignes d'influence relatives aux barres marquées par deux 
traits transversaux. 

Indications: a) lors du tracé de la ligne d'influence de l'effort V, de la 
poutre représentée à la fig. 72.4 il est recommandé d'étudier l'équilibre du 
nœud d'appui droit quand la charge unitaire se trouve appliquée à n'importe 
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quel autre nœud. En ces conditions V: — —B, alors que V: — O quand la 
charge agit directement sur le nœud d'appui droit: 


b) pour tracer les lignes d'influence relatives à la poutre en treillis de la 
fig. 73.4 il est recommandé de considérer l’équilibre du tronçon de cette poutre 
situé à droite de la section. On s'aperçoit immédiatement que l'effort dans la 
barre considérée reste nul quand la charge est à gauche de cette section. 


$& 8.4. Lignes d'influence des efforts 
dans les barres des poutres 
en treillis dites compliquées 


Le calcul des poutres en treillis compliquées, sollicitées par des 
charges mobiles et, en particulier, des systèmes articulés isostatiques 
à travées multiples, peut s'effectuer à l’aide des lignes d'influence 
tracées en utilisant La méthode de remplacement exposée au $ 4.4. 
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Prenons, par exemple, la poutre en treillis représentée à la 
fig. 77.4,a et traçons la ligne d'influence de la réaction d’appui 
intermédiaire € en admettant que la charge unitaire se déplace le 
long de la membrure supérieure. Transformons la poutre donnée 
en système articulé simple, en remplaçant la barre d'appui € par 
un montant supplémentaire 6'-6 (fig. 77.4,b). En même temps nous 
devrons appliquer à l'articulation 6” une force X, équivalente à la 
réaction d'appui C. 

Pour déterminer la valeur de cette force écrivons l'équation expri- 
mant que l'effort dans la barre de remplacement 6”-6 est égal à zéro: 


No = Née+XNer6 —0 
d'où 


Xe= —— 02 
| Née 


Dans cette expression Ve, est l'effort dans le montant 6'-6 


de la poutre représentée à la fig. 77.4,b engendré par une charge 


unitaire qui se déplace le long de sa membrure supérieure, et Vie 
l'effort dans La même barre provoqué par une réaction unitaire X,. 

La ligne d'influence de la réaction d'appui X, peut donc être 
obtenue en divisant toutes les ordonnées de la ligne d'influence de 


l'effort Vée par l'effort Mes pris avec un signe contraire. 

Pour tracer la ligne d'influence de l'effort V5: considérons 
l'équilibre du nœud 6” (fig. 78.4,b), isolé préalablement par la 
section 7-7 (fig. 78.4,a): 

D X = — Nps cos a + Nr cos & —0 : 
D Y=Nes sin at Ne sina+ Née —0 
d'où 
Née —2Nh5 sin «a. 

En substituant la valeur de V5, ainsi obtenue dans l'expression 

de la réaction X, on obtient: 
x — 2N hr5, Sin 
Ne6 


La ligne d’influence de V}:;, sera obtenue en prenant une section 
II-TT (fig. 78.4,a). Quand la charge unitaire P.se trouve à droite du 
pannéau sectionné, l'équilibre du tronçon gauche de la poutre re- 
quiert que 


| : D HAS _CAT? | d 1 
D Me=A-5d— Nés = 0 
d’où 
N'erñr = 9À sin «. 
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On voit donc que pour tracer la partie de la ligne d'influence de 
Nés correspondant à la position des charges à droite de fa section, 
on doit porter sur la verticale de l'appui gauche l’ordonnée 5 sin à — 


5 V2 | a 
— qu’on connectera ensuite au point de l'axe des abscisses 


situé sur la verticale de l'appui droit. La partie de cette même 
ligne qui correspond à la position de la charge à gauche du panneau 
sectionné sera obtenue en utilisant la règle qui stipule que le sommet 
de la ligne d'influence doit se trouver sur la verticale du point opposé 
(nœud 6 dans le cas considéré). 

La ligne d'influence de Vs: obtenue ainsi pour la poutre en 
treillis transformée de la fig. 78.4,a est représentée à la fig. 78.4,d. 

Pour déterminer l'effort V::, engendré dans la barre 6”-6 par la 
réaction unitaire Xe, étudions l'équilibre du nœud 6” 
(fig. 78.4,c): 


D Y=Nest+1+2Nes sina—0, 


Nés UE (voir fig. 78.4, d) 


et, par conséquent, 


On 9 


4 D e.2 
On en tire: 
x, Néssine 2Ngs V22 27/2. 
c = 3.2 = —5 Nes. 


Noe 


Il s'ensuit que la ligne d'influence de X, peut être obtenue en 
multipliant toutes les ordonnées de la ligne d'influence de Wé::- 


2V 


par un facteur constant égal à g ai, Cette ligne d'influence est 


représentée à la fig. 78.4,e. Les lignes d'influence des efforts dans 
toutes les autres barres du système primitif seront maintenant 
obtenues sans difficulté. 


$ 9.4. Poutres en treillis à panneaux subdivisés 


Au $ 2.4 nous avons vu que les efforts dans les barres d’une poutre 
en treillis peuvent se déduire de la formule 
N = + 7 ; 


M étant le moment des forces à droite ou à gauche de la section rap- 
portée au point opposé.et r, le bras de levier de l'effort N par rapport 
au même point. | 
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Cette formule montre que, toutes autres conditions restant égales, 
l’accroissement de 7 mène à la diminution des efforts NW. 

En règle générale l’ augmentation de la hauteur d’une poutre en 
treillis entraîne un accroissement des bras de levier r et une réduc- 
tion des efforts dans les barres. | 

Pour des raisons ayant trait à la construction des assemblages 
il est commode de disposer les diagonales sous un angle de près de 
45° avec l'horizontale, L'augmentation de la hauteur de la poutre 


Fig. 79.4 


entraîne donc également une augmentation de la largeur des pan- 
neaux. Ainsi, par exempie, la largeur des panneaux des poutres 
à membrure parallèle est presque toujours très proche de leur hau- 
teur (fig. 79.4,a). 

Or, l'accroissement de la largeur des panneaux provoque toujours 
un alourdissement des éléments des tabliers des ponts, et notamment 
des traverses qui prennent appui au droit des nœuds de la pou- 
tre principale et surtout des longrines qui reposent sur lesdites 
traverses. Ainsi, l’économie en matériaux de construction qui peut 
être obtenue sur la poutre en treillis elle-même grâce à son hauteur 
accrue, peut être complètement absorbée par l'accroissement du coût 
des matériaux requis pour la construction du tablier. 

Une solution rationnelle de te problème peut être trouvée par la 
subdivision de chaque panneau, obtenue en introduisant des pou- 
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trelles sousbandées supplémentaires (fig. 79.4,b) s'appuyant aux 
nœuds de là poutre en treillis principale. Les barres de ces poutrelles 
ne seront sollicitées que par les charges se trouvant dans les limites 
du panneau considéré. Les charges verticales reprises par la poutrelle 
sousbandée seront transmises aux nœuds de la poutre en treillis 
principale. La barre ab indiquée à la fig. 79.4,b en pointillé n’est 
nécessaire que pour assurer la stabilité géométrique du système, 
l'effort dans cette barre restant toujours nul. 

Ces poutrelles sousbandées permettent de distribuer les traverses 
non seulement au droit des nœuds principaux de la poutre en treil- 
lis mais également en des points intermédiaires, ce qui entraîne 
une diminution considérable de la section des longrines et, par con- 
séquent, une réduction du poids du tablier. La subdivision des pan- 
neaux permet d'éviter ainsi l’alourdissement du tablier, tout en 
conservant les avantages obtenus par l'augmentation de la hauteur 
de la poutre principale. 

En introduisant des articulations supplémentaires à mi-portée 
de chaque barre de la membrure supérieure et en reliant ces arti- 
culations au nœud central des poutrelles sousbandées on obtiendra 
la poutre représentée à la fig. 79.4,c, qui travaillera exactement 
de la même façon que la poutre de la fig. 79.4,b. En réduisant gra- 
duellement à zéro la distance entre la poutrelle sousbandée et les 
barres de la membrure supérieure on obtient la poutre en treillis 
représentée à la fig. 79.4,d. Dans cette poutre les poutrelles sousban- 
dées sont confondues avec les barres de la membrure supérieure du 
système principal. La répartition des efforts dans les barres de cette 
poutre sera exactement la même que celle dans la poutre en 
treillis de la fig. 79.4,e, car les efforts dans les suspensions #s de 
cette dernière restent nuls. Dans la pratique réelle on fait toujours 
coïncider des joints #Æ et s. On obtient ainsi la poutre en treillis 
représentée à la fig. 79.4,f que nous appellerons poutre en treillis 
à panneaux subdivisés *. 

Les -barres supplémentaires introduites dans chaque panneau de 
la poutre en treillis de la fig. 79.4,f transmettent les charges vertica- 
les appliquées aux nœuds intermédiaires de la membrure supérieure 
aux nœuds principaux de cette même membrure. Une telle subdivi- 
sion de panneaux sera appelée dorénavant subdivision ordinaire. 
On emploie également des systèmes subdivisés dans. lesquels les 
efforts appliqués aux joints intermédiaires de la membrure supé- 
rieure sont transmis aux nœuds principaux de la membrure infé- 


* Une poutre cn treillis de ce type a été employée pour la première fois 
en Russie en 1895 par L. Proskouriakov, professeur à à l’Institut des Transports 
ferroviaires de Moscou, dans la construction d’un pont sur l'Iénisséi. Une 
autre innovation dans l'étude de ce pont fut l'emploi des lignes d’iniluence, 
Par son poids très réduit, sa grande rigidité et l'emploi extrêmement rationnel 
des matériaux de construction le pont sur l’Iénisséi constituait à l’époque un 
ouvrage d'art vraiment remarquable. 
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rieure (fig. 79.4,g) ou vice versa. Ce mode de subdivision sera doré- 
navant désigné par le terme subdivision avec transfert des charges. 

Nous réserverons le terme poutrelle sousbandée à tout système 
auxiliaire qui transmet verticalement les charges locales aux nœuds 
du système principal. 

Ce terme ne pourra pas être appliqué à la combinaison des barres 
abcd de la fig. 80.4, car cette combinaison transmettra aux points 
d'appui, constitués par les nœuds principaux, non seulement des 

efforts verticaux mais également des composan- 

q._ 4 tes horizontales. 

IS, Les barres des poutres en treillis à panneaux 
ns subdivisés peuvent, dans le cas d’une subdivision 
ICE ordinaire, être classées en trois catégories : 
De . 4. Barres n’appartenant qu’au système prin- 
6  cipal. Les efforts dans ces barres se détermineront 
par le calcul dudit système et ne seront nullement 
influencés par la présence de barres supplémen- 
taires. 

2. Barres auxiliaires faisant partie des poutrelles sousbandées, 
qui ne sont sollicitées que par les charges locales et dans lesquelles 
les efforts peuvent être déterminés comme pour une poutrelle sous- 
bandée indépendante. 

3. Eléments appartenant simultanément au système principal 
et aux poutrelles sousbandées. Dans les éléments de cette dernière 
catégorie les efforts se trouveront par la sommation de deux solli- 
citations, l’une dérivée du calcul du système principal et l’autre 
de la poutrelle sousbandée indépendante. 

Dans le cas des poutres en treillis à subdivision avec transfert 
des charges, les barres peuvent être classées en quatre catégories, 
dont les trois premières sont exactement les mêmes que dans le cas 
précédent. Quant à la quatrième catégorie des barres elle est formée 
par des éléments du système principal dont les lignes d'influence subi- 
raient des modifications en fonction du niveau d'application des charges. 
Les conditions de travail des barres de cette dernière catégorie sont 
en effet profondément modifiées par la présence de systèmes auxi- 
liaires qui transmettent Les charges appliquées à la membrure 
inférieure aux nœuds de la membrure supérieure, ou vice versa. 

Pour les barres de la 4° catégorie les lignes d'influence s'obtien- 
nent de la façon suivante. On trace d'abord la ligne d'influence de 
l'effort dans la barre du système principal, sans tenir compte 
des barres auxiliaires, en admettant que la charge unitaire se 
déplace Le long de la membrure supérieure, et ensuite, le long 
de la membrure inférieure. Ceci fait, on procède à la détermination 
de la variation de l’effort causée par les barres de subdivision. À cet- 
te fin on applique la charge successivement aux nœuds des poutrel- 
les sousbandées auxiliaires en observant le transfert de cette charge 
des nœuds d'une membrure à ceux de l’autre. 
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Problème 1. On demande de tracer les lignes d'influence des efforts dans 
les barres 2-3, 5-4’ et 4’-7 de la poutre en treillis de Ia fig. 81.4,a à panneaux 
subdivisés en admettant que les surcharges sont appliquées à Ja membrure 
inférieure. 

Solution. Traçons d'abord la ligne d'influence de l'effort V:3. La barre 2-3 
appartient à la première catégorieet, par conséquent, la ligne d'influence requise 
peut être tracée en négligeant complètement les éléments des poutres (pou- 
trelles auxiliaires), c’est-à-dire en ne 


tenant compte que des barres du a) Système donné 
système principal représenté à la 
fig. 81.4,b. 


Après avoir isolé le nœud 3 et 
considéré les conditions de son équi- 
libre, on trouve immédiatement que 
la ligne d'influence de l'effort V:3 a la 
forme d'un triangle représenté à la 
fig. 81.4,c. b] 
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Pour tracer la ligne d'influence de l'effort D,'7, engendré dans la barre 4’-7 
qui appartient à la deuxième catégorie, on n'a qu’à isoler la poutrelle sous- 
bandée 5-4’-7 qui sera considérée ensuite comme une poutre indépendante 
à deux appuis (fig. 81.4,d). 

Quand la charge unitaire se trouvera au droit du nœud 5”, l'effort dans 
la barre 4-7 se déterminera à l'aide de l'équation suivante, découlant de l'équi- 
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libre du nœud 7: 


> V4 Dis sin & = 0 
d’où 
Â 


Dis. 
. 2sin @ 


.. D'autre part, quand cette charge sera appliquée à l’un quelconque des 

nœuds d'appui 5 ou ?, l’effort D, deviendra nul. 

Ces données suffisent pour tracer la ligne d'influence de D;'7 représentée 
à la fig. 81.4,e. ; 

La ligne d'influence relative à l’effort dans la barre 5-4’ (qui appartient 
à la troisième catégorie d'éléments) sera tracée en prenant la section 7-7 et 
en supposant que la charge unitaire est située quelque part entre les nœuds 5” 
et 23. L'équilibre du tronçon gauche de la poutre requiert alors que 


d'où 
D; == a . 
sin œ 

Donc, tant que la charge se trouve à droite du panneau sectionné, la ligne 
d'influence de D;4 peut être obtenue en multipliant les ordonnées de la ligne 
d'influence de la réaction d'appui en À par (—1/sin &). Cette observation permet 
d'obtenir immédiatement là partie correspondante de la ligne d'influence 
fig. 81.4,j). 
ne Pour obtenir la partie gauche de cette ligne, souvenons-nous que la droite 
correspondante devra passer par un point d'ordonnée nulle au droit de l'appui 
gauche ct devra rencontrer. la droite préalablement obtenue sur la verticale 
passant par le point opposé qui, dans le cas considéré, se trouve à l'infini. La 
droite de transition est tracée par les ordonnées de la ligne d'influence situées 
sur les verticales passant par les nœuds 5 et 5° (fig. 81.4,f). On notera qu'en 
l'absence des barres auxiliaires, la droite de transition passerait par les ordon- 
nées correspondant aux nœuds 5 et 7, ce qui conduirait à la disparition du trian- 
gle abc; celui-ci constitue donc la ligne d'influence de l'élément 5-4’ de la poutrel- 
le sousbandée auxiliaire, tout comme le triangle représenté à la fig. 81.4,e 
constitue celle de la barre 4’-7. 

Problème-2. On demande de tracer la ligne d'influence de l'effort dans le 
montant 3-4 de la poutre en treillis à panneaux subdivisés représentée à:la 
fig. 82.4,a. Les surcharges sont appliquées aux nœuds de la membrure inférieure 
et sont transmises par les barres auxiliaires à la membrure supérieure. Le mon- 
tant 3-4 fait partio des éléments de la 4° catégorie. 

Solution. Eliminons d’abord les barres de subdivision, ce qui nous donnera 
le système principal représenté à la fig. 82.4,b. Traçons les lignes d'influence 
de l'effort dans le montant 3-4 pour deux cas d'application des surcharges (aux 
nœuds de la membrure inférieure et à ceux de la membrure supérieurc). 

À cette fin prenons la section 7-7 (Îig. 82.4,b) et écrivons l'équation d'équi- 
libre du tronçon gauche de la poutre en admettant que la charge unitaire est 
appliquée au tronçon droit: 


> Mr= — Aa — Vs, (a + 24) —0 
d'où 
Aa 
a+2d 
En portant sur la verticale passant par l'appui gauche l’ordonnée égale 


Va = — 


_ LS (cette ordonnée étant négative, elle sera portée vers lr bas), et en 


212 


connectant le point ainsi obtenu au point d’ordonnée nulle au droit de l’autre 
appui, on obtiendra la ligne correspondant au tronçon droit de la poutre. 
Marquons sur cette droite la position des nœuds 5, 7, 9 et 11 (pour le cas d’appii- 
cation des charges à la membrure inférieure) et celle des nœuds 4, 6, 8, 10 et 11 
pour le cas de l'application des charges à la membrure supérieure. 

La partie de la ligne d’influence relative au tronçon gauche de la poutre 
s’obticndra en se basant sur la règle qui dit que le point d’intersection des deux 
droites se trouvera sur la verticale passant par le point opposé (point k dans 
le cas considéré). On complétera la ligne d'influence par le tracé de la droite 
de transition. 

_ De cette façon, nous obtiendrons les deux lignes d'influence de l'effort V3:, 
celle de la fig. 82.4,c correspondant à l'application des surcharges à la membrure 
inférieure et celle de la fig. 82.4,d, à la membrure supérieure. L'examen 
de ces deux lignes d'influence montre que tant que la charge unitaire se trouve 
à gauche du nœud 7 ou à droite du nœud 5, l'effort dans la barre considérée 
demeure indépendant du niveau d’application des charges. 

Appliquons la surcharge mobile successivement aux nœüds 3’ et 5”. 

On voit que les barres auxiliaires transmettront cette surcharge aux nœuds 
de la membrure supérieure, ce qui équivaut à une application directe de la sur- 
charge à ces nœuds. Donc, les ordonnées de la ligne d'influence de l'effort V3, 
seront égales dans ce cas à m-m et n-n (fig. 82.4,d).: 

Par contre, quand la surcharge agit sur le nœud &, les. barres auxiliaires 
ne participent pas au travail de la poutre, et par conséquent l’ordonnée de la 
ligne d'influence cherchée sera donnée par le segment u-u de la fig. 82.4,c. 

Les ordonnées ainsi trouvées suffisent pour tracer la ligne d'influence de 
l'effort dans le montant 3-4 de la poutre en treillis considérée. Cette ligne est 
représentée à la fig. 82.4,e. | 

Le problème suivant devra être résolu par le lecteur Iui-même. 

Problème. Pour les poutres en treillis représentées aux fig. 83.4 et 84.4 
on demande de: 

a) vérilier les lignes d'influence qui sont données aux figures mentionnées 
(on suppose que la surcharge se déplace le long de la membrure inférieure) ; 

b) construire les lignes d'influence des efforts dans les barres marquées 
de deux petits traits. 

Indications. En abordant le tracé de la ligne d'influence de l’effort dans 
le montant 8-9 (fig. 84.4) il faut au préalable trouver le système principal, en 
éliminant toutes les barres de subdivisions auxiliaires (fig. 85.4,a). 

L'effort dans le montant mentionné du système principal se déduira de 
l'équilibre du nœud 9: 


d’où 
V2, == — 20%, sin &. 
On voit donc que l'effort dans le montant 8-9 est égal à l’effort dans la barre 
de membrure 7-9 multiplié par un facteur constant égal à (—2 sin &). (L’index «0». 
servira à désigner les efforts dans les barres du système de base. 


La ligne d'influence de l'effort O9, est représentée à la fig. 85.4,b. Elle 
n la forme d’un triangle isocèle avec une ordonnée négative au sommet égale à 


D 18 V3+0,5% 3 37 

4.8,5dcosa  4°3,5 3 44 
La ligne d'influence de V$, aura la même forme, pourvu que les surcharges 

soient appliquées à la membrure inférieure (fig. 85.4,c). 
L'’ordonnée maximale de cette ligne d’influence est égale à 


3/37 241 3 
14 37 7. 
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Pour tracer la ligne d'influence de ce même effort qui est produit par une 
charge appliquée à la membrure supérieure, considérons l’équilibre du nœud 9 
au moment où cette charge le sollicite directement : 

DY= VS —-20%, sin a—1—0 
d’où 

La ligne d'influence correspondante est représentée à la fig. 85.4,d. 

Ces deux lignes d'influence montrent qu'aussi longtemps que la charge 
unitaire se trouve à gauche du nœud 6 ou à droite du nœud 70 l'effort dans 
“la barre 8-9 est indépendant du niveau d'application de cette charge. 

Par contre, quand cette charge se trouve dans les limites des panneaux 6-3 
ou 8-70, elle est transmise par les barres auxiliaires aux nœuds de la membrure 
supérieure, ce qui équivaut à son application directe à ces nœuds. 

La ligne d'influence de l'effort Vs pour le système subdivisé donné est 
représentée à la fig. 85.4,e. | 
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$ÿ 10.4. Poutres en treillis en arc 


4 Poutres en treillis à barre 
d'appui inclinée 

Si la barre d'appui verticale d’une poutre en treillis ordinaire 
est remplacée par une barre inclinée, le système développera une 
poussée, car sous l'effet des charges verticales des composantes 
horizontales paraîtront à ses appuis. 

Examinons le système représenté à la fig. 86.4,a et traçons les 
lignes d'influence de ses réactions d'appui. Désignons par ZX, et 
V ; les composantes horizontale et verticale de la réaction d'appui 
en B (fig. 86.4,b) et par FH, et VA celles de la réaction d’appui en À. 

La distance de la charge mobile P — 1 de l'appui gauche sera 
désignée par x. La projection sur l’horizontale de toutes les solli- 
citations extérieures de la poutre donne immédiatement : 


I, — H 3 —= H. 
En même temps les équations des moments des forces extérieures 
par rapport aux articulations d'appui donnent : 
V, — —_ et Vr=< ‘ 
Ces deux dernières équations sont représentées graphiquement 
à la fig. 86.4,c et d; on s'aperçoit qu'elles ne diffèrent en rien des 
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équations des lignes d'influence des réactions d'appui d’une poutre 
ordinaire. | 

Pour tracer la ligne d'influence de la poussée Æ on utilisera la 
relation bien connue (fig. 86.4,b): 


H — Vs Ctg ©, 


La ligne d'influence de Æ peut donc être obtenue en multipliant 
toutes les ordonnées de la ligne d'influence de VX, par un facteur 
constant égal à ctg &. Cette ligne d'influence est représentée à la 
fig. 86.4,e. 

Procédons maintenant au tracé de la ligne d'influence de l'effort. 
intérieur engendré dans l’une quelconque des barres de la poutre, 
par exemple dans la barre 8-7. À cette fin prenons la section -7 
et considérons l'équilibre du tronçon gauche de la poutre en admet- 
tant que la surcharge agit sur le tronçon droit. (Cette surcharge peut 
être appliquée à l'un quelconque des nœuds 7, 9, 11, 13, 15, 17 
ou 79.) 

La somme des moments des forces ‘extérieures par rapport au 
point opposé £ (qui coïncide avee le nœud 6) est égale à 


D Ma = Vars — Hyr + Osrhr — 0 
d'où 


he 
Quand le point d’application de la surcharge mobile coïncide 
avec le point F, situé sur la verticale passant par le point d’inter- 
section des droites AK et BF, l'effort interne dans l'élément 5-7 
se réduit à zéro, car dans ce cas la réaction d'appui gauche passe: 
par le point £ et l’équation des moments des forces appliquées au 
tronçon gauche de Ia poutre par rapport au point * devient: 


bi M, — Osrhg = 0. 


Ainsi le point #, constitue le point neutre pour l'effort O;z. 
On remarquera aussi que l'expression (M5 — Hy;) qui entre dans 
l'équation de l'effort O;; est la même que celle du moment fléchis- 
sant agissant dans la section 4 d'un arc à trois rotules. Par consé- 
quent la ligne d'influence de l'effort O;7 peut être tracée suivant. 
une méthode tout à fait analogue à celle du tracé de la ligne d'influ- 
ence du moment mentionné, avec la seule différence que toutes les. 
ordonnées de cette dernière devront être multipliées par un facteur 


{ 1 
Os1— — 7 Wars — Hyr) = te k — Hyx). 


constant égal à (— n) . On portera donc sur la verticale de l'appui 
k 


gauche l'ordonnée (—-) et on la connectera à la projection sur 


l’axe des abscisses du point neutre f, obtenant ainsi la droite corres- 
pondant au tronçon droit de la poutre. La partie de la ligne d’influ- 
ence correspondant au tronçon gauche sera obtenue en traçant une 
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droite par le point d'ordonnée nulle situé sur la verticale de l’appui 
gauche et l’ordonnée K; située à l'intersection de la droite obtenue 
précédemment avec la verticale du point opposé. La ligne d'influence 
sera complétée en traçant la droite de transition 8’-7 qui joint 
les ordonnées correspondant aux nœuds du panneau sectionné 
(fig. 80.4,f). : 

Examinons maintenant une poutre en treillis dont les appuis 
sont situés à des niveaux différents (fig. 87.4,a). Construisons les 
lignes d'influence de ses réactions d’appui. À cette fin décomposons 
Ja réaction d'appui inclinée B, l'ayant préalablement transféré au 
point bd’, situé sur le prolongement de la ligne d'action de cette 
réaction au même niveau que l'appui gauche. Les composantes 
horizontale et verticale de la réaction à l’appui gauche seront res- 
pectivement désignées comme d'habitude par Æ,4 et V1. Pour tracer 
les lignes d'influence des réactions d'appui Vs.et V3 * appliquons 
la charge unitaire à un point distant de x de l’appui gauche et écri- 
vons les équations des moments des forces extérieures, d’abord par 
rapport au point d’ et ensuite par rapport au point À: 


D Mo = Va(li+ la) —1 (li +l—x) =0; 


D Ma —Vatu+h)+1.z—=0, 
d’où 
more  æ 
ée ht ?  Ÿ  U+tu° 
Représentées graphiquement à la fig. 87.4,c et d, ces deux équa- 
tions nous montrent que les composantes verticales V4 et V, varient 
lors du déplacement de la charge unitaire exactement de la même 
façon que les réactions d'appui À et B d’une poutre simplement 
appuyée, dont la portée / serait égale à (l1 + 2) (fig. 87.4,b). 
La projection sur l'horizontale de toutes les forces extérieures, 
y compris les forces de liaison, donne: 


H1=Hp-=H, 


La relation entre À et VA, sera déduite de l'équation des moments 
des forces appliquées au point D" (v. fig. 87.4,a) par rapport au 
point C: | | 

DMce —Vol+Hf=0 
d’où 


__Vpl 
cu f 


* La ligne d'influence de V4 permettra de déterminer la réaction d'appui 
B pour n'importe quelle position de la surcharge mobile puisque B — V,/sin a. 
On pourrait trouver de même . la réaction B à l’aide de la ligne d'influence 
dé hr en se servant alors de la relation B — H,/cos o. 
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Dans cette dernière expression V';l2 est égal au moment flé- 
chissant engendré dans la section C d'une poutre simplement 
appuyée de portée = /1+ l2 (fig. 87.4,b) quand la charge unitaire se 


d) 


f) 
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OR 


È 


trouve à gauche de cette 
section, c'est-à-dire sur le 
tronçon /1. 
L'expression de H pourra 
donc s'exprimer : 
M 
C 
À — j 9 
ce qui coincide exactement. 


avec l’expréssion de la pous- 
sée d'un arc à trois rotules de 


Ligne d'influence 
| y 
LÉ 


Fig. 88.4 


portée égale à Zi» et dont la flèche est égale à / 
(fig. 87.4,e). .. 

La ligne d'influence de À (fig. 87.4,f), obtenue par la multipli- 
cation de toutes les ordonnées de la ligne d'influence de V, par la ; 


coïncide avec la partie gauche de la ligne d'influence de la poussée 
de l’arc à trois rotules de la fig. 87.4,f. 

Envisageons maintenant le tracé de la ligne d'influence de 
l'effort interne agissant dans l'élément 2-4 de ia même poutre. 
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Prenons la section 7-7 (fig. 88.4,a) et examinons l'équilibre du tron- 
con gauche de la poutre en admettant que la charge unitaire se trou- 
ve à droite de la section: 


D'Ma=Vaas — Hys — Unir = 0 
d’où 
1 À 
Un = — (Vaus — Hys) = — (M3 — Hyz). 


Quand l'emplacement de la charge unitaire coïncide avec la 
verticale passant par le point F (fig. 88.4,a), l'effort l,, se réduit 
à zéro, Car dans ce cas la direction de la réaction d'appui gauche 
passera par le point opposé qui coïncide avec le nœud à. 

Ayant ainsi déterminé la position du point neutre et ayant 
trouvé l'expression de l/,,, qui est tout à fait analogue à l’expres- 
sion du moment fléchissant agissant dans une section d’un arc 
à trois rotules située sur la verticale du nœud 3 et qui n’en diffère 
que par un facteur constant 1/r, on obtient facilement la ligne 
d'influence cherchée. À cette fin, tout comme lors du tracé de la 
ligne d'influence de M; pour un arc à trois rotules (voir fig. 32.3,f) 
on porte sur la verticale de l'appui gauche une ordonnée égale 


à € ; : . ° - 
à … que l’on connecte avec la projection du .point neutre sur l’axe 


des abscisses (fig. 88.4,b). La droite aif ainsi obtenue correspond 
à la position des charges à droite du panneau sectionné. 

Pour obtenir la partie de la ligne d'influence relative au tronçon 
gauche de la poutre, on tracera une droite par les points d'inter- 
section de la verticale de l’appui gauche avec l’axe des abscisses 
et de la verticale du point opposé 3 avec la droite af. La droite de 
transition, joignant les ordonnées correspondant aux nœuds du 
panneau sectionné, sera confondue dans le cas actuel avec la droite aif. 

La fig. 88.4,b représente la ligne d'influence de U:,, la ligne 
d'influence de D;,, obtenue d'une facon tout à fait analogue, étant 
représentée à La fig. 88.4,c. 

Pour déterminer les efforts dans les barres de treillis d’une poutre 
en arc à membrures parallèles on devra se servir des équations 
d'équilibre des projections des efforts sur la normale à la direction 
de ces membrures. La méthode du point opposé devient en effet 
inapplicable, car ce point est infiniment distant. 

Prenons comme exemple la poutre en treillis représentée à la 
fig. 89.4,a et traçons la ligne d'influence de l'effort D;,6. À cette 
fin prenons la section 7-7 qui traverse les barres 5-7, 5-6 et 4-6, ainsi 
qu'un élément horizontal supportant le tablier et considérons 
l'équilibre du tronçon gauche en supposant que la charge unitaire 
agit sur le tronçon droit *. 


* L'effort dans l'élément horizontal restera nul tant que des surcharges 
uniquement verticales seront appliquées au système. 


220 


PAAl 


#, 41P=1 
& PE A LUE 
CTERKKS 
RE 
He À ONE Ja 17 14 
3 rip, AA a 
ASIT/: IV { | ; s 
: JA [ | ] 
a, LA \ 
, W., A UT | \ | | | \ 
| Ra ul LS GE a 
AN cl N | d Se 
UE? A Ÿ, ie Î 4 d | LA OH 
' | Î | 
| | 2. 
| LU 1. 
| 1 ! L 
à} nn | | ! ; 
4 | Ligne AIRES ol 
| F-—- | l * ; 
Si È Re _I U I { 
Lee , + [ | t 
al { ü | { 
# Droite. | i 
Sy | transition Le A 
0 
| — | | Ces g. 
Dis ITR di 
Î | | I TA 
| nl | 
É | 
d | Ligne tr de Deal 
Lu a 
ÊS 5 ET 
Si | | 1 { 


Fig. 89.4 


Projetons sur la normale à la direction des membrures toutes les 
Torces agissant sur le tronçon gauche et égalons à zéro la somme 
de ces projections, en tenant compte que #, = H, = H: 


D Ya Vacos p—H sin p— D; cos (œ —p)— 0, 


œ étant l’angle compris entre les barres de membrure 4-6 et 5-7 et 
l'horizontale et à l’angle compris entre la diagonale 5-6 et la ver- 
ticale. L'expression ci-dessus donne : 


| | _ 
D56 — PE RES (V4 cos o — À sin œ) 
ou encore 
6 = Sos ao) (OR COS o— À sin @), 
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Q% étant l'effort tranchant agissant dans la section 4 de la poutre 
de référence. 

L'expression (Q% cos ® — Æ sin q) est identique à l'expression 
de l'effort tranchant ©: agissant dans la section 4 d'un arc à trois 
rotules. Par conséquent, la partie de la ligne d'influence relative 
au tronçon droit de la poutre se construira de la même façon que 
la ligne d'influence de l'effort tranchant pour un arc à trois rotules 
(voir fig. 33.3,d). On portera donc sur la verticale passant par l'appui 
gauche l’ordonnée cos p/cos (&œ — œ) et on la connectera au point 
neutre f qui est la projection du point d'’intersection F des droites 
b'B et AF * (fig. 89.4,a). La droite formant la partie gauche de la 
ligne d'influence sera parallèle à celle de droite, car le point opposé 
est infiniment distant. | 

La fig. 89.4,b représente la ligne d'influence de l'effort D:. 
La ligne d'influence de D (fig. 89.4,c) a été construite d’une façon 
tout à fait analogue. 


2. Poutres en arcs triarticulées 


Si l'on remplaçait la barre d'appui inclinée de la fig. 87.4,a 
par la poutrelle en treillis CB de la fig. 90.4, on obtiendrait un systè- 
me appelé poutre en arc triarticulée (ou à trois rotules). Ce système 


Fig. 90.4 


se compose de deux poutres en treillis connectées entre elles par une 
rotule et s'appuyant sur deux articulations d'appui fixes. 
Examinons d’abord une poutre en arc triarticulée avec appuis 
au même niveau (fig. 91.4,a). Les réactions d'appui verticales et la 
poussée d’un tel système se détermineront exactement de la même fa- 
çon que pour un arc à trois rotules ordinaire. Ainsi sous l'effet d’une: 
charge unitaire verticale située à une distance x de l'appui gauche 
(fig. 91.4,a) les réactions d'appui V, et V£ seront données par: 


l— zx : TZ 


La poussée À vaudra : 
MÈ 
7; + 
* Dans l'exemple considéré le point F coïncide avec le point B, la ligne 
AF étant parallèle à la direction des membrures du panneau sectionné. 
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| di igne d'influence de V4 


! (ii = 


M% étant le moment fléchissant engendré dans la section C de la 
poutre de référence. 

Les lignes d'influence de V4, de V, et de Æ sont données à la 
fig. 91.4,d, c et d. 

Quant aux efforts dans les barres de la partie gauche et tant que 
la charge unitaire P sera appliquée à gauche de la rotule centrale €, 
la poutre droite peut être remplacée par une barre d'appui inclinée. 
On voit donc que dans ce cas la poutre en arc triarticulée se réduit, au 
point de vue de son calcul, au cas examiné précédemment d’une poutre 
à deux appuis situés à des niveaux différents, l'appui supérieur étant 
constitué par une barre inclinée. Au paragraphe précédent nous 
avons exposé en détail le tracé des lignes d'influence des efforts 
éngendrés dans les barres de telles poutres. Par exemple, la ligne 
d'influence de l'effort U» aura l'allure indiquée à la fig. 91.4. 

Il nous reste d'établir la loi de variation de l'effort considéré 
quand la charge unitaire se trouve au-dessus de la moitié droite du 
système (fig. 91.4,a). Dans ce cas P — 1 peut être décomposée en 
deux forces parallèles, dont l’une est appliquée au droit de la rotule 
centrale € (pour laquelle l’ordonnée y. de la ligne d'influence est 
déjà connue) (fig. 91.4,e) tandis que l’autre est appliquée au-dessus 
de l’appui droit. L’ordonnée de la ligne d'influence correspondant 
à cette dernière composante est nécessairement nulle. Par conséquent, 
tant que la charge unitaire se trouve dans les limites de la poutre 
droite, l'effort U., sera donné par l'expression : 

Un = 272 Ye +0. 
2 2 

Cette expression n'est autre chose que l'équation d'une droite 
passant par l’ordonnée y, et Le point d’ordonnée nulle au droit 
de l’appui droit (fig. 91.4,f). 

En conclusion nous présentons le tracé des lignes d'influence des 
eflorts dans divers systèmes articulés en arc (fig. 92.4) ; deux de ces 
systèmes ont des appuis situés à des niveaux différents. Dans les 
systèmes de ce genre on décompose d'habitude la réaction à chaque 
appui suivant deux directions dont l’une est verticale et l'autre 
suit la droite passant par les deux articulations d'appui (fig. 93.4). 
Les deux composantes verticales seront données par des expressions 
bien connues : 

Va=e; v,-+ 


Quant aux composantes Z, et Z », elles se détermineront à l’aide 
de la formule 


Ô 
Z = Li -25=T ; 


qui reste vraie tant que les charges appliquées n’ont aucune com- 


posante horizontale. Dans cette formule k est le bras de levier de la 
composante Z par rapport à la rotule centrale C. 
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La composante Z et la poussée À sont reliées entre elles par la 


relation 
H = Z cos &, 


& étant l'angle formé par la droite passant par les appuis À et B 
avec l’horizontale. | 
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0 
Il s'ensuit que l'équation Z — ee peut être transformée de [a 


façon suivante : 
0 


M6 
H = Z cos a = —= cos æ& 


ou encore 
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Or, k/cos & n'est autre chose que le tronçon de la verticale compris 
entre la ligne passant par les articulations d'appui et la rotule 
centrale € de l’arc. En désignant ce tronçon par f, la formule de 
prend la forme 


x 


Le lecteur est invité à s'assurer que la ligne d'influence de la 
poussée pour la poutre en arc représentée à la fig. 94.4,b est correcte. 


$ 11.4 Diverses variantes d’arcs en treillis isostatiques 


Examinons l’arc en treillis isostatique sous-tendu de la fig. 95.4 
s'appuyant sur une articulation fixe et une articulation mobile. 
Cet arc peut être obtenu en remplaçant la barre d'appui horizontale 
d'un arc en treillis triarticulé ordinaire par le tirant ab destiné 
à absorber la poussée du système. | 

L'ordre à suivre dans l'étude des arcs de ce type sera exposé 
en prenant comme exemple le système représenté à La fig. 96.4,a. 
Les lignes d'influence des réactions d'appui verticales V4 et Va 
seront des triangles avec des ordonnées maximums égales à l’unité 
au droit des appuis correspondants (fig. 96.4,b et c). Pour tracer la 
ligne d'influence de l'effort À dans le tirant prenons la section 7-7 
et écrivons l'équation des moments de toutes les forces, agissant sur 
la moitié gauche du système par rapport à la rotule centrale € (on 
suppose que la charge unitaire P agit sur la moitié droite de l'arc): 


D Mc=Vas- Hf—0; 


‘Quand la charge unitaire P se trouvera à gauche de la section 
I-I1, on aura 


Ainsi la ligne d'influence de Æ peut être obtenue en multipliant 
toutes les ordonnées de la ligne d'influence du moment fléchissant 
M agissant dans la section € de la poutre de référence par 1/f. Cette 
ligne d'influence est représentée à la fig. 96.4,d. 

Pour tracer la ligne d’influence de l'effort U, prenons la section 
IT-IT (fig. 96.4,a) dans une barre de membrure inférieure et écri- 
vons que la somme des moments dé toutes les forces agissant sur 
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le tronçon gauche par rapport au point opposé k# est égale à zéro: 
DM = Vans — Hf—Uh=0 
d'où 


{ 
U, — Fa (V'aar one HT). 


La position du point neutre relatif à l’effort U, sera déterminée 
par l'intersection des droites a,k et b,C (fig. 96.4,a). La ligne d'influ- 
ence de U, ainsi obtenue est représentée à la fig. 96.4,e. 

Le lecteur est invité à tracer les lignes d'influence des efforts’ 
agissant dans plusieurs autres barres de ce même système. 

Passons maintenant à l'étude des systèmes constitués par des 
arcs à articulations multiples et deux poutres en treillis droites, 


a) 


Fig. 97.4 


ces dernières étant connectées par une rotule commune. Les poutres 
droites peuvent se trouver tant au-dessus (fig. 97.4,a) qu'au-dessous 
(fig. 97.4,b) de l'arc. 

. Il est facile de démontrer que de tels systèmes sont isostatiques 
et géométriquement invariables. La détermination des efforts agis- 
sant dans les barres de tels systèmes sera exposée en utilisant 
comme exemple l'ouvrage représenté à la fig. 98.4,a.. 

Les lignes d'influence des réactions d'appui verticales V, et V3 
auront la forme de triangles droits avec des ordonnées égales à l'unité 
au droit des appuis correspondants (fig. 98.4, et c). 

En examinant les conditions d'équilibre d’un nœud supérieur 
quelconque préalablement isolé on constate que l’arc à articulations 
multiples ASB possède l'importante propriété suivante : sous n’im- 
porte quelle combinaison de charges appliquées aux poutres en treillis 
droites AC et CB les composantes horizontales dans tous les élé- 
ments de l’arc restent toujours égales entre elles. En effet, projetons 
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les efforts appliqués au nœud 
(n — 1) (fig. 98.4,d) sur l'axe 
des x: 

D X= —N,_ cos 1 + 

+ N, cos a, = 0, 

d'où 

Nn-1008 n-1 = N,h cos &, 
d’où il découle que 


Hy_ = Hn = H 
ef, 
N._._- H 
RL | à É— 7e. 
COS Gn-1{ COS An 


En projetant les efforts sol- 
licitant le même nœud sur l'axe 
des y nous obtiendrons (fig. 
98.4,d) : 


SY—Htga— 
— Wigan-1 —Vn-1 = 0 
d'où 
Vans H (tg cn — tg on). 


Ces formules montrent que 
les lignes d'influence des efforts. 
dans tous les éléments de l’arc 
ainsi que dans les barres de 
suspension ont la même forme 
que la ligne d'influence de la 
poussée ÎT. 

Pour construire cette derniè- 
re, prenons la section Z-T (fig. 
98.4,a) et écrivons l'équation: 
des momeñts de toutes les for- 
ces appliquées à la partie gau- 
che du système par rapport à 
la rotule centrale C. L'effort 
Nn+1 transmis par l’articula- 
tion $ sera décomposé suivant 
la verticale et l'horizontale, 
ces deux composantes étant éga- 
les respectivement à À tg &n41 
et À 


D Mo=Vas+Hf=0 


d’où 


Val M£ 
H  — + 

Le signe'‘moins obtenu indique que tous les éléments de l'arc 
travaillent en compression. La ligne d'influence de Æ sera de forme 
triangulaire, son sommet étant situé sur la verticale passant par la 
rotule centrale € (fig. 98.4,e). 

Traçons maintenant la ligne d'influence de l'effort O,. A cet 
effet prenons la section Z1-II et écrivons l'équation des moments 
par rapport au point m, en supposant que la charge unitaire est 
appliquée à la partie droite du système: 


S Mn = Vaam + Onh — H (ym+h) =0 
d'où 


On = — AV ame — À (Um + 8) + — + Me — H (mm + RD]. 


E L'expression entre crochets n’est autre chose que le moment 
fléchissant dans une section À d’un arc fictif à trois rotules, dont 
la portée est la même que celle du système considéré, les coordonnées 
de la rotule centrale valent //2 et f et dont les coordonnées du centre 
de gravité de la section X sont données par a, et (y, + h). Il s’en- 
suit que la détermination de la position du point neutre relatif 
à la ligne d'influence ©, requiert que l’on trouve préalablement celle 
du centre de gravité de la section Æ de l'arc fictit. À cette fin, on 
tracera une verticale par le point m (fig. 98.4,a) et on portera sur 
cette verticale l'ordonnée (y, + h), l'axe des abscisses coïincidant 
avec l'horizontale passant par la rotule centrale C. Ensuite on tra- 
cera les droites ÀAX et BS dont le point d’intersection déterminera 
la position du point neutre cherché. La ligne d'influence de ©, 
construite suivant la méthode du point neutre est représentée à la 
fig. 98.4;,f. | 

Envisageons maintenant le tracé de Ia ligne d'influence de l'effort 
D, dans une des diagonales de la poutre droite. Projetons sur la 
verticale tous les efforts appliqués à notre système à gauche de la 
section 11-11 (fig. 98.4,a) et supposons que la charge unitaire P se 
trouve à droite de cette section: 


DY=Va—Htgan—Drsinf—0 
d'où 
{ 
1); — sinp (V4 — H tg An} 
Cette expression indique que la ligne d'influence cherchée peut 
être obtenue par la sommation de la ligne d'influence de V, dont les 
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ordonnées ont été multipliées par T. 
et de la ligne d'influence de la pous- 
sée À dont toutes les ordonnées ont 
été multipliées par (—) : 

La ligne d'influence de D, pour- 
rait être obtenue également par la 
méthode du point neutre. Pour cela 
il faudrait trouver une telle position 
de la charge unitaire P qui rendrait 
nulle l'expression (V4 — À tg a,). 
On admettra que V4 et H représen- 
tent la réaction d'appui verticale et 
la poussée d’un arc à trois rotules 
dont la portée est égale à Z, et les 
coordonnées de la rotule centrale 
valent 1/2 et f (fig. 98.4,g). 

La position du point neutre 
cherchée sera donnée par 


4 
Da= pe (Va H tg an) = 0 
d’où 
V 
na —= tg Cn 


Cette dernière condition ne peut 
être réalisée que si la résultante de 
la réaction VA et de la poussée A7, 
c'est-à-dire la réaction de l'appui 
gauche À de l'arc (fig. 96.4,g) fera 
avec l'horizontale un angle égal à 
%n. Le point neutre sera donc situé 
sur la verticale passant par le point 
d'intersection des réactions d'appui 
A et B de l’arc fictif, la direction 
de la réaction B passant comme 
toujours par l'articulation de l’ap- 
pui droit et la rotule centrale. La 
ligne d'influence de l'effort D, 


tracée par la méthode du point neutre est représentée à la fig. 98.4,h. 

Examinons maintenant un système dans lequel l’arc à articula- 
tions multiples se trouve au-dessous des poutres droites (fig. 99.4,a). 
Ce système est isostatique et géométriquement stable. La particu- 
larité essentielle d’un tel système réside dans le fait qu’il prend 
appui à quatre points différents À’, PB’, 4” et B”. 
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Pour déterminer les réactions d’appui de notre système, prolon- 
geons les directions des éléments extrêmes de l’arc jusqu'à leur 
intersection avec les verticales des points d'appui 4’ et B” des pou- 
tres droites et décomposons en ces points chacun des efforts engendrés 
dans les éléments mentionnés en deux composantes V' et Æ,, 
V, et H; (fig. 99.4,a) respectivement. On se souviendra que la 
composante horizontale dans tous les éléments d’un arc à articula- 
tions multiples reste constante et que par suite 41 = Hz = H. 

Désignons les réactions développées aux points À’ et B” par 
V'i et V2, et les réactions verticales sommaires des appuis de droite 
et celles de gauche par V4 et VA respectivement. On aura donc 


Vra=Vr+Ve. 


En prenant la somme des moments de toutes les forces agissant 
sur le système par rapport au point d'intersection des efforts V» 
et H 3 On a 

SM=Vai—M*=0 
d’où 
m°ext 


Va=Va+ Va j 


Dans cette expression ext est le moment de toutes les charges 
extérieures appliquées au système. 

On voit donc que la somme des composantes verticales des réactions 
d'appui Vaet VA est égale à la réaction d'appui d'une poutre simple- 
ment appuyée. | 

Pour déterminer la grandeur de la poussée À, écrivons que la 
somme des moments de tous les efforts appliqués à la moitié gauche 
(ou droite) du système par rapport à la rotule centrale S de l'arc est. 
égale à zéro: 


D'Ms=Vasz—Hf—M$—0 


d'où 
M? 
He. 
H 
Dans cette expression M$ est le moment fléchissant à mi-portée 
de la poutre de référence. | 
Par conséquent, la ligne d'influence de la poussée Æ sera le 
triangle isocèle représenté à la fig. 99.4,b. 
Les réactions V4 et V8 s'expriment aisément en fonction de Æ : 


Va = Vr = Hteo. 


Par conséquent, les lignes d'influence de ces réactions auront 
également une forme triangulaire, comme indiqué à la fig. 99.4. 
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Pour déterminer la réaction V on se servira de l'expression 
Va=Va— Va Vi H te o. 


Cette expression montre que la ligne d'influence de V1 peut 
être obtenue par la sommation des ordonnées de la ligne d'influence 
de la réaction d'appui de.la poutre de référence (qui consiste, comme 
on sait, d’un triangle droit ayant une ordonnée égale à l'unité au 
droit de l’appui) et de la ligne d'influence de la poussée À, dont 
toutes les ordonnées ont été multipliées par (— tg op). 

On pourrait également tracer la ligne d'influence de V1 par la 
méthode du point neutre dont la position découle de l'expression 


Va = Vi — Hitg—=0 
d'où Ta. doit être égal à tg @. Cette expression montre que le point 


neutre sera situé sur la verticale au point d’intersection des réactions 
d'appui B et À d'un arc fictif à trois rotules (fig. 99.4,d), pourvu 
que la dernière fasse un angle @ avec l'horizontale. 

Ainsi, pour tracer la ligne d'influence de V1 par cette méthode, 
on doit porter sur la verticale de l’appui gauche une ordonnée égale 
à l'unité que l’on connectera avec la projection du point neutre sur 
l’axe des abscisses. Ensuite, on trouvera sur cette droite l’ordonnée 
correspondant à la rotule centrale et on tracera une droite par ce 
point et le point d’ordonnée nulle sur la verticale de l’appui droit 
(fig. 99.4,e). | 

Considérons maintenant le tracé de la ligne d'influence pour une 
barre de membrure (n —1)-n de l’une des poutres droites (fig. 99.4,a). 
Prenons la section 1-1 et écrivons que la somme des moments des 
forces extérieures, qui agissent sur la partie gauche du système par 
rapport au nœud # (qui est le point opposé relatif à la barre con- 
sidérée), est égale à zéro: | 


D My (Va+ Vi) an — Hyr —Unh = 0 
d'où | 
M 
Un = (Va + Vi) ax — Hyx] = >. . 

Dans cette expression 1% est le moment fléchissant agissant 
dans une section # d'un arc à trois rotules dont la portée est égale 
à let le centre de gravité de Ia section k a pour coordonnées 
ar et yx. 

La ligne d'influence de Z, träcée par la méthode du point neutre 
est donnée à la fig. 99.4,f. : 

Finalement étudions le tracé d’une ligne d'influence de l'effort 
engendré dans un élément de treillis, mettons de l'effort D, dans 
la diagonale kn (fig. 99.4,a). Quand la charge unitaire se trouve 
à droite de la section 7-7, l'effort D, sera donné par l'équation 


DY=Vi—D,sina—H tg,=— 0, 
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d’où 


1 
Dr= (Va Tig Pr). 


| ‘sina 
Au point neutre relatif à l'effort D, on devra avoir 
Va— Hig Pn — 0, 
ce qui entraine : 


On sait déjà que cette dernière condition ne peut être satisfaite 
que si la réaction d'appui À d’un arc fictif à trois articulations 
représenté à la fig. 99.4,4 fait un angle‘, avec l'horizontale. 
La position du point neutre sera donc déterminée par l'intersection 
d’une droite, passant par l'articulation d'appui gauche sous un 
angle q, par rapport à l'horizontale, et d’une ligne tracée par l'articu- 
lation d'appui droite et la rotule centrale. 

Ainsi la ligne d'influence de D, sera obtenue en portant sur la 
verticale de l’appui gauche l'ordonnée numériquement égale 
à 1/sin & et en connectant cette ordonnée à la projection du point 
neutre sur l’axe des abscisses. Sur la droite ainsi obtenue on projette- 
ra la rotule centrale et le nœud droit du panneau sectionné. Le pre- 
mier de ces points sera alors connecté au point d’ordonnée nulle 
à l’appui droit. Ensuite, par le point d'ordonnée nulle à l’appui 
gauche on tracera une droite parallèle à celle obtenue en premier 
lieu et la construction sera achevée en traçant la droite de transi- 
tion, qui connectera les ordonnées correspondant aux nœuds du pan- 
neau sectionné (fig. 99.4,g). 

Les lignes d'influence des efforts dans les montants peuvent être 
obtenues d’une façon analogue. 


CHAPITRE Ÿ 


SYSTÈMES ARTICULÉS ISOSTATIQUES 
TRIDIMENSIONNELS 


LL) mm ouaLZL 


$ f.9. Généralités 


Les systèmes articulés tridimensionnels sont caractérisés par le fait 
que les barres qui les constituent se trouvent dans des plans diffé- 
rents ; les systèmes de ce type sont donc capables de résister aux 
charges agissant elles aussi suivant des plans différents. 

L'étude d’un nombre de systèmes articulés tridimensionnels, 
soumis à des combinaisons de charges particulières, peut être con- 
sidérablement simplifiée par la réduction du système à plusieurs 
poutres en treillis planes. 

Ainsi, par exemple, le pont représenté à la fig. 1.5,a peut être 
considéré comme étant constitué par deux poutres en treillis verti- 
cales ABCD et MNFE tant qu'il est soumis à un système de charges 
symétriques par rapport à son axe longitudinal. Par contre, si le 
système de charges n'était pas symétrique, il faudrait le considérer 
comme un système entier, les poutres en treillis AMNB et DEFC, 
disposées dans les plans horizontaux, participant à la transmission 
des. charges d’une poutre verticale à l’autre. 

L'hyperboloïde de révolution de Choukhov, représenté à la 
fig. 1.9,b et destiné à supporter un réservoir d'eau, représente un 
autre système articulé tridimensionnel qui ne peut jamais être 
décomposé en systèmes plans. Ce système devra donc toujours être 
calculé comme un système spatial unique. Il en est de même du 
dôme Schwedeler, représenté à La fig. 1.5,c. 

Les barres qui constituent {es systèmes tridimensionnels dits 
articulés sont toujours assemblées à l’aide de rivets, de boulons ou 
par soudure électrique et, par conséquent, les nœuds possèdent une 
certaine rigidité. Cependant le calcul d’un tel système qui tiendrait 
compte de Îa rigidité des nœuds deviendrait pratiquement inextri- 
cable ; pour cette raison ces calculs se font toujours en admettant 
que tous les nœuds sont constitués par des articulations sphériques 
idéales. | 

Ceci ne s'applique pas naturellement aux charpentes métalliques 
formées de portiques à nœuds rigides. Les articulations sphériques 
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mentionnées possèdent chacune trois degrés de liberté ; les éléments 
dont l'assemblage est formé par des articulations de ce type, peu- 
vent donc subir une rotation autour de trois axes quelconques 
passant par le centre de l'articulation. On se souviendra que les 
articulations des poutres en treillis ordinaires (articulations 
cylindriques} ne sont douées que d'un seul degré de liberté, car elles 
ne permettent la rotation des barres qu’autour d’un seul axe per- 
pendiculaire au plan de la poutre. 

Les barres d'un système articulé tridimensionnel doivent être 
disposées de façon à en assurer l’invariabilité géométrique malgré 
la mobilité des joints. 

Nous pouvons donc dire que le système articulé tridimensionnel 
est un système constitué de barres disposées dans des plans diffé- 
rents et formant un assemblage rigide dont tous les nœuds con- 
sistent d'’articulations sphériques. 

Quand les charges sollicitant un tel système sont appliquées 
au droit de ces nœuds, toutes les barres ne travailleront qu'en exten- 
sion ou en compression pure. 
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Considérons un système de forces en équilibre agissant dans des 
plans différents. On se souviendra que ce système doit satisfaire 
à six équations fournies par la statique. On peut grouper ces équa- 
tions de différentes façons. Généralement on groupe les trois équa- 
tions des projections de forces sur les axes des coordonnées : 


>DX=0, > Y—0, > Z=0 
et les trois équations des moments par rapport à ces mêmes axes : 


DM:=0, DM,=0, DM,=0.. 


Le choix du groupe d'équations dont on fera usage sera tou- 
jours dicté par des considérations de simplicité des calculs. Moins il 
y a d’'inconnues, plus la solution d'un système d'équations est 
simple. Par conséquent, on tâchera toujours d'obtenir une séparation 
des inconnues aussi poussée que possible. 

Les six équations d'équilibre mentionnées permettent de déter- 
miner toutes les réactions d'appui d’un système isostatique spatial 
et de calculer ensuite (également à l’aide d'équations fournies par 
la statique) les efforts engendrés dans toutes ses barres. 


$ 2.9. Appuis des systèmes articulés tridimensionnels 


Les systèmes articulés tridimensionnels reposent sur leurs fonda- 
tions ou sur tout autre système rigide par l'intermédiaire d’appuis 
de trois types: 

1) articulations sphériques mobiles ; 

2) articulations sphériques à rouleaux ; 

3) articulations sphériques fixes. 

L'appui à articulation sphérique mobile est représenté à la 
fig. 2.5,a. Cette articulation consiste de deux plateaux et d'une 
sphère insérée entre ces plateaux. Tout solide reposant sur un tel 
appui peut subir une rotation autour des trois axes x, y et z pas- 
sant par le centre de la sphère et se déplacer suivant une direction 
quelconque dans le plan xy. Cet appui empêche seulement les dépla- 
cements le long de l’axe des z, tant vers le haut que vers le bas (le 
dispositif empêchant le déplacement vers le haut n’est pas montré 
à la fig. 2.5,a). On voit donc que l'appui de ce type n’impose qu’une 
seule liaison, et c’est dans la direction de cette liaison qu'une réac- 
tion verticale R, se développera. Schématiquement l'appui mobile 
à articulation sphérique peut être représenté comme indiqué à la 
fig. 2.9,0. 

L'appui à articulation sphérique à rouleaux est représenté à la 
fig. 3.9,a. Cet appui consiste de deux balanciers, un supérieur et 
un inférieur, et d’une boule sphérique engagée dans l’encoche de 
ces deux balanciers. Le balancier inférieur repose sur des rouleaux, 
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qui peuvent se déplacer entre les rebords du balancier inférieur et 
du plateau inférieur, lesdits rebords empêchant tout déplacement 
parallèle à l'axe des rouleaux. Un solide s'appuyant sur un 
dispositif de ce genre peut effectuer une rotation autour des trois 
axes, passant par le centre de l'articulation, et peut se déplacer 
dans le plan de roulement des rouleaux suivant une direction nor- 
male à leurs axes. 

Un appui de ce type empêche tout déplacement suivant deux 
axes, celui perpendiculaire au plan de roulement des rouleaux et 
celui parallèle aux axes de ces derniers, en d’autres termes cet appui 
impose deux liaisons et peut développer une réaction ayant deux 
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composantes, soit R, et R,, soit À, et À, selon la direction des 
axes des rouleaux. La représentation schématique d’un appui du 
deuxième type est donnée à la fig. 3.5,b. 

L'appui sphérique fixe ou immobile est représenté à la fig. 4.5,a. 
Cet appui consiste de deux balanciers et d’une boule sphérique 
insérée entre ces balanciers. Un solide s'appuyant sur un dispositif 
de ce genre peut subir une rotation autour de chacun des trois axes 
passant par le centre de la sphère, mais il ne peut plus se déplacer 
dans aucune des directions. Par conséquent, cet appui équivaut 
à trois liaisons et la réaction qui s'y développera aura trois compo- 
santes RÀ,, R, et R, concourant au centre de la sphère. Schématique- 
ment cet appui sera représenté comme indiqué à la fig. 4.9,6. 

Le nombre de liaisons minimum qui doit être imposé à un solide 
de résistance pour le fixer rigidement à la terre est égal au nombre 
d'équations d'équilibre d’un système tridimensionnel, c'est-à-dire 
à 6. La combinaison de liaisons d’appuis la plus simple qui fourni- 
rait une connexion rigide est représentée à la fig. 5.5. Le:solide 
de résistance J est fixé au point C à l’aide d’un appui à rotule sphé- 
rique fixe et au point B à l'aide d’un appui à rotule sphérique 
à rouleaux. Ces deux appuis rendent l’axe BC du solide 7 immobile 
ne laissant à ce dernier qu'un seul degré de liberté, celui d’ef- 
fectuer une rotation autour de cet axe. Un appui sphérique mobile 
A installé en un point quelconque, pourvu que ce point soit situé 
en dehors de l'axe BC, éliminera ce dernier degré de liberté et rendra 
le solide 7Z complètement immobile. 
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Si 1 on avait affaire non à un solide de résistance mais à un systè- 
me géométriquement variable, le nombre de liaisons qu'on devrait 
imposer à ce dernier pour le fixer rigidement au sol devrait être 
augmenté. Prenons par exemple le quadrilatère B,B:B,B, de la 
fig. 6,5,a. Si ce quadrilatère n'était fixé au sol que par trois appuis, 
chacun appartenant à l’un des trois types décrits plus haut (voir fig. 5.5), 
il conserverait deux degrés de liberté, celui de plier autour de l’une de 
ses diagonales et celui de modifier sa configuration dans son plan 
(on suppose que tous les joints de ce quadrilatère sont à articulations 
sphériques). Par conséquent, pour rendre ce quadrilatère immobile 
il faut lui imposer deux liaisons d’appui supplémentaires. Un systè- 
me de liaison capable de remplir cette fonction pourrait être fourni 
par quatre appuis du type à rouleaux (deuxième type). En effet 
le nœud B;, ne pourra plus se déplacer Île long de la verticale, ni 
dans la direction B;,B32, car les liaisons imposées par l’appui en PB: 
s'y opposeraient. De même, son déplacement suivant B,B, est rendu 
impossible par la liaison horizontale à l'appui B,. Par conséquent, 
le nœud B; est complètement immobile. Le nœud B>: est connecté 
au nœud PB, et au sol par trois barres, ce qui le rend également 
immobile. | | 

Les nœuds B, et B, sont fixés de la même façon. 

On doit veiller à ce que la direction des liaisons d’appui soit 
convenablement choisie, car autrement on peut imposer à une partie 
du système des liaisons surabondantes, la rendant ainsi hyperstati- 
que, tandis que l’autre partie du système conserverait un ou plusieurs 
degrés de liberté. La disposition des liaisons d'appui représentée 
à la fig. 6.5,b fournit un exemple de distribution erronée de ces 
liaisons. En effet la direction des liaisons horizontales aux nœuds 
B; et B2 coïncide avec celle de la Hiaison au nœud € et, par con- 
séquent, deux de ces liaisons sont surabondantes. Par contre le nœud 
PB: peut se déplacer dans la direction 8.4 et le nœud PB: dans la 
direction B24. Cette situation pourrait être corrigée, si les liaisons 
représentées schématiquement par des barres marquées par une croix 
étaient remplacées par deux liaisons représentées en pointillé. 


$ 3.5. Formation des systèmes articulés 
tridimensionnels isostatiques 


Le système articulé isostatique plan le plus simple est constitué, 
comme on sait, par un triangle ACB (fig. 7.5,a). En adjoignant à ce 
triangle un nœud supplémentaire D connecté par deux barres AD et CD 
(fig. 7.9,b), on obtient un système instable, car le triangle ADC peut 
pivoter autour de la droite AC. Pour rendre le système indéformable 
il faut introduire une liaison supplémentaire ne se trouvant pas dans 
le plan du triangle ADC. Cette liaison peut être constituée, par 
exemple, par la barre DB (fig. 7.5,c). Le tétraèdre ainsi formé cons- 
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titue Île système articulé tridimensionnel le plus simple. En 
adjoignant à ce système successivement des nœuds supplémen- 
taires, dont chacun est rattaché à l’aide de trois barres ne se trouvant 
pas dans un même plan, on obtiendra des systèmes isostatiques 
articulés géométriquement invariables dits simples. s à 

Désignons par $ le nombre de barres formant un tel système, 
par So le nombre de ses liaisons d'appui et par ÆÀ le nombre de 
nœuds articulés, et tâchons d'établir quelle est la relation qui relie 
ces trois grandeurs. 

Le nombre total d'efforts inconnus sera égal à S + S,. En même 
temps le nombre d'équations d'équilibre féurni par la statique sera 
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égal à 3X, car pour chaque nœud articulé on peut écrire trois équa- 
tions de projections des forces qui y sont appliquées. 

Désignons par à le nombre de liaisons surabondantes, c'est-à-dire 
le nombre d’inconnues indépendantes en excès du nombre d'équations 
fournies par la statique (ce nombre à est souvent appelé degré 
d'hyperstaticité). Nous aurons 

i=S+S —3X. (1.5) 


Il est évident que quand i >> 0, le système considéré est hyper- 
statique, quand i — 0 ce système est isostatique et quand i < 0 
le système est géométriquement variable. 

La condition à — 0 constitue une condition nécessaire, mais non 
suffisante pour que le système soit reconnu isostatique. En effet, 
pour tout système isostatique cette condition sera nécessairement 
satisfaite mais l'égalité à zéro de l’expression $ + $S, — 3X ne 
signifie pas encore que les équations de la statique permettront de 
faire l’étude complète de ce système. La condition susmentionnée 
n’établit qu'une relation purement numérique entre le nombre 
d’inconnues et le nombre d'équations qu’on peut obtenir pour trou- 
ver ces inconnues. 

Mais pour résoudre complètement la question relative à l'isosta- 
ticité du système, il faut qu'on connaisse sa géométrie, c'est-à-dire 
la disposition mutuelle de tous ses éléments. LL _ 
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Dans le cas du tétraèdre élémentaire (fig. 7.95,c) nous avons: 
S — 6,85, = 6, K = 4 (les liaisons d'appui ne sont pas représentées 
à la fig. 7.5,c). On voit que dans ce cas l'expression (1.5) donne 
i — 6 + 6 — 3.4 = O et ainsi la première condition indiquant 
que le système est isostatique est satisfaite. Toutefois, cette même 
condition serait satisfaite pour le système de la fig. 8.5 qui est cons- 
titué par le même nombre de barres et de nœuds, mais qui diffère du 
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système précédent par le fait que les barres AD, BD et CD se 
trouvent dans un seul et même plan. Un tel système est instantané- 
ment variable, car le nœud D peut se déplacer suivant une normale 
au plan ABC. 

On voit donc qu'après avoir vérifié la condition i — 0, il faut 
procéder à la vérification de [a stabilité géométrique du système. 
Ceci pourrait s'effectuer en se servant de la méthode dite de charges 
nulles. Nous nous sommes servis de cette méthode précédemment pour 
l'étude de la stabilité géométrique des poutres en treillis. On se 
souviendra que cette méthode consiste dans la détermination des 
efforts dans tous les éléments, quand les charges extérieures sont 
nulles. Si l’on trouve que les efforts intérieurs dans le système étudié 
ne peuvent prendre aucune valeur différente de zéro, le système 
sera reconnu stable. Par contre, si ces efforts peuvent prendre des 
valeurs autres que zéro, le système sera instantanément variable. 

Il est facile de démontrer que dans le tétraèdre de la fig. 7.5,c 
les efforts dans toutes les barres resteront nuls tant qu'aucune charge 
n’y sera appliquée. En effet, isolons le nœud D et projetons les efforts 
internes WV,, V2 et N,. agissant dans les barres AD, BD et CD sur 
la normale au plan ADC (fig. 9.5), Nous obtenons W: cos f — G 
d'où Vo = 0. 

D'une façon tout à fait analogue on démontre que W, et W, sont 
également nuls, En considérant ensuite le triangle ABC on voit 
que les efforts dans les barres AB, AC et BC sont également nuls: 
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Par conséquent, le tétraèdre considéré constitue un système isosta- 
tique et géométriquement invariable. | 

Appliquons la même méthode au système de la fig. 8.5. Isolons 
encore une fois le nœud D et projetons les efforts Ni, N>2 et N, sur 
un axe perpendiculaire au plan ABC. Nous obtiendrons: 


N;-O+N, 0+N30=0. 


Cette équation est une identité, qui restera satisfaite indépen- 
damment des valeurs de W,, M: et N, qui peuvent donc être diffé- 
rentes de zéro. Les deux autres équations d'équilibre obtenues en 
projetant les efforts mentionnés sur les autres axes des coordonnées 
{par exemple sur un axe parallèle à l'effort N; et un autre axe 
perpendiculaire à ce dernier et situé dans le plan ABC) contiendront 
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trois inconnues et, par conséquent, posséderont une infinité de racines 
différentes de zéro. Ceci indique clairement que le système envisagé 
est instantanément variable. | 

Prenons maintenant le système représenté à la fig. 10.5. Pour 
ce système on à So — 8; S — 16; À — 8 et par conséquent i — 
—"8 + 16 — 3.8 = 0. 

Ainsi la première condition est satisfaite. Démontrons mainte- 
nant que si aucune charge n'est appliquée à ce système les efforts 
dans toutes les barres resteront nuls. À cet effet isolons le nœud À 
et projetons les efforts N;, Vo, N;, et N, sur un axe normal au plan 
ACB2B;. Nous obtenons immédiatement W, — 0. En isolant ensuite 
le nœud Æ on démontre facilement que les efforts dans les barres 
PE, B,ËE et DE sont aussi égaux à zéro. En considérant ensuite 
successivement l'équilibre des nœuds D, €, B;,, B2 et B, on 
s'aperçoit qu'aucune des barres du système n'est sollicitée. On devra 
‘en conclure que le système donné est isostatique et indéformable. 

Notons que le système que nous venons d'examiner (fig. 10.5) 
n'appartient pas à la catégorie de systèmes articulés dits simples, car 
il ne peut pas être « démonté » par une élimination successive de 
nœuds, chacun pris avec ses trois barres d'attache. Les systèmes de ce 
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type, que nous désignerons par ke terme systèmes compliqués, peuvent 
être obtenus en remplaçant une ou plusieurs barres constituant un 
système simple par un nombre équivalent de barres situées dif- 
féremment. Ainsi, si dans le système représenté en traits pleins à 
la fig. 10.5 on substitue la barre AB: par la barre B,C indiquée 
en pointillé, on obtient un système simple. Ce dernier système peut. 
être démonté en éliminant successivement les nœuds 4, £, D et 
C' chacun avec les trois barres qui le rattachent. 

Pour conclure examinons la poutre en treillis de la fig. 11.5 
dont tous les nœuds sont constitués par des rotules sphériques et 
dont le triangle central est rendu immobile à l’aide de six liaisons 
d'appui. Pour ce système on a: 


S—A11;, S,—=6, K—=7, i=11+6—-3.7— —4, 


Par conséquent, le système est géométriquement variable et 
possède quatre degrés de liberté. En effet on peut le plier autour de 
quatre axes: {-7, Î1-I1, ITI-TIT et IV-IV., 


$ 4.5. Détermination des efforts dans les éléments 
des systèmes articulés tridimensionnels 


La détermination des efforts dans les barres des systèmes arti- 
culés tridimensionnels isostatiques peut s'effectuer à l’aide des trois 
procédés suivants : | 

4) en prenant des sections à travers les barres considérées ; 

2) en substituant certaines barres à d’autres ; 

3) en décomposant le système spatial en poutres en treillis 
planes. 

Examinons en détail chacun de ces procédés séparément. 

Premier procédé. Il s’emploit généralement pour la 
détermination des efforts dans les barres des systèmes dits simples. 
Ce procédé consiste à prendre une section traversant les barres dans 
lesquelles on se propose de déterminer les efforts intérieurs, et 
d'étudier les conditions d'équilibre de l’une des parties de la cons- 
truction isolée par cette section. L'action de l’autre partie du systè- 
me sur la partie considérée doit être remplacée par les efforts inté- 
rieurs agissant dans les barres sectionnées. Dans le cas le plus général 
on peut trouver pour chaque section six équations d'équilibre 
indépendantes à l’aide desquelles on peut déterminer six efforts 
inconnus. En se basant sur le type d'équations employées et le genre 
de la section, on parlera tout comme dans le cas des poutres en treillis 
planes : 1) de la méthode du point opposé; 2) de la méthode des 
projections et 3) de la méthode de l'isolement des nœuds. Dans 
le premier cas, on exprime que la somme des moments de toutes 
les forces par rapport à un certain axe est nulle. Cette méthode est 
tout à fait analogue à la méthode du point opposé décrite en détail 
dans le chapitre consacré à l’étude des poutres en treillis. En guise 
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d'exemple appliquons cette méthode à la détermination des efforts 
Net NV: dans les barres du système représenté à la fig. 12.5. Prenons 
la section m-m et écrivons l'équation des moments de toutes les 
forces agissant sur la partie supérieure de l'ouvrage par rapport 
à l'axe J-7. Les points d'application des efforts N;, et N> seront 
transférés au point À où leur résultante sera décomposée suivant 
la verticale et l'horizontale. Nous obtiendrons l'équation suivante: 


D M=WH—Qa—(N;+N;,)csina=0. 
L'angle « se trouvera en partant de sa tangente: 


tg à — + : 
Des conditions de symétrie il ressort que V;, — N:. I] s'ensuit que 
__ar _ WH—Qa 
M=M= 2csina 


Dans la méthode des projections on écrit l'équation d'équilibre 
des projections de forces sur un axe quelconque. Cette méthode, 
elle aussi, est très analogue à la méthode des projections employée 
dans l'étude des poutres en treillis ordinaires. Pour illustrer l'appli- 
cation de cette méthode aux systèmes tridimensionnels, prenons la 
poutre en console de section triangulaire représentée à la fig. 13.5 
et déterminons les efforts agissant dans ses diagonales. Le triangle 
de base de cette poutre ABC est rigidement fixé dans le plan vertical 
à l’aide de six liaisons qui ne figurent pas aù dessin. Le système 
donné [voir expression ({.5)] est caractérisé par S — 15, S, — 6, 
K=7eti—15+6— 3.7 —0. 

En isolant successivement les nœuds 7, 2, 3 et 4 on démontre 
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facilement que les efforts de ce système seront nuls quand les 
‘charges sont nulles. Il s'ensuit que cette poutre est isostatique et 
invariable. 

Pour déterminer les efforts W, et V2 prenons la section À et 
écrivons que la somme des projections sur l'axe des z de toutes les 
forces agissant sur le tronçon droit du système est nulle: 


SZ= _P+(N,IN:;)sina—0. 


Une deuxième équation sera obtenue en prenant les moments 
de ces mêmes forces par rapport aux axes des x: 


D M; Niasin a — Na sin & —0 


d'où 
N, = Na. 
En revenant à l'équation des projections, nous obtenons: 
P 
N,=— = No 9 sin d 
2sina 


Quand la section adoptée ne sépare qu'un seul nœud, on dit 
qu’on fait recours à la méthode de l'isolement des nœuds. Les 
équations obtenues par cette méthode sont très analogues à celles ob- 
tenues par la méthode des projections. 

Adoptons cette dernière méthode pour déterminer l'effort W,; 
dans la barre 1-2 de la poutre envisagée dans l’exemple précédent. 

Prenons une section T' et isolons le nœud /. Ecrivons que la som- 
me des projections de toutes Les forces agissant sur ce nœud sur l'axe 
des z est égale à 0: 

DZ—=—P+N;sinf=0 
d’où 
P 
ae sin f 

Notons que l’utilisation de cette dernière méthode est particu- 
lièrement indiquée pour le calcul des efforts dans les systèmes tri- 
dimensionnels dans les deux cas suivants: 

1) quand aucune charge n'est appliquée à un nœud formé 
par la rencontre de trois barres seulement. Dans ce cas les efforts 
dans toutes ces barres seront nuls, comme montré précédemment 
{voir fig. 9.5.); 

2) pour la détermination des efforts dans les barres convergeant 
vers un nœud quand toutes ces barres, à l'exception d’une seule, 
se trouvent dans un même plan. Si aucune charge n’est appliquée 
directement à ce nœud, l'effort dans la barre, qui n’est pas contenue 
dans le plan mentale devra être nul. 
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Deuxième procédé. On a recours à ce procédé pour 
déterminer les efforts dans les systèmes articulés à trois dimensions 
dits compliqués, quand l'application de la méthode décrite pré- 
cédemment se complique du fait qu'il s'avère impossible de trouver 
une section qui ne rencontrerait pas plus de six barres. 

Le procédé envisagé est basé sur le fait qu’un système dit 
compliqué peut être transformé en un système simple par le rempla- 
cement d’une ou de plusieurs barres. Nous indiquerons l’ordre des opé- 
rations en prenant comme exemple un système qui se transforme en 
système simple par substitution d’une seule barre. Désignons l'effort 
dans la barre substituée par X. Dans le système transformé cette 
barre est remplacée par une autre barre, dite barre de remplacement, 
dans laquelle il faudra calculer l'effort N, engendré par les charges 
réellement appliquées et l'effort W, engendré par l'effort X agissant 
dans la barre éliminée. 

Désignons par W. l'effort engendré dans la barre de remplacement 
par un effort À = 1. On aura alors: | 


N,=XN,. 


L'effort total dans la barre de remplacement engendré par les 
charges réellement appliquées et par l'effort X s'exprimera par 


NAN. 


Etant donné que dans le système de départ la barre de remplace- 
ment est absente, l'effort dans cette barre doit être égal à zéro: 


La solution de l'équation ainsi trouvée nous donne immédiatement: 


= — ——, (2.9) 
X 
Ayant déterminé l'effort X, on trouvera facilement l'effort W 
dans une barre quelconque du système par la formule 


Na= Nap+NasX, (3.5) 


Nx» étant l'effort engendré dans l'élément 4 du système transformé 


par les charges réellement appliquées, et W;,. celui engendré par 
l'effort X = 1. | 

Quand la transformation d'un système compliqué en système 
simple requiert le remplacement de plus d'une barre l’ordre à suivre 
reste tout à fait analogue, à cette exception près qu'au lieu d’obte- 
nir en fin de compte des équations qui ne contiennent chacune 
qu’uue seule ‘inconnue, on aboutira à un système d'équations dont 
le nombre d’inconnues sera égal au nombre d'éléments remplacés. 
On se souviendra qu’il en était exactement de même dans le cas des 
poutres en treillis planes (voir $ 4.4.). 
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Appliquons la méthode qui vient d’être décrite à l'étude de la 
charpente représentée à la fig. 14.5,a (notons en passant que cette 
construction aurait pu être étudiée par la méthode des sections). 

Vérifions d’abord si le système est bien isostatique et géométrique- 
ment invariable., On a S$ — 12, Si — 6, K — 6 et i = 12 + 6 — 
— 3-6 — 0. Par conséquent, la première des conditions à remplir 
est satisfaite. 

Quant à l’invariabilité géométrique nous en donnerons la preuve 
plus loin. 

Substituons la barre À-2 indiquée en pointillé à l'élément 7-3 
(fig. 14.5,0). Dans le système transformé simple déterminons l’ef- 
fort NV, engendré dans l'élément AÀ-2 par la charge horizontale P. 


Fig. 44.5 


À cette fin isolons le nœud 7 et déterminons l'effort dans la barre 
1-2. Ensuite, ayant isolé le nœud 3 nous voyons immédiatement 
que la barre 2-3 reste non chargée. Cela étant, l'effort W, dans la 
barre À-2 est trouvé en isolant le nœud 2. Pour trouver W, engendré 
dans le même élément par l'effort X — 1 écrivons: 


N, = N° +- N°, 
N: étant l'effort dans la barre A-2 engendré par la sollicitation uni- 


taire X appliquée au nœud Z et W% l'effort dans la même barre 
engendré par la même sollicitation mais appliquée au nœud ä. 
Pour raison de symétrie 


N:.=N: 
et par conséquent 
Ni =2N. 

Or, l'effort V, est dirigé L sens opposé à. l'effort N L puisque les 
sollicitations P et X, appliqü%ées au nœud /, agissent en sens contrai- 
re elles aussi. En outre, l'effort N; est P fois plus petit que 
l'effort 4V,. 
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Par conséquent, 


=. Nh 
+ P 
d'où 
5 2» 
Fe P 


L'effort dans La barre substituée sera donc égal [voir expres- 
sion (2.9)] à 


Ayant trouvé l'effort X on déterminera facilement les efforts 
dans toutes les autres barres du système. 

Utilisons maintenant la méthode des charges nulles pour démon- 
trer que notre système est géométriquement stable ou, en d’autres 
termes, que les efforts dans tous les éléments de ce système restent 
nuls quand aucune charge n’y est appliquée. On voit que quand 
P — 0, À — 0 et par conséquent, l'effort dans la barre 1-3 est aussi 
nul. En isolant maintenant successivement les nœuds 7, 34 et 2 on 
trouvera immédiatement que les efforts dans toutes les autres barres 
sont également nuls. | 

La méthode de remplacement est très commode pour l'étude de la 
stabilité géométrique des systèmes. À cet effet il suffit de déterminer 
l'effort N, engendré dans la barre de remplacement par la sollicita- 
tion unitaire agissant le long de la barre substituée. On peut 
rencontrer deux cas: 

1) quand W, = 0, l'effort X restera indéterminé car il s’expri- 
mera par 0/0, ce qui indique que le système est instantanément 
variable ; 

2) quand W,-Æ0, l'effort X — 0. Dans ce cas, en l'absence de 
sollicitations extérieures, les deux termes de la partie droite de 
l'équation 

Na = Nyp+XNpx 


se réduisent à zéro, ce qui constitue la preuve que le système est 
invariable. | 

Troisième procédé. Ce procédé peut être appliqué 
aux systèmes tridimensionnels, dont les éléments sont disposés 
dans un nombre limité de plans en y formant des poutres 
en treillis séparées. Dans l'étude de tels systèmes les charges exté- 
rieures sont décomposées suivant les directions qui coïncident avec 
les plans des poutres mentionnées ; on calcule ensuite chacune de 
ces poutres séparément en ne considérant que les charges situées 
dans son plan. 

Comme exemple prenons le système. représenté à la fig. 15.5. 
Le nombre de liaisons d’appuis de ce système S, — 10, le nombre 
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de barres qui le constituent $S = 35 et le nombre de ses nœuds 
K = 15, donc i = 10 + 35 — 3:15 = 0, indiquant ainsi que la 
première condition d'isostaticité est remplie. | 

En ‘isolant successivement les nœuds 6, 7, 8, 9, 10, 1, 2, 8, 
4 et à on démontre que pour P — © les efforts dans toutes les barres 
sont également nuls. Par consé- 
quent, ce système est géométrique- 
ment invariable. Pour déterminer 
les efforts engendrés par la charge 
P dans les barres de ce système 
(voir fig. 15.5) on décomposera cette 
charge suivant les trois directions 
N1, Na et N:. En isolant ensuite 
les nœuds 7,68, 2 et 3 on s’aper- 
çoit immédiatement que les efforts 
dans les barres 7-8, 2-8 et 3-B; sont 
nuls. D'une façon tout à fait ana- 
logue on démontrera, en isolant 
les nœuds 9, 70,6 et 5, que les efforts 
dans les éléments 9-70, 10-4, 4-5 Fig. 45.5 
et -B; sont également nuls. Seuls 
les éléments de deux poutres en treillis B2-6-7-B; et B:;-B2-6-10 
seront sollicités par la charge appliquée, la première de ces poutres 
étant sollicitée par les deux composantes W; et V2 et la deuxième 
par la troisième composante WV;. Les efforts dans ces poutres seront 
déterminés par les méthodes usuelles. | 


$ 5.5. Quelques exemples de calcul des efforts dans les éléments 
des systèmes articulés tridimensionnels 


Prenons comme exemple la poutre articulée de section triangulaire formant 
console (fig. 16.5) et déterminons les efforts engendrés dans les barres de cette 
poutre. Les dimensions de la poutre et le système de charges sont donnés 
à la figure précitée. Nous emploierons deux procédés différents : celui des sections 
et celui de la décomposition du système spatial en poutres en treillis planes. 

a) Méthode des sections. Démontrons tout d’abord que les 
montants et les diagonales de la poutre plane 5-8-12-9 ne participent pas au 
travail du système. À cette fin isolons le nœud 9 formé par la rencontre de 4 bar- 
res dont trois (7-9, 2-9, 10-9) se trouvent dans un même plan. Aucune charge 
n'étant appliquée à ce nœud, l’effort dans l’élément 5-9 devra être nécessaire- 
ment nul. En isolant ensuite les nœuds 5, 10, 6, II et 7 on montrera de la même 
façon qu’aucuneffort ne sera transmis aux barres 5-70, 10-6, 6-11, 11-7 et 7-12, Ce- 
ci étant acquis, prenons une section R à travers le panneau central de [a poutre 

Pour déterminer l'effort ©, dans la barre de la #imbrure supérieure 2-3 
écrivons l’équation des moments de toutes les forces agi@hnt sur la partie gauche 
de cette poutre par rapport à l’axe des x dont la direct®n se confond avec celle 
de la barre 6-10: 


D'Mx= 013,20 
d'où 
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Fig. 16.5 


Les efforts D; dans la diagonale 8-6 et D; dans la diagonale 3-10 pourront 
être obtenus en projetant les efforts agissant sur la partie gauche de la poutre 
sur les axes des x et des 2: 


D X—2P +(Di—D2) cos a =0 ; 
> Z = D, sin BG + D, sin B—0 


Di = — D;. 


En substituant cette valeur de D; dans la première des équations ci-des- 
sus on trouve: 


d’où 


D 
COS œ 
Du triangle 70-13-3 on tire : 
cos a 250,48 
et. ainsi les valeurs des efforts cherchés dans les diagonales seront : 
25 P 25 
D=-xP: DT 7 1: 


Enfin pour-trouver les efforts VU, et U, dans les barres des membrures 
inférieures 6-7 et 10-11 écrivons l'équation des moments de toutes les forces 
appliquées au tronçon gauche de la poutre par rapport à l’axe x, passant par Île 
nœud 3 parallèlement à l’axe des x mentionné plus haut: 


2iMx,= —(Ui+U2)-3,2—0 


d'où 
U,— — U». 


En prenant maintenant la somme des moments des mêmes forces par 
rapport à l’axe des z passant par le nœud 3 on trouve: 


D My= —GP—3P +240; —2,403—0 
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d’où 
9P 45, 15 
igog  PT 


U 
b) Décomposition du système donné en pou- 
tres planes. Décomposons les charges P suivant deux directions qui coïn- 
cident avec les plans des poutres inclinées. De la fig. 17.5 on tire: 
| re 
2cosy 6 
Considérons maintenant la poutre plane Z-4-12-9 de la fig. 18.5 et déter- 


minons l'effort O; dans l'élément 2-3 de la membrure supérieure. Cet efiort aura 
la même valeur que l'effort O; engendré dans la poutre 5-1-4-8 (voir fig. 16.5), 


Pi= Pr 


Fig. 17.5 Fig. 18.5 


mais agira en sens contraire (0; = —0) et par conséquent l'effort total O, 
obtenu par la sommation de ft efforts sera égal à zéro. 

L’eftort D, dans la diagonale du panneau central se déterminera en pro- 
jetant tous les efforts agissant à gauche de la section sur un axe normal à la 
direction des membrures : 


D Y=—-2P,+0D,0c0s e=0. 
En remplaçant P, par 5/6P et cos € par sa valeur égale à 0,8 on obtient: 


2.5.5 25 
64 12 


En égalant à zéro la somme des moments des forces agissant sur le tronçon 
gauche par rapport au point 3 on obtient: 


D M3= —6Pi—3P;—4U2=0 


re 9P 9.5 15 
ed Sp 
Uo— Pen zx? 5 P 
et, par conséquent, 
1 
Ui= _U,= À P 


En comparant ces résultats avec ceux obtenus par la méthode des sections 
où voit que les deux coïncident parfaitement. 
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CHAPITRE Ô 


TRACE DES LIGNES D'INFLUENCE 
PAR LA METHODE CINÉMATIQUE 


$ 1.6. Généralités 


Le tracé des lignes d'influence d’un facteur quelconque des 
sollicitations (effort tranchant, effort normal, moment fléchissant, 
réaction d'appui, effort dans une barre d’une poutre en treillis, etc.) 
par la méthode cinématique repose sur l’un des principes les plus 
généraux de la mécanique rationnelle, celui des travaux virtuels. 

Conformément à ce principe la somme des travaux de toutes les forces 
appliquées à un système en équilibre sur des déplacements infiniment 
petits doit être nulle. Par déplacements 
infiniment petits du système on entend 
ceux qui sont compatibles avec les 
liaisons intérieures et -extérieures du 
système considéré. 

Les petitesses des déplacements 
envisagés permettent d'introduire la 
simplification suivante. Admettons 
qu'un solide de résistance J (fig. 1.6) 
fixé au point © subit une rotation in- 

Fig. 1.6 finiment petite d@ autour de ce point. 

Le point «a de ce solide se déplacerale 

long d'un arc de cercle de rayon r et prendra la position a2. Vu que l’an- 

gle derotation estinfiniment petit, on peut admettre quele déplacement 

du point a s'effectue non suivant un arc de cercle mais suivant une 

tangente à cet arc et qu'enfin de compte le point a occupera la posi- 

tion a. Ce remplacement d'un arc de cercle par sa tangente simplifie 
considérablement le tracé de l’épure des déplacements virtuels. 

La méthode cinématique fournit les bases les plus générales 
du tracé des lignes d'influence, ces bases pouvant être appliquées 
quel que soit le système considéré: arc à âme pleine, poutre droite 
ou système articulé. 

Cette méthode permet de trouveï la forme des lignes d'influence 
non seulement dans le cas des systèmes isostatiques, mais également 
dans celui des systèmes à liaisons surabondantes. Dans un nombre 
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de cas la méthode envisagée permet de simplifier considérablement 
le tracé des lignes d'influence; elle peut également être utilisée 
pour la vérification des lignes d'influence tracées par d’autres 
méthodes. 

Dans un nombre d'ouvrages compliqués la méthode cinématique 
permet de tracer les lignes d'influence requises plus rapidement 
que les méthodes statiques décrites précédemment. 

Ci-dessous nous exposerons la méthode dite des centres instanta- 
nés de rotation qui paraît être la plus simple et la plus évidente. 

Un: exposé plus détaillé de la méthode cinématique peut être 
trouvé dans différents traités spéciaux. 


$ 2.6. Bases de la méthode cinématique 


Examinons l'application de la méthode des centres instantanés 
de rotation au tracé des lignes d'influence d’un facteur quelconque 
en prenant comme exemple le système le plus simple constitué par 
un disque rigide 7 fixé au sol par trois liaisons d'appui (fig. 2.6,a). 


Fig. 2.6 


Ce disque est sollicité par une charge mobile P dont la direction 
pendant son déplacement reste invariable. Il est clair que les réac- 
tions qui seront engendrées aux appuis par cette surcharge varieront 
en fonction de sa position sur le disque /. Admettons qu'il s’agit 
d'écrire l'équation donnant la valeur de l'une de ces réactions 
d'appui et d’en tracer la ligne d'influence. Comme exemple prenons 
la réaction à l’appui B. 

Dans les méthodes basées sur la statique on prenait généralement 
une section qui rencontrait plusieurs liaisons (généralement toutes 
les trois), séparant ainsi du sol soit l’ensemble du système, soit 
upe partie. Dans la méthode cinématique on élimine seulement une 
seule liaison, cette liaison étant celle qui correspond à l'effort X 
cherché. 

Ayant éliminé fictivement la liaison en question (liaison B dans 
le cas considéré) et l'ayant remplacé par l'effort X (fig. 2.6,b) on 
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obtient un système mobile (un mécanisme) constitué par le disque 
I relié au sol par deux liaisons seulement, ce disque se trouvant 
en équilibre sous l’action de la charge P, de l'effort X et des réactions 
développées par les liaisons conservées. 

Appliquons à ce système le principe des déplacements virtuels. 
Le point À du disque 7 étant immobilisé par deux liaisons 
constituera le centre instantané de rotation du disque dont le dépla- 
cement virtuel sera constitué par une rotation infiniment petite 
autour de ce centre. Admettons que le disque à tourné dans le sens 
des aiguilles d’une montre d’un angle infiniment petit do (fig.2. 6,b). 
Le point d'application de Ia charge P (point a) prendra la position 
a, et le point d'application de l'effort X (point b) la position b4. 

Désignons par Ô, la composante du déplacement du point asuivant 
la direction de la charge P et par Ô, celle du point b suivant la 
direction de l'effort X. L’équation des travaux accomplis prendra 
la forme suivante: 

Pô, + X6. — 0. 


Etant donné que dans le tracé des lignes d'influence on admet 
toujours que la charge appliquée a une valeur unitaire (P — 1), cette 
équation donne: 


X=——<. (1.6) 


Cette expression constitue l'équation de la ligne d'influence 
sous sa forme la plus générale. 

Examinons cette expression en détail. Le déplacement 6, se 
déterminera en partant du triangle aoaa; (fig. 3.6): 


Ôp — ad cos. 
La valeur de aa; sera déduite du triangle Aaa:: 
aû1 — Aa -d. 


En substituant cette valeur de aa, dans l'expression de Ô, on 
trouvera : 


ÔP — Aa: cos Bd. 


Or comme 4a:cos f est égal au bras de levier de la charge P par 
rapport au point À on écrira: 


Aa*cos f = x. 
Finalement on obtient : 
Ôp = À dy. 


Ce déplacement est considéré comme étant positif quand il s’effec- 
tue dans le sens de Ia sollicitation ; ainsi dans le cas d’une charge 
P dirigée de haut en bas, les déplacements seront positifs quand ils 
seront également dirigés de haut en bas. 
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La grandeur du déplacement 6 déperd de la position de la 
charge unitaire sur le disque, une valeur bien définie de ce déplace- 
ment correspondant à chaque position de cette charge. On notera 
également que ce déplacement devient d'autant plus grand que la 


Fig. 4.6 


distance x du point d'application de la charge P — Î au centre 
instantané de rotation À devient plus grande elle aussi. 

Afin de déterminer Ô- pour toutes les positions possibles de la 
charge P il faut trouver les déplacements de tous les points où cette 
charge peut être effectivement appliquée. 

La représentation graphique des déplacements Ô? correspondant 
aux différentes positions de la charge unitaire P s'appelle épure 
des déplacements virtuels du système. 

Passons maintenant à la détermination de Ô,. Par un raisonne- 
ment analogue on obtiendra (fig. 4.6): 


= bb,.cos y — Ab:cos y: dp = r d; dx = r dy. 


On voit donc que le déplacement Ô, est une constante, car jamais 
ni le point d'application ni la direction de l'effort À ne changent. 
Ce déplacement peut donc être considéré comme représentant 
l'échelle de l'épure des déplacements. 

Ainsi la forme de la ligne d'influence sera déterminée exclusi- 
vement par le numérateur ô- de l'expression (1.6), tandis que les 
valeurs numériques des ordonnées de cette ligne se détermineront 
à l’aide de l'échelle Ô, qui figure en dénominateur. 

On peut donc dire que Les ordonnées de la ligne d'influence d'un 
facteur quelconque des sollicitations (auxquelles le système est soumis) 
sont égales au quotient obtenu par la division des ordonnées de l'épu- 
re des déplacemenis virtuels par l'échelle de cette épure, ladite épure 
ne représentant que ceux des déplacements qui sont rendus possibles 
par l'élimination de la liaison correspondant à la fonction étudiée. 

Le tracé des lignes d'influence par la méthode du centre instan- 
tané de rotation s’effectue dans l'ordre suivant: 

1) on élimine en premier lieu fa liaison correspondant à la 
fonction étudiée et on la remplace par un effort X ; 

2) pour le mécanisme obtenu par élimination de la liaison men- 
tionnée ‘on trace l’épure des déplacements virtuels ; 
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3) on détermine l'échelle de l’épure des déplacements virtuels ; 
4) on détermine les signes des ordonnées de la ligne d'influence. 
En guise d'illustration de ce qui vient d’être énoncé prenons la 
poutre à encorbellement représentée à la fig. 5.6,a et traçons la 
ligne d'influence de la réaction d'appui PB. À cette fin éliminons la 
liaison à f’appui droit et remplaçons-la par un effort X (fig. 5.6,b). 
Dans ces conditions seul le point À de la poutre restera fixe, ce point 
devenant son centre instantané de rotation. Faisons maintenant 


Fig. 5.6 


tourner la poutre d’un angle d autour de ce point dans le sens 
contraire des aiguilles d’une montre (ou dans le sens des aiguilles 
d’une montre). 

On voit immédiatement que l’épure des déplacements virtuels 
sera représentée par une droite inclinée qui coupe l’axe des abscisses 
au point À. Les ordonnées positives de cette épure se trouveront 
à gauche du point À car tous les points de ce tronçon subissent un 
déplacement de haut en bas, ce qui coïncide avec le sens de la char- 
ge P, et les ordonnées négatives seront situées à droite du point À. 

Le déplacement ô, est toujours positif et égal à l’ordonnée de 
l'épure des déplacements située directement au-dessous de l’appui 8. 
Si l’on adopte la grandeur de cette ordonnée comme unité (0, = 1), 
l'expression (1.6) nous donnera: 

Ôp Ôp 
X — 1 — — 0. 

Ainsi, pour obtenir les. ordonnées de la ligne d'influence de X 

il suffira maintenant de changer de signe les ordonnées de l’épure 
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des déplacements virtuels. Ceci a été fait à la fig. 5.6,c qui repré- 
sente donc la ligne d'influence de la réaction d'appui Z. : 
Dans cet exemple nous avons montré le procédé qui peut & 
adopté pour le tracé des lignes d'influence. Ci-dessous nous étudier 
plus en détail chaque étape du tracé dans des cas plus compliqués. 


$ 3.6. Elimination des liaisons et leur remplacement par des 
efforts correspondants 


On commence toujours le tracé d'une ligne d'influence par 
l'élimination de la liaison qui correspond à la fonction étudiée. 

Examinons quelques cas caractéristiques de l'élimination des 
liaisons: 

a) Elimination de-la liaison correspondant 
à la composante verticale d’une réaction 


Fig. 6.6 Fig. 7.6. 


d'appui. Tout appui immobile peut être schématiquement repré- 
senté par une barre d'appui horizontale et une barre d'appui verti- 
cale (fig. 6.6,a). On élimine la barre verticale qu'on substitue par 
un effort vertical X — Va dirigé vers l'articulation. Les sens de 
l'effort X indiqués à la fig. 6.6,b correspondent à la direction de la 
réaction adoptée comme positive dans les méthodes qui découlent 
de la statique (barre d'appui comprimée). 

b) Elimination de la liaison correspondant 
à la composante horizontale d'une réaction. 
On élimine la barre d'appui horizontale (fig. 7.6) et on la remplace 
par un effort À = # À dirigé vers l'articulation. Ce sens correspond 
à une poussée positive des systèmes en arc. 

c) Elimination de la liaison correspon- 
dant à l'effort intérieur agissant dans 
une barre d'une poutre en treillis. Dans ce cas 
on élimine la barre de la poutre dans laquelle l'effort est étudié. 
Les efforts X seront dirigés des nœuds vers le centre de la barre, 
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ce qui correspond à un effort positif, c’est-à-dire à une extension 
(fig. 8.6). 

d) Elimination de la liaison correspon- 
dant à l'effort tranchant dansunesection. 
La section € d’une poutre à âme pleine (fig. 9.6,a), d’un portique 
ou d’un arc capable de résister à un moment fléchissant, à un effort 
tranchant et à un effort normal peut être représentée schématiquement 
sous Îorme de deux parties d'une 
poutre reliées entre elles à l’aide 
de trois barres (fig. 9.6,b). 

La position mutuelle de ces 
barres dans le schéma de la sec- 
tion peut varier, mais les deux 
parties de la poutre doivent tou- 
jours rester rigidement reliées 


Fig. 8.6 Fig. 9.6 


l'une à l’autre (ce qui veut dire que les directions des. barres de 
liaison ne doivent pas concourir en un seul et même point). Si l’on 
adopte la disposition des barres de liaison indiquée à la fig. 9.6,b, 
l'effort dans la barre centrale sera égal à l’effort tranchant. En ef- 
fet, en prenant la section 7-7 et en écrivant l’équation de la somme 
des projections des forces appliquées à la partie gauche sur un axe 
perpendiculaire à l’axe de la poutre, on obtient: | 


DY=Q—X—=0 
d’où 
X—0Q. 

Ainsi le tracé de la ligne d'influence de l'effort tranchant peut 
se ramener au tracé de la ligne d'influence de l’effort À engendré 
dans la barre de liaison centrale. | 

Quand cette barre sera éliminée, les deux parties de la poutre 
resteront . reliées entre elles par deux barres parallèles à son axe. 
La représentation schématique d’une telle liaison éminemment 
mobile est donnée à la fig. 9.6. 
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e) Elimination de la liaison correspon- 
dant à l'effort normal dans une section. 
Disposons les barres de liaison qui relient les parties gauche et 
droite de la section C (fig. 9.6,a) comme indiqué à la fig. 10.6,a. En 
projetant les efforts appliqués à la partie gauche sur l'horizontale 
on obtient : 


X=N, 


ce qui veut dire que l'effort dans la barre centrale disposée suivant 
l'axe de l’élément est égal à l'effort normal W. 


d’où 


X=M 
Fig. 10.6 Fig. 11.6 


La connexion mobile entre les deux parties de la poutre qui 
résulterait de l'élimination de la barre axiale est représentée sché- 
matiquement à la fig. 10.6,0. 

f Elimination de la liaison correspon- 
dant au moment fléchissant dans une section. 
La disposition schématique des barres de liaison qui devrait être 
adoptée dans ce cas est indiquée à la fig. 11.6,a. 

En prenant la section 7-7 et en exprimant que la somme des 
moments des forces appliquées à gauche de cette section par rapport 
au point Æ est égale à zéro on obtient: 


SM = M — Xr —0, 
d’où 
x" 


r 


Pour que l'effort X dans la barre de liaison inférieure soit numé- 
riquement égal au moment de flexion M il faut prendre le bras de 
levier r égal à l’unité. Dans ce cas 


X = M. 
On voit ainsi que le tracé de la ligne d'influence du moment 


fléchissant se réduit également au tracé de la ligne d'influence de 
l'effort dans une barre de liaison. 
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La connexion mobile qui restera entre les deux tronçons de la 
poutre après élimination de la barre inférieure peut être représentée 
schématiquement comme indiqué à la fig. 11.6,b, l'articulation 
figurant sur ce schéma correspondant au point d'intersection XÆ des 
barres de liaison. 

Ainsi le problème du tracé de la ligne d'influence de toute une 
série de sollicitations agissant dans un système peut se ramener au 
tracé de la ligne d'influence de l'effort normal dans une barre de 
liaison. 


$ 4.6. Construction des épures des déplacements 
virtuels 


La construction de l’épure des déplacements constitue l’opéra- 
tion essentielle du procédé. En effet, cette épure permet de détermi- 
ner la forme de la ligne d'influence car les ordonnées des deux figu- 
res sont directement proportionnelles les unes aux autres. Ci-dessous 


Fig. 12.6 


nous étudierons la construction des épures des déplacements virtuels 
d’un, de deux et de quatre disques rigides reliés ensemble et formant 
un système déformable (un mécanisme). 

a) Construction de l’épure des déplace- 
ments d’un seul disque. Construisons l'épure en ques- 
tion pour le disque Z (fig. 142.6,a) qui est sollicité par une charge uni- 
taire mobile P et un effort X et dont le point O est fixe. La direction 
de la charge mobile P peut être quelconque. 
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Admettons que le disque 7 subit une rotation infinitésimale 
autour du point O dans le sens des aiguilles d’une montre (le choix 
du sens de la rotation sera conditionné par les considérations expo- 
sées plus loin au $ 6.6). 

Adoptons un axe de l’épure des déplacements, c’est-à-dire 
choïisissons une droite à partir de laquelle nous porterons les dépla- 
cements virtuels de divers points de notre disque dans la direction 
de la charge 2. La direction de cet axe peut être quelconque, excep- 
tion faite d'une direction parallèle à la charge P. A la 
fig. 12.6,b nous avons adopté un axe perpendiculaire à la direction 
de la charge P et à Ia fig. 12.6,c nous avons adopté un axe 
horizontal. 

Quant à l'axe des ordonnées on le prendra toujours parallèle 
à la direction de la charge mobile P. Projetons maintenant sur l’axe 
de l’épure le point fixe © et désignons cette projection par O’. En 
général, tous les points sur l'épure des déplacements seront 
désignés par les mêmes lettres que sur le disque mais avec l'index 
« prime ». | 

Le déplacement du point m suivant la direction de la charge 
P (voir $ 2.6) sera égal à 


Ôp — x dy. 


Dans cette expression x est la distance entre la ligne d'action 
de la charge mobile et le centre de rotation, mesurée toujours suivant 
la normale à la direction de la charge quelle que soit la direction 
de l’axe de l'épure. 

L'expression de Ô, montre clairement que l'épure des déplace- 
ments est une droite qui coupe l'axe de l’épure au point O’ pour 
lequel x — 0. 

Les ordonnées de l’épure des déplacements ô, seront toujours 
portées parallèlement à la ligne d'action de la charge mobile P—1. 
A droite du point © les déplacements seront positifs car le sens de 
ces déplacements dans ce secteur coïncide avec le sens de Ia charge P. 

L'échelle de l’épure sera déterminée en se basant sur l'expression 
du déplacement suivant la direction de l'effort X (voir $ 2.6): 


En comparant les expressions de 6, et de Ô+, on note que pour 
Tr 


Par conséquent, pour trouver la valeur de l'échelle 6. il suffit 
de mesurer l’ordonnée 6, à une distance x — r du point O’. Cette 
distance doit toujours être mesurée suivant la normale à la charge 
P comme indiqué à la fig. 12.6,b et c. 
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b}jConstruction de l'épure des déplace: 
ments dans lecasde deux disques. Construisons 
l'épure des déplacements des disques 7 et Z/7 qui peuvent pivoter 
autour des points ©, et O2 (fig. 13.6,a) et qui sont connectés entre 
eux par l'articulation Z se trouvant sur la droite passant par les 
points O. et O2. Un tel système constitue, comme on sait, un système 
instantanément variable. Ses déplacements virtuels, compatibles 
avec les liaisons existantes, seront constitués par le déplacement 
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Fig. 13.6 


infinitésimal petit de l'articulation Z suivant une normale à la 
droite 0,02 entraînant une rotation du disque Z autour du point O: 
et du disque Z/{ autour du point O2. Projetons les points immobiles 
O, et O, sur l'axe de l’épure des déplacements (fig. 13.6,b) et ayant 
déterminé la position sur l'épure de l'articulation Z{ construisons 
l'épure des déplacements de tout lesystème qui sera donnée parOi-7"-0.. 

L'échelle de cette épure peut être déterminée de deux façons, 
car l’effort X est appliqué au point 7 commun aux deux disques. 
Donc, si l’on considère que le déplacement 6, dépend du déplacement 
du disque 7, la détermination de Ô,. pourra s'effectuer en mesurant 
l’ordonnée de l'épure des déplacements de ce disque (droite O:-7') 
à une distance égale à r; du point Oi. Si, par contre, l’effort X est 
rapporté au disque Z7, l'échelle Ô, sera ‘donnée par l’ordonnée de 
l'épure des déplacements du disque IT (1'-0,) mesurée à la distance 
ra du point O,. Si les épures des déplacements ont été construites 
correctement, les deux échelles ainsi déterminées doivent être 
exactement les mêmes. 
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Ici il convient de faire la remarque importante suivante: lors 
de la. construction de l’épure des déplacements nous avons admis 
que les points O, et O2 sont immobiles, ce qui correspond à l'immo- 
bilité du système (la terre) auquel les disques 7 et 77 sont reliés. 
Cette condition n’est nullement obligatoire car chacun des disques 
(y compris la terre) peut être considéré comme étant immobile et 
tous les autres comme mobiles par rapport au premier. Ceci 
n’entraîne aucune modification dans la disposition mutuelle des 
droites sur l’épure des déplacements... 

Admettons en effet que C’est le disque Z7 qui est immobile. Dans 
ce cas, c’est la droite 7’-0; qui devrait être considérée comme étant 


l’axe de l’épure et c'est à partir de cette droite que les ordonnées 
Ô, devraient être mesurées. Par conséquent, ce n’est que l’aire de 
l’épure hachurée verticalement qui sera transférée comme indiqué 
à La fig. 13.6,c. | 

L'importance de cette observation découle du fait que le choix 
judicieux du disque immobile permettra, dans un nombre de cas, 
de simplifier très considérablement la construction de l’épure des. 
déplacements. 

c) Construction de l’épure des déplace- 
ments d’un système constitué par quatre 
disques. Considérons quatre disques 7,77, TITI et IV connectés par 
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les articulations 7, 2, 84 et 4 (fig. 14.6,a). Des connexions de ce genre 
se rencontreront fréquemment dans le tracé des lignes d'influence 
relatives à divers systèmes. 

Admettons que c’est le disque ? qui est immobile. Choisissons 
un axe de l’épure et projetons sur cet axe les points immobiles Z et 
4 (fig. 14.6,b). Faïsons maintenant subir au disque 77 une rotation 
infinitésimale dans le sens des aiguilles d'une montre. L’épure des 
déplacements de ce disque sera représentée par la droite Z’-2". 

Pour construire l’épure des déplacements du disque Z7T il suffit 
de trouver le déplacement d’un point supplémentaire de ce disque, 
car le déplacement de son point coïncidant avec l'articulation 2 est 
déjà connu {point 2"). Il est très commode de prendre comme deuxiè- 
me point le centre instantané de rotation du disque 277 par rapport 
au disque /. La position de ce centre instantané de rotation se déter- 
mine facilement en prolongeant la droite 7-2 jusqu'à son intersection 
avec la droite 3-4 au point O1. Montrons que le point O, constitue 
le centre de rotation cherché. 

Agrandissons fictivement le disque 777 jusqu’à l'inclusion du 
point O1. Si nous fixons ce point nous obtenons deux systèmes instan- 
tanémént variables : | 

1) un système formé par les disques 77 et III connectés par la 
rotule 2 et fixés aux points Z et O;; 

2) un deuxième système formé par les disques ZIT et IV reliés 
par la rotule 3 et fixés aux points immobiles 4 et O1. 

Chacun de ces deux systèmes est tout à fait analogue au système 
de deux disques représenté à la fig. 13.6,a. 

Ainsi, le fait que nous avons immobilisé le point O; ne s'oppose 
guère aux déplacements infinitésimaux des disques Z7, TITI et IV 
et par conséquent le point O; constitue réellement le centre instanta- 
né de rotation du disque 777 par rapport au disque 7 considéré com- 
me étant immobile. Projetons le point ©, sur l'axe de l'épure et 
traçons la droite 2’-3’ qui représentera l’épure des déplacements du 
disque Z77. Quant à l’épure des déplacements du disque Z/V elle 
sera constituée par la droite 3°-4". 

Aïnsi la ligne brisée 2°-2’-3"-4’ représentera l’épure des déplace- 
ments de tous les quatre disques du système considéré. 

Si au lieu de prendre le disque 7 pour disque immobile on prenait 
le disque ZV, l’axe de l’épure serait transféré en 3'-4’ et toutes les 
ordonnées de l'épure des déplacements devraient être mesurées 
à partir de cet axe. Le centre instantané de rotation du disque 77 
par rapport au disque IV se situerait au point O2 à l'intersection 
des droites 2-4 et 2-3, comme on le démontre facilement en raisonnant 
de la même façon que ci-dessus. La projection du point O2: devra 
se trouver sur l’axe de l’épure car ce point reste immobile par rap- 
port au disque ZV. Les trois points 7’, 2" et O, devront se trouver 
sur une seule et même droite car tous les trois appartiennent au 
disque ZT. 
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$ 5.6. Détermination de l’échelle des épures 
des déplacements 


Comme il a été montré au $ 2.6, le déplacement dans la direction 
de l'effort X est égal à. 
Ôx — Tr dy, 


tandis que le déplacement de n'importe quel autre point du disque 
dans la direction de la charge P est égal à 


0 = x dy. 
Il s'ensuit pour x —r 
Ôx = Op 


Ainsi l'échelle de l'épure des déplacements est égale à l’ordonnée 
de cette épure (comprise entre l'axe de l'épure et la droite délimitant 
l'épure du disque auquel l'effort X est directement appliqué) mesurée 
à une distance de la projection du centre de rotation égale au bras de 
levier de l'effort X par rapport à ce centre. Le bras de levier de l'effort 
X est égal à la longueur de la perpendiculaire abaissée du centre de 
rotation sur la direction de l’efjort X. La distance de la projection du 
centre de rotation se mesure suivant une direction normale à la direction 
de la charge P (voir fig. 12.6,c). 

La détermination de cette échelle dans le cas de un ou de deux 
disques a été montrée au paragraphe précédent. 

Examinons maintenant les procédés permettant la détermination 
de l'échelle dans le cas d’un système composé de quatre disques 
(fig. 15.6,a). Quoique les échelles obtenues par différents procédés 
doivent être exactement égales, nous les désignerons différemment 
afin d'éviter toute confusion. 

Admettons que c'est le disque Z qui est immobile; dans ce cas 
c'est la droite /’-4’ qui servira d’'axe à l’épure (fig. 15.6,b). Le 
déplacement 6, résultera uniquement du déplacement de l’arti- 
culation 2, le point $ étant aussi immobile que le reste du disque J. 

Rapportons l'effort X au disque 77. Dans ce cas le bras de levier 
sera égal à r;. En portant la distance r; à gauche ou à droite du 
point Z’ nous trouverons l'échelle ô,. qui sera égale au tronçon de 
droite compris entre l’axe de l’épure et la ligne représentant l’épure 
des déplacements du disque J. | 

D'autre part, si l’on rapportait l'effort À au disque Z7T, le bras 
de levier serait, égal à r2. En portant cette distance à partir du 
point O1 et Pt ne l'ordonnée de l'épure relative au disque 
TITI en ce point on obtient l'échelle Ô2,. | 

Admettons maintenant que c’est le disque ZV qui est immobilisé. 
Dans ce cas, les deux points 2 et $ se déplacent et, par conséquent, 
l'échelle Ô:, se présentera sous la forme d'une somme algébrique: 


Ogx — 03x + Vrxs 
267 


Fig. 15.6 


où 63, désigne le déplacement du point 2 dans la direction de l'effort 
X et 05, le déplacement du point $ suivant la même direction. 

Pour déterminer 63, rapportons l'effort X au disque ZZI. Le-bras 
de levier correspondant sera égal à r;et le segment compris entre 
l’axe de l’épure (droite 3-4’) et l'épure du disque ZZT (droite 2-3") 
mesuré à une distance r; du point &’ représentera Ile déplacement 
cherché. Ce déplacement est positif car il est dirigé dans le même 
sens que l'effort X. 

La détermination de ô3. peut s'effectuer en rapportant l'effort 
X au disque /. Le bras de levier de cet effort par rapport au point 
4 est égal à r,;. Le tronçon de droite situé à La distance r, du point 
4' et compris entre l’axe de l’épure (droite 3°-4’) et l’épure des dépla- 
cements du disque Z (droite 7°-4') représentera Ô3.. Ce déplacement 
est négatif. [Il ne nous reste maintenant que de calculer la somme 
algébrique des deux déplacements trouvés. Si toutes les opérations 
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ont été effectuées correctement, toutes les échelles trouvées seront 
exactement égales. A la fig. 15.6,c nous avons représenté graphi- 
quement les valeurs des trois déplacements trouvés ci-dessus. On 
voit qu'elles sont effectivement les mêmes. 


$ 6.6. Convention des signes 


La convention des signes peut être considérablement simplifiée 
si pour le déplacement virtuel on choisissait toujours un déplacement 
des disques tel qu'il rendrait positifs le déplacement dans la direc- 
tion de l'effort À et par conséquent aussi l'échelle 6... 

À cet effet le sens du déplacement de chaque disque doit autant 
que possible coïncider avec celui de l’effort À. Dans ce cas les ordon- 
nées des lignes d'influence seront opposées en signe aux ordonnées 
des épures des déplacements, car l'effort X est égal au rapport 
0/04 précédé d’un signe moins [voir expression 1.6)]. 

Quand Ia charge P est dirigée de haut en bas (ce qui implique 
que les déplacements Ô- portés vers Le bas sont positifs et ceux portés 
vers le haut négatifs) les ordonnées de la ligne d'influence situées 
au-dessus de l’axe seront positives et celles situées au-dessous de 
l’axe négatives. Par contre, si la charge P est dirigée vers le haut, 
les ordonnées de la ligne d'influence situées au-dessus de l'axe de 
l’épure seront négatives et celles situées au-dessous de cet axe seront 
positives. | 


$ 7.6. Quelques exemples de tracés des lignes d’influence 


Problème 1. On demande de tracer la ligne d'influence de la réaction B 
d'une poutre isostatique à travées multiples représentée à la fig. 16.6,a. 

Solution. Eliminons là liaison d'appui en B et remplaçons-la par les 
efforts X. Projetons sur l’axe de l’épure les points immobiles 0, 8et 5. Admettons 
que le point 7 se déplace dans la direction de l'effort X (vers le haut) et cons- 
SU l'épure des déplacements du disque 7, c'est-à-dire la droite 0’-7’-2’ de 
a fig. 16.6,b. 

L’épure des déplacements du disque 77 sera représentée par la droite 2/- 
3'-4, et celle du disque 717 par la droite 4’-5’-6’. Le bras de levier de l'effort X 
par rapport au centre de rotation © est égal à Z. Par conséquent, l'échelle 6, 
sera égale à l’ordonnée de l’épure des déplacements au point Z: 

En adoptant cette ordonnée pour unité et en considérant la similitude des 
triangles, on obtient les valeurs suivantes des ordonnées aux points 2, 4 et 6: 


Ya = 3/0; ya = —$}; Ye = +%/2. 


Les ordonnées situées au-dessus de l’axe sont positives et celles situées 
au-dessous de l'axe négatives. 

La même ligne d'influence a déjà été tracée par une méthode statique (voir 
fig. 97.2,c). | . 

Problème 2. On demande de tracer la "ne d'influence des efforts tranchants 
agissant dans la section m-n de la poutre représentée à la fig. 17.6,a. 
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Solution. Remplaçons la section rigide par une connexion constituée par 
deux barres de liaison parallèles à l’axe de la poutre, comme indigué à la 
fig. 17.6,d. Le systèmo obtenu pourra être considéré comme étant formé de 
cinq disques rigides 7, ZZ, III, IV et V. Projetons sur l’axe de l’épure de ce 
systeme les points immobiles 7, 3, 9 et 11. | 

Imprimons maintenant au disque 7 une rotation autour du point À dans 
Je sens des aiguilles d’une montre, ce qui coïncide avec la direction de l'effort X 
appliqué à ce disque. L'épure des déplacements de ce disque sera alors repré- 
scntée par la droite 2’-8’-m’ (fig. 17.6,c). 
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Faisons tourner le disque 77 autour du point B également dans le sens des 
aiguilles d’une montre. L'épure des déplacements de ce disque sera représentée 
par la droite n»’-9’-10’ parallèle à la droite 2’-3’-m’, car les deux disques sont 
reliés par deux barres parallèles dont le centre instantané de rotation commun 
se trouve à l'infini. Marquons sur l’épure des déplacements du disque 7 la posi- 
tion des points 4 et 5 et sur l’épure des déplacements du disque 77 celle des 
points 6, 7 et 8. , 

Il est clair que la droite 7’-2’ représentera l’épure des déplacements du 
disque 7717, la droite 5°-6” celle du disque ZV et la droite 70°-77’ celle du dis- 
que Ÿ. 

La ligne brisée 7’-2’-5’-6’-10'-11’ constitue donc l’épure des déplacements 
de l’ensemble du système. 

Pour déterminer l'échelle 6, de cette épure admettons que c'est le disque 7 
qui est immobile. La valeur de Ô, sera alors donnée par la longueur du tronçon 
m'n' qu'on adoptera comme unité. La longueur de ce tronçon se calculera très 
facilement comme somme de deux tronçons (fig. 17.6,4a): 


ôx = 8! +82. 


La même ligne d'influence a déjà été tracée par une méthode basée sur 
la statique (voir fig. 55.2,c). 

Problème 3. On demande de tracer la ligne d’influcnce de l'effort interne 
agissant dans la barre de membrure supérieure 4-6 d’une poutre en treillis d’un 
pont à voie supérieure (fig. 18.6,a). 

Solution. Eliminons la barre 4-6 et remplaçons-la par des efforts X — Ou. 
Nôtons que la longrine 4-6 qui supporte directement la surcharge reste intacte. 
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Sous l'effet de l'effort X la partie gauche de la poutre, qui peut être con- 
sidérée comme formant un disque rigide 7, subira une rotation dans le sens des 
aiguilles d’une montre, tandis que la partie droite, qui sera considérée comme 


<rnres 
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/ 


Fig. 18.6 


un disque rigide Z7, tournera dans le sens contraire. Les épures des déplacements 
de ‘ces deux disques seront représentées par les droites Z’-5’ et 5-12’ 
(fig. 18.6,). En projetant sur ces droites les nœuds 4et 6 on trouvera les dépla- 
cements$ de ces deux nœuds de la membrure supérieure. 
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Pour trouver l'échelle de l’épure, immobilisons le disque Z et rapportons 
l'effort X au disque 77. Le bras de levier de cet effort par rapport au centre de 
rotation 5 sera égal à r — k — 4 m, et l'échelle cherchée sera par conséquent 
égale au tronçon de droite compris entre l’axe de l’épure (qui est maintenant 
ia droite 7’-5’, le disque Z étant immobilisé) et l’épure des déplacements du 


à 
Re 


Fig. 19.6 


disque ZZ (droite 5’-72’) mesuré à une distance r — 4 m de lu projection du cen- 
tre de rotation 5’. La valeur de cette ordonnée étant connue, on détermineru 
aisément (en se basant sur la similitude des triangles) l’ordonnée y, au droit 
de l’appui À. Il est évident que cette ordonnée est y = 8. 

On conservera la convention de signes usuelle et toutes les ordonnées de 
Ja ligne d'influence seront ainsi négatives. 

Cette même ligne d'influence a déjà été obtenue (voir fig. 71.4) par une 
autre méthode dérivée de la statique. | 

Problème 4. On demande de tracer la ligne d'influence de l'effort intérieur 
dans la diagonale 5-6 d’une poutre en treillis d’un pont à voie inférieure re- 
présentée à la fig. 19.6,a. 

Solution. Eliminons la barre 5-6 et remplaçons-la par les efforts X = Div. 

Le système sera ainsi réduit à deux disques rigides Z et ZI reliés par deux 
barres 5-7 et 4-6. | 

Admettons que le disque 77 soit immobile. L’épure de son déplacement 
sera alors représentée par la droite 6’-72’ confondue avec l’axe de l’épure 
(fig. 19.6,b). Le centre instantané de rotation du disque / par rapport au 
disque ZI se trouvera au point d'intersection Æ des directions des barres 5-7 
et 4-6. Sous l’effet de l'effort X le disque 7 subira une rotation autour du point K 
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dans le sens des aiguilles d’une montre. Son épure des déplacements sera re- 
présentée par la droite K’-1’-4’. 

La droite 4-6’ représentera simultanément l’épure des déplacements de la 
barre 4-6 et de la barre 5-7. Comme dans le système réel le disque immobile est 
constitué par la terre et non par le disque 77, les points d'appui 7’ et 72’ doivent 
se trouver sur l’axe de l’épure des déplacements. Par conséquent, traçons la 
droite 7’-12" et adoptons-la comme axe définitif de l’épure. 

Dans ce cas, l’épure de l’ensemble du système sera la ligne brisée 7°-4’-6'-12’. 
On conservera la convention de signes adoptée précédemment. | 

Procédons maintenant à la détermination de l'échelle des déplacements. 
Admettons de nouveau que le disque ZI soit rendu immobile et rapportons l’ef- 
fort X au disque 7. Le bras de levier de cet effort par rapport au point K sera 
égal à r — 20,6 m (voir problème 2 du $ 7.4). L'’échelle 6, que l’on adoptera 
comme unité sera donnée par le tronçon de droite compris entre l'axe de l’épure 
(droite 6’-12') et l’épure des déplacements du disque Z (droite Z’-4’) mesuré 
à une distance de 20,6 m du point K”. 

L'ordonnée y, au droit de l’appui gauche sera tirée de la similitude des 
triangles: 

1 20,6 : 18 


y, 18 117 720,6 


La ligne d'influence ainsi obtenue coïncide cxactement avec celle de la 
fig. 69.4 obtenue par une méthode basée sur la statique. 

Problème 5. On demande de tracer la ligne d'influence du moment flé- 
chissant dans la section X d’un arc parabolique d’un pont à voie supérieure 
(fig. 20.6,a). 
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Solution. Introduisons une articulation supplémentaire au droit de la 
section À. Le nouveau système se composera maintenant de 4 disques 7, ZI, 
III et ZV reliés entre eux par les articulations 9, X, 13 et 17. 

Le centre instantané de rotation du disque 771 par rapport au disque 7 
sera situé au point m, ce qui permet d'obtenir l’épure des déplacements du systè- 
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me formé par les quatre disques. A la fig. 20.6,b cette épure est représentée 
par la ligne brisée 9'-K'-13°-17". | 
‘Les points de l'épure correspondant aux points 7 et 8 se trouveront sur son 

axe, car ces deux points sont immobiles. Les points Z et 3, solidaires du disque 71, 
se trouveront sur la droite représentant son épure des déplacements; le point 4 
sc trouvera sur l’épure du disque ZI et les points 5, 6 et 7 sur l’épure du dis- 
que ZV. Ces considérations permettent d'obtenir l’épure des déplacements des 
nœuds de la superstructure portant le tablicr. Cette épure est représentée par 
la ligne brisée 7’-2°-8°-4'-5°-67-7-8". 

Pour déterminer l'échelle, immobilisons le disque Z7 et rapportons l'effort 
X au disque ZZI qui subira une rotation par rapport au disque 77 autour 
du point X comme centre. Le bras de levier de l'effort X sera pris égal à un 
mètre. | 
Dans ces conditions l'échelle ô, sera donnée par le tronçon de droite 
compris entre l'axe 9'’-K’ et l’épure des déplacements du disque Z7Z (droite 
K'-13') mesuré à un mèêtre à gauche ou à droite du point X. 

Connaissant la valeur de cette ordonnée on calcule l’ordonnéc y, au droit 
de l'appui 2: 

Vo Er 
Ôx ae 


d'où 
U0 — Ôx°Tx — dr, = 7. 


Toutes les autres ordonnées se calculeront maintenant aisément. 


CHAPITRE 7 


POUSSÉE DES CORPS PULVERULENTS 
ET CALCUL DES MURS DE SOUTÈNEMENT 


8 1.7. Généralités 


Les murs de soutènement sont des ouvrages destinés à prévenir l'éboule- 
ment des talus raides. La fig. 1.7 montre deux variantes de mur de 
soutènement et un rideau en palplanches qui peut remplir les mêmes 
fonctions qu'un mur de soutènement. 

La fig. 1.7,a représente un mur de soutènement massif dont les 
dimensions bd et À sont d’un même ordre dfiiwandeur. Les murs de 
soutènement de ce type sont construits en maçonnerie de moellons, 
en béton coulé sur place et en béton cyclopéen. Un mur de ce type 
est sollicité par son poids propre Q, par les actions du sol £; et Æ: 
agissant sur ses parements AB et CD et par les forces de réaction 
distribuées sur sa semelle CB. 

Les murs de soutènement élégis en béton armé consistent géné- 
ralement de plusieurs dalles minces. Aïnsi la fig. 1.7,b représente 
une section transversale d’un mur constitué par une dalle de fonda- 
tion horizontale CD et une paroi verticale AB. Ce mur est sollicité 
par le poids propre de ses diverses parties Q;, Q2, . .., etc., par le 
poids important G de la terre reposant sur la dalle de formation, 
par les actions Æ1, E» . . . des terres sur ses parements et par des 
forces de réaction distribuées sur la semelle D. Le poids propre suf- 
fisamment réduit des éléments constitutifs des murs de soutènement 
de ce type permet d'utiliser les procédés de préfabrication. 

Les rideaux en palplanches sont constitués de pieux ou de 
planches séparées, en bois, en béton armé ou en acier, qu'on 
enfonce dans le sol en se servant d'un équipement approprié. 
On obtient ainsi des rideaux continus et généralement étanches. Le 
poids propre d'un tel rideau et les réactions verticales qui agissent 
sur les pointes de ses éléments sont négligeables et par conséquent 
on n’en tient pas compte dans les calculs. Les seules forces qui 
doivent être prises en considération sont les actions £, E2 et Ë3; 
des terres. 

Dans tous les calculs nous conviendrons de considérer la longueur 
d'un mur de soutènement ou d’un rideau de palplanches dans la 
direction perpendiculaire au plan du dessin égale à 4 mètre. 
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L'étude d'un tel ouvrage ne peut s'effectuer sans détermination 
préalable de toutes les sollicitations y compris les actions Æ£ exercées 
par les terres. Sans commettre d'erreur trop grossière on peut souvent 


Fig. 1.7 


considérer la terre comme un corps pulvérulent dont les propriétés 
physiques doivent être prises en considération dans les calculs 
appropriés. 


$ 2.7. Propriétés physiques des corps pulvérulents 


Un corps pulvérulent est un corps constitué de particules solides 
arrondies de dimensions très réduites par rapport au volume total 
occupé par le corps. Les seules sollicitations que ces particules peu- 
vent se transmettre sont des efforts de compression et de frottement. 
Le sable sec ou les graines de céréales en grandes masses se rappro- 
chent le plus d'un corps pulvérulent idéal. 

En pratique, dans l'étude des ouvrages de soutènement on a sou- 
vent affaire à des sols dans lesquels, outre des forces de frottement, 
il existe également des forces de cohésion. Cependant dans certains 
cas ces forces de cohésion peuvent être négligées. 

Pour déterminer les actions exercées par un corps pulvérulent 
sur les parements d’un ouvrage de soutènement il faut connaître 
les caractéristiques suivantes de ce corps. 

1. Son poids au mètre cube y donné généralement en tonnes par 
mètre cube. Cette grandeur varie de 1,6 tonne par mètre cube pour 
un sable sec à 2,0 tonnes par mètre cube pour des sols saturés d'eau, 

2. La porosité n exprimée en pour cent et donnée par la relation 
du volume des vides interstitiels au volume total occupé par le 
matériau en pour cent. Pour le sable damé n = 30 %, pour le 
sable ameubli n Æ 50 % et pour l'argile sèche n peut varier de 25 
à 40 %. 

3. La masse volumique du corps pulvérulent dans l’eau Yo, c'est-à- 
dire son poids au mètre cube en état de suspension. La masse 
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volumique est également exprimée en tonnes par mètre cube. Puisque 
un volume unitaire d'un corps pulvérulent contient n% de vides, 
la perte de poids qu’il subira lors de son immersion dans l’eau sera 
égale au poids d'eau expulsée, c’est-à-dirée à 


(1 — 5) Ve) 


y. étant la masse volumique de l’eau. 
Par conséquent, 


1 ] (1.7) 


vo 7 ve (1 

4. L'angle du talus naturel Ÿ en d’autres termes, l'angle 
maximum que la suriace libre du corps pulvérulent peut faire avec 
l'horizon (fig. 2.7). Cet angle caractérise le frottement entre les 
particules du corps pulvérulent à sa surface (les forces de cohésion 
étant négligées). 

La valeur de l'angle ® dépend dans une très grande mesure du 
degré d'humidité des sols: 


pour le sable sec @ —= 930 à 39° 
pour le sable humide @ == 40° 
pour le sable imbibé d’eau @ 29° 
pour l'argile sèche p = 40 à 45° 
pour l'argile humide o — 20 à 25 


5. L'angle de frottement interne p qui est l’angle de frottement 
entre les particules à l’intérieur d’un massif. La valeur de cet angle 
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Fig. 2.7 


peut être déterminée à l'aide d'un dispositif représenté schématique- 
ment à la fig. 2.7,b. Ce dispositif consiste d’un cylindre métallique 
séparé en deux par une surface horizontale (parties Z et 2), d'un 
poinçon & et d’un appareil indicateur 4. La partie inférieure Z du 
cylindre est fixe, tandis que la partie supérieure 2 peut se déplacer 
horizontalement sous l’effet d’une force TZ. Le corps pulvérulent 6 
qui remplit le cylindre, est soumis à une pression verticale cons- 
tante V appliquée par l'intermédiaire du poinçon et à un effort 
tangentiel qui croît graduellement. On note Ia valeur de l'effort 
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T dès que l'équilibre limite est atteint dans le milieu pulvérulent, 
c'est-à-dire dès que la partie supérieure du cylindre commence 
à glisser par rapport à la partie inférieure, ce glissement étant déce- 
lé à l’aide de l'appareil indicateur 4. 

La surface de glissement a-b est soumise à une tension normale 
o — N/F et à une tension tengentielle rt = T/F, F étant la surface 
de cisaillement a-b. Quand l'équilibre limite du milieu pulvérulent 
est atteint, la tension résultante p doit former avec la normale au 
plan de glissement un angle p égal à l'angle du frottement intérieur 
donné par 


ig 0 =—, 
d’où 
T=0"ig 0. 


D'habitude les cahiers des charges stipulent les valeurs suivantes 
de l'angle de frottement intérieur: 


pour le sable fin o — 20 à 30° 
pour le sable moyen o = 30 à 40° 
pour le sable grossier, le gravier 

et les galets arrondis p = 40 à 45° 
pour les terres aréno-argileuses op — 149 à 30° 
pour les terres argileuses p — 10 à 30° 


Pour certaines terres sablonneuses l'angle de frottement intérieur 
p peut être pris égal à l'angle du talus naturel op, c'est-à-dire p&®. 
© 6. L'angle de frottement entre la terre et le parement de l’ouvra- 
ge Ô qui caractérise surtout la rugosité de la surface de contact. Cet 
angle sera proche de zéro pour une surface lisse et peut atteindre une 
valeur pratiquement égale à p pour une surface très rugueuse. Dans 
les calculs pratiques, on admet souvent Ô — 0. Quand on désire en 
tenir compte on l’exprime par une fraction de l'angle de frottement 
intérieur : 

Ô = : p. jusqu’à — D. 


7. Les fées de cohésion C quis exniiment en kg/em* ou en t/m°. 
Dans les corps pulvérulents et secs tels que le sable ou les graines 
de céréales, les forces de cohésion sont pratiquement inexistantes. 
Pour les sols ordinaires ces forces sont insignifiantes, n’atteignant 
qu’une fraction d’une t/m°. Elles se déterminent expérimentale- 
ment d'une façon analogue à la détermination de l’angle de frotte- 
ment intérieur. Quand le sol est en état d'équilibre limite, l’expres- 
sion suivante relie les tensions normales et tangentielles aux forces 
de .cohésion : 

tT=C+c:tg0. 

Etant donné que les forces de cohésion n’influent que très peu 
sur les résultats des calculs on les néglige souvent complètement 
dans les études des ouvrages de soutènement. 
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$ 3.7. Poussée des corps pulvérulents 


Par poussée d'un corps pulvérulent nous entendrons'la résultante 
des pressions exercées par ce corps sur un parement qui le retient 
en position, quand ce parement subit un déplacement insignifiant 
dans le sens de l’action des pressions *. 

Par suite du déplacement de la surface AB (fig. 3.7,a) vers une 
nouvelle position 4,B:, une partie du corps pulvérulent. contenu 


Fig. 3.7 


dans le volume du prisme ABC, dit prisme de glissement ou prisme 
d'éboulement, se met en mouvement. La surface qui sépare fa partie 
mouvante de la partie qui demeure immobile s'appelle surface 
de glissement et sa trace BC dans le plan du dessin s'appelle ligne 
de glissement. 

La surface ABC est la base du prisme d’éboulement. Les parti- 
cules isolées contenues dans le volume du prisme peuvent parcourir 
des trajets très divers qui dépendent du caractère et de la grandeur 
du déplacement de la surface AB. 

Les directions des poussées £ et R exercées par le milieu pulvé- 
rulent restent indéfinies car l'équilibre limite, caractérisé par le fait 
que l'angle de la tension résultante p avec la normale atteint la 
valeur de l'angle de frottement interne, ne peut pas être atteint 
simultanément en tous les points des surfaces AB et BC. 

La détermination de la poussée exercée par Les terres sur un pare- 
ment, compte tenu de tous les facteurs mentionnés, est extrèmement 


* Certains auteurs définissent la poussée des corps pulvérulents comme 
composante horizontale de la résultante des pressions. Nous appellerons cette 
dernière « poussée proprement dite ». (Vote du trad.) 
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compliquée et n’a pas encore trouvé de solution rigoureuse. Pour 
résoudre le problème, Ch. de Coulomb (1736-1806) a introduit les 
simplifications suivantes : 

1) [a surface de glissement courbe est remplacée par une surface 
plane, sa trace curviligne dans le plan du dessin étant remplacée 
par une droite BC'; 

2) le corps pulvérulent contenu dans les limites du prisme d’ébou- 
lement est considéré comme un solide ; 

3) le prisme d’éboulement se trouve en équilibre limite, c'est- 
à-dire dans un état précédant immédiatement son glissement. 

La dernière des trois simplifications mentionnées permet 
d'établir les directions des poussées Æ et À. Quand le parement AB 
(fig. 3.7,a) s’écarte du corps pulvérulent, le prisme d’éboulement 
se déplacera le long de la surface de contact vers le bas et les tensions 
tangentielles agissant le [ong de ce parement seront également diri- 
gées vers le bas. S'il y a l'équilibre limite en chaque point du pare- 
ment, la tension résultante forme avec la normale à ce parement un 
angle 6 et, par conséquent, la poussée Æ est également inclinée sur 
la normale U d’un même angle Ô. De même la résultante des pres- 
sions À? formera avec la normale V à la surface BC un angle égal 
à l’angle de frottement interne p. 

Déterminons la poussée £, agissant sur le parement AB 
(fig. 3.7,b) compte tenu des charges verticales appliquées à la surface 
libre des terres. | 

Désignons par 

G le poids du prisme d’éboulement (G == surface ABC"), 

Q la résultante des charges agissant sur le prisme d’éboulement et 

Ga la résultante des sollicitations & et Q (G; = G + ©). 

Connaissant la valeur de G, et les directions dé Æ, et de À, cons- 
truisons le triangle des forces abc. 

Les angles de ce triangle seront donnés par 


Zabc = —p; J_ cab = 90° —E— 8 = y; 
Z_ acb = 180° — (8 — p + 1). 


Ce triangle nous donne 
Eq Gq 
sin($—p)  sin[180°—(8—p-+1)] ? 
d'où 
er sin (Ê—p) | 
Eg=G sin (8+-#—p) (2.7) 


Cette expression ne permet pas encore de déterminer £, car elle 
contient l'angle d’inclinaison de la surface de glissement sur l’hori- 
zon Ÿ encore inconnu, de même que le poids du prisme d’éboulement 
et la surcharge agissant sur ce prisme qui dépendent de cet angle. 
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Quand l'angle d’inclinaison ® de la surface de glissement varie, 
les valeurs de la poussée £, varient également. La loi de variation 
de £, en fonction de Ÿ peut être représentée graphiquement, comme 
indiqué à la fig. 3.7,c. 

Pour Ÿ — p on a sin (Ÿ — p) — 0, ce qui entraîne Æ£, —.0; de 
même pour à — 9° + € la surface de glissement BC viendra se 
coniondre avec le parement AB et la force G&, deviendra nulle et 
alors Æ, — 0. 

Le maximum de Æ, correspondra à une valeur intermédiairé de 
® — Ÿ, comprise entre les deux valeurs mentionnées. 

Dans les calculs des murs de soutènement on se sert de la valeur 
maximale de la poussée du corps pulvérulent. Il est évident que 
si la stabilité de l'ouvrage reste assurée dans ces conditions (condi- 
tions les plus défavorables), elle le sera également pour toute autre 
direction de la surface de glissement. La valeur de l’angle 8, se 
déterminera par la condition 

dE, 
20 

En examinant le signe de la dérivée seconde on s’aperçoit 
que la poussée déterminée par la formule de Coulomb correspond 
rééllement à un maximum. La pression réelle peut être inférieure 
à ce maximum. Par contre quand le parement subit un déplacement. 
extrêmement petit (comme c’est le cas des murs de soutènement. 
basés sur une! roche saine}, la pression réelle peut dépasser considé- 
rablement celle qui se déduit des formules de Coulomb. 

Quand la surface libre du corps pulvérulent a une forme arbi- 

: an . dE : | : . 
traire, l'équation 5 0 ne peut se résoudre que graphiquement. 
Quand cette surface est plane, une solution analytique de l'équation 
est possible. 


$ 4:7. Détermination graphique de la poussée maximum 


Déterminons la direction de la surface de glissement et la valeur 
de la poussée maximum exercée sur le parement AB d’un mur de 
soutènement par un corps pulvérulent, dont la surfacé libre a une 
forme arbitraire et ne supporte aucune charge. À cet effet, construi- 
sons dans un système de coordonnées obliques ABD (fig. 4.7) le 
diagramme de la poussée Æ, en fonction de la direction de la surface 
de glissement. Ce diagramme sera analogue à celui de la fig. 3.7,c. 

Portons sur l'axe BD à une échelle déterminée les poids des 
prismes d’éboulement et sur l’axe BIT, à la même échelle, les valeurs 
des poussées Æ, développées contre le parement AB. Choisissons une 
direction arbitraire de la surface de glissement BC, ; le poids du 
prisme d’éboulement ABC, sera donné par 


Gn—="y"suriace ABC. 
28t 


A l'échelle adoptée portons ce poids 6, sur l’axe BD, ce qui nous 
donnera le point F,. Par ce point traçons une droite parallèle à l'axe 
BH jusqu’à son intersection au- point K, avec la trace de la surface 
de glissement BC,. Démontrons qu’à l'échelle adoptée le tronçon 
de droite F,K, est égal à la poussée Æ, correspondant à la surface 
de glissement BC,. 

Les angles du triangle BF,K, sont égaux à 


LL KnBFn = "nr —0; 
L'KnFnB = «= (90° — &) + p — (p + ) — 90° — 8 — Ô — y. 


PP -Hharr le triangle des forces abc. Dans ce triangle le vecteur 
= G, = BF, et le vecteur ac = E,. 
= comparant les triangles abc et F,BK, on s'aperçoit qu'ils 
sont identiques et par conséquent 


E,, “° Kn£n: 


ce qu'il fallait démontrer. 

Aiïnsi, pour déterminer la poussée exercée par un corps pulvéru- 
lent sur le parement AB, quand la direction de la surface de glisse- 
ment est donnée par BC,, il 
faut porter à l'échelle choisie 
sur l’axe BD le poids du pris- 
me d’éboulement ABC, (tron- 
çon de droite BF,) et par le 
point F, ainsi obtenu tracer 
ane droite parallèle à l'axe BH 
jusqu'à son intersection au 
01234564 point Æ, avec la droite BC,. 
Le tronçon K,F, mesuré à 


Échetle des forces ÊtE 


l'échelle adoptée sera égal 

à la poussée Æ,. En répétant 

Fig. 4.7 la même construction pour un 

nombre de surfaces de glis- 

sement BC, BC3,…., etc., nous obtiendrons une série de points X;, 


K 3... et ainsi de suite. En joignant ces points par une courbe con- 
tinue nous obtiendrons le diagramme représentant la variation de Æ,.. 
Pour en déterminer la valeur maximum traçons une tangente à cette 
courbe parallèle à-l'’axe BD et désignons le point de tangence par 
la lettre X. En traçant par ce point une droite parallèle à l'axe BH 
nous obtiendrons le point F. La longueur du tronçon ÆF, toujours 
mesurée à la même échelle, représentera la valeur maximum de 
la poussée exercée par le corps pulvérulent sur le parement AB et 
la droite BKXC la trace de la surface de glissement correspondant 
à ce maximum. 

La construction décrite restera valable quand la surface libre 
du corps pulvérulent porte une charge. La seule différence résidera 
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dans le fait que le poids de chaque prisme d'éboulement devra être 
majoré de la valeur de cette charge. 


Problème, On demande de déterminer graphiquement la poussée exercée 
par un corps pulvérulent sur le parement 42 (fig. 5.7) pour p — 40°, ô = 5°, 
+ = 1,6 tonne par mètre cube. 


CRE 


28m 


# 10 | 20 25 t 
Fchelle des forces GetF 


Fig. 5.7 


Solution. 1. Traçons les axes des coordonnées BH et BD, 

2. Choisissons un nombre de surfaces de glissements BC;, BC2, etc. Divisons 
à cette fin la droite AC; en 5 tronçons égaux de 1 m de longueur et disposons 
les points Ce, C7, .…, C1o également à un mètre d'intervalle. 

‘8. Calculons le poids du prisme d’éboulement ABC: 


Ga 5,36e1 1,6 4,28 t. 


Les poids des prismes C1BC», C2BC3 jusqu'à C,;BCs seront exactement 
Jes mêmes. | 
Le poids du prisme C;PCÇ; vaudra: 


GG 78.1 1,6— 6,24 t. 


Les poids des prismes CBC jusqu'à CoPCio seront les mêmes. 
4. Portons sur l'axe BD les poids des prismes de glissement G;, G2,. . .., Go 
à l'échelle adoptée: 


BFi=Gi= 4,28 t BF3=G3—12,84 t 
BF>=G2— 8,56t BFi=G,=17121 
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BF;=G5=21,40t  BFe—G3—40,12t 
BFa—=6G e—=27,64t BFo—Go—46,36 t 
BF;-=6G 7 = 33,88 t BF = G10-= 92,60 t. 


9. Par les points F1, F .., F0 traçons les droites F;K1, FoKa, . 
-.., FioK10 parallèles à l' os H. 
Par les points B, Ki, Ko, ..., K1 traçons unc courbe continue qui 


représentera la loi de variation de la poussée £ E du corps pulvérulent sur le 
parement À4B 

7. Traçons une tangente TT à cette courbe, parallèle à l’axe BD. 

8.. Par le point de tangence et l’origine des coordonnées traçons la droite 
BKC représentant la trace de la surface de glissement. 

9. Par le point Æ traçons la droite KF parallèle à l'axe BH et mesurons 
à l'échelle adoptée la longueur du tronçon XF qui représente la poussée maxi- 
mum pouvant être exercée sur le parement AB: 


E—KF—13t. 


$ 5.7. Diagramme de Poncelet 


Quand la surface libre du corps pulvérulent est plane, la poussée 
maximum, qui peut être exercée sur un parement AB donné, peut 
être déterminée graphiquement par une méthode due à J. V. de 
Poncelet. 

Décrivons cette méthode, sans en donner la démonstration, pour 
le cas d’un corps pulvérulent supportant une charge uniformément 
distribuée d'intensité g. 

Remplaçons cette charge par une couche de terre supplémentaire 
d'épaisseur telle que 


q 
Ro ve 

Déterminons d’abord la position de la surface de glissement 
correspondant à la poussée maximum #,. 

l'rolongeons le parement AB jusqu’à son intersection avec la 
surface libre de la couche supplémentaire k, au point 4, et procédons 
à la construction suivante (fig. 6.7): 

4) traçons par le point B une ligne BL, faisant un angle o avec 
l'horizontale et trouvons son point d'intersection Z, avec la surface 
, libre de la couche supplémentaire ; 

2) traçons une droite A;M par le point À, cette droite faisant 
un angle (pe + 6) avec le parement 4,8 et rencontrant la droite BL, 
au point M ; 

9) sur BL, comme diamètre traçons une demi-circonférence : 

4) traçons la droite MN ! BL; et passant par le point A7 jusqu'à 
son intersection en V avec la demi-circonférence ; 

») du point B comme centre traçons par le point V un arc de 
cercle et trouvons son point d'intersection © avec la droite BL: 
(BN = BO); 


284 


C 


Vs QU” 


90-e-0=% 


L'horizontale 


Fig. 6.7 


6) par le point © traçons la droite OC; parallèle à AM jusqu'à 
son intersection avec la droite A;L1 au point Ci; 


Fig. 7.7 


7) traçons la droite BC; qui représente la trace dans le plan du 
dessin de la surface de glissement cherchée. 


h 
Abordons maintenant la détermination de la valeur de la poussée 
Ë, correspondante sur le parement AB. À cet effet : 
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8) du point O comme centre traçons un arc de cercle de rayon OC: 
jusqu'à son intersection avec la droite BL; au point P; 

9) traçons la droite PC, obtenant ainsi le triangle OC;P ; 

10) par le point C traçons une droite CRS parallèle à la ligne BZ;. 

La poussée cherchée E, du corps pulvérulent sur le parement AB 
sera donnée par la surface du trapèze PRSO multipliée par l'unité 
et par la masse volumique y du corps pulvérulent E, — y-PRSO. 

Quand la surface libre ne supporte aucune charge, l'épaisseur 
de la couche supplémentaire k5 — 0 et la ligne A,C, de la fig. 6.7 
se confond avec la droite ACL, le point Ci coïncidant avec le point C. 
La direction de la surface de glissement ne changera pas et la valeur 
de la poussée correspondante sera donnée par (fig. 7.7): 


E —y.surface À POC. 


Problème. On demande de déterminer graphiquement la poussée des terres 
sur le parement AB (fig. 7.7) étant donné que k — 5 m, p — 40°, ô — 5°,E — 
— 20°, & = 10° et y — 1,6 tonne par mètre cube. 

Solution. 1. En effectuant la construction décrite ci-dessus on obtient suc- 
ne les points 4, M, N, 0, C, P. 

On détermine la position de la surface de glissoment BC. 

3. On mesure la base et la hauteur du triangle POC qui sont égales respecti- 
vement à 3,4 m et 3,08 m. 

4. On calcule la surface du triangle POC: 


FE 3,4.3,08— 5,24 m2. 


9. On détermine la poussée cherchée : 
E —1,6.5,24—8,38 t. 


$ 6.7. Détermination analytique de la poussée 


Pour le calcul analytique de la poussée des terres on doit d’abord 
donner à la formule de Coulomb la forme suivante 


E;=C:f (0), 


où € est une constante indépendante de à. 

On détermine ensuite la position de la surface de glissement 
correspondant au prisme de plus grande poussée. (l'angle Ÿ:) en se 
servant de l'expression 

dE, 
a —0. 

Pour déterminer finalement la valeur de la poussée maximum, 
on substitue la valeur Ÿ = %, dans l'expression de £, 


E —C. f (Üo)- 


En raison des difficultés purement mathématiques, cette solution 
analytique n'est applicable que dans quelques cas particuliers. 


286 


Examinons le cas Le plus simple d'un corps pulvérulent à surface 
libre horizontale retenu par un parement AB vertical (£ — 0) et 
lisse (ô — 0). Une charge uniforme d'intensité q tonnes par mètre 
agit sur la surface libre (fig. 8.7). Admettons que la ligne BC cor- 
respond à la surface de glissement 
donnant lieu à la poussée maxi- 
mum. 

Le poids du prisme d'éboulement 
ABC est alors égal à G — 1/24BX 
XAC:1:y. La résultante de la charge 
uniformément distribuée agissant sur 
ce prisme étant égale à Q — AC-1:g, 
la résultante générale de & et Q sera 
donnée par 


Ga=G+Q—7AB.AC-y+AC.q= 


=7 4C-y (4B+22). 


Fig. 8.7 


En remplaçant dans cette expression 
AB par h, AC par k ctg 8 et g/y par ko (ho étant l'épaisseur d'une 
couche du corps pulvérulent équivalente à la charge q) nous obtenons: 


G= 5 vh (h + 2h) cg d. 
En substituant à 4 sa valeur égale à 90° — e& — 6 = 90°, le facteur 
fractionnel de la formule (2.7) devient : 
sin (Ÿ —p} sin (® —p) 


sn (+ — cop — 8 (0 —P). 


Après les transformations mentionnées la formule (2.7) s’écrira : 
Eg= + vh (+ 2h) ctg 9 te (B—p)— Cf (8), 
d’où 
Â . 
C=-yh(h+2h0), f(8)= ct @-tg (È—p). 
L'angle d’inclinaison de la surface de glissement sur l'horizon se 
déterminera maintenant par l'équation: 
dEg d { 1 . 
CON C [rs te (Op) +ote 8 re | 0. 


Réduisant les deux termes entre crochets au même dénominateur 
et en divisant l'équation par 
C : | 
sin? 9 cos? (8 —p) 
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on obtient : | 
sin Ÿ-Cos Ÿ — sin (Ü — p) cos (Ü — p) 
ou 
sin 20 — sin 2 (8 — 0). 
Cette équation trigonométrique admet les racines suivantes 
8 —n-90°+(—1)"(8 —0) 
avec n—0, 1, 2,3, ... 


Pour n == ‘on obtient Ÿ — 8 — p donc p — 0, ce qui est incom- 
patible avec les données du problème car dans un corps pulvérulent 
l’angle p est toujours différent de 0. 

Pour n = 1, 8 = 90° — (6 — po), d’où Do = 45 + p/2. 

Pour les valeurs de n égales à 2, 3, 4 . .. etc., on obtient de nou- 
veau des solutions incompatibles avec les données du problème. 

Ainsi, seule la solution correspondant à ñ7 = 1 peut être retenue. 
ce qui donne une inclinaison de la surface de glissement égale à 


do —45+£ . (3.7) 


En substituant cette valeur de Ÿ, dans l'expression de la poussée 
nous obtenons: 


Es =C-f (0) —C-ctg Bo: tg (8o—p) —C'-ctg (4542) tg (45—£) 


Remplaçant dans cette expression ctg (45 + p/2) par.tg (45 — p/2) 
et en y introduisant la valeur de € on obtient finalement : 


Eg— vh (+ 2h) te (458 ).. (4.7) 


Si la paroi 4B n'était pas verticale (se 0} et-était douée d’une 
rugosité appréciable (ô £ 0) et si en même temps la surface libre 
du sol était inclinée d'un angle à = 0 sur l'horizon (fig. 9.7), on 
aurait obtenu la valeur suivante pour la poussée £, : 


1 
E, = TZ vh (hi + 2hoK 0) K, (5.7) 
où 
Ro — = ; 
COS ECOSE , 


T7 cos(£— a) 


sin (p—a) . 
K, cos (E— a) ’ (6.7) 


M 0 
Ko. y SRE D 


. COS (p — €) ee 
# Para cos | cos (£--Ô) ” J 


La position de la surface de glissement se déterminera par la 

Iongueur du tronçon: 
Lo = Koh: (7.7) 
où 
hk : 
hi — e (voir fig. 9.7). 

Afin de-trouver le point d'application de la poussée £, étudions 
la loi de variation de celle-ci en fonction de la profondeur du pied 
du parement AB et construisons l’épure des pressions ‘unitaires. 
Pour cela remplaçons À dans la 
formule 5.7 par l’ordonnée cou- 
rante y (fig. 10.7,a), ce qui nous 
donnera : 


1 
Ecy TS ŸY (y + 2h0Ko) KÆ. 


Cette équation exprime direc- 
tement la loi de variation cher- 
chée représentée graphiquement 
à la fig. 10.7,b. Le diagramme 
obtenu est délimité par une pa- 
rabole conique à axe de symétrie 
horizontale, 

Si l’on donnait à y un accrois- 
sement dy, la poussée £',, aug- 
menterait de d£,,. 

Cette poussée supplémentaire 
dE, sera distribuée sur une facet- 
te élémentaire dont la projection verticale est égale à dy-1, vu que 
la profondeur de cette facette dans la direction normale au plan 


C| 


Épure. 
des pressions 
UINLGITES 


In 
— 
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B épure des poussées 


su 


Fig. 10.7 


du dessin est, comme toujours, prise égale à l'unité. Par conséquent, 
la pression unitaire rapportée à la projection verticale de la facette 
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sera égale à 


ou, en d’autres termes, à la dérivée première de la poussée suivant 
l’ordonnée y. 
En prenant cette dérivée nous obtenons 
Pay = Ÿ (Y + hoK 9) K. (6.7) 
On voit donc que les pressions unitaires d'un corps pulvérulent 
sur le parement AB varient suivant une loi linéaire car l'expression 
(8.7) contient y au premier degré. 


Pour construire l’épure des pressions unitaires (fig. 40.7,c) il 

suffit donc d'en calculer la valeur en deux points À et B: 
Pa =YhoK GK ; Pr—Y(R + ho) A. 

Déterminons maintenant la distance entre le centre de gravité 
de l’épure et le pied du parement en utilisant la formule établie 
pour les surfaces de forme trapézoïdale : 

h 2pa+ps | 
DS patps | 59 

Par le centre de gravité ainsi déterminé traçons une horizontale 
jusqu'à son intersection au point © avec le parement AB (voir 
fig. 10.7,a). 

La poussée Æ, sera appliquée au point O et sa direction fera avec 
la normale au parement AB un angle égal à à l'angle de frottement 6. 

Ainsi la grandeur de la poussée -exercée par un corps pulvérulent 
sur un mur de soutènement est donnée par la formule (5.7), son point 
d'application se trouve au niveau du centre de gravité de l'épure des 
pressions unitaires dont la distance au pied du parement peut se calculer 
par la formule (9.7) et la direction de cette poussée fait un angle Ô avec 
la normale au parement considéré. 

La valeur de La poussée peut être également calculée en se servant 


> | Se dE 
de l’épure des pressions unitaires. En effet, de p,y — TS on tire 


que dE yy = Pay dy. 
Par intégration des deux parties de cette équation on obtient 
h 


Eg = \ Pau dy 
0 


or l'intégrale de la partie droite représente la surface de l’épure des 
pressions unitaires sur toute la hauteur du parement (fig. 10.7,c). 
Par conséquent, 


= À (Pa + Pr). (10.7) 


Pour les calculs pratiques, la formule (10.7) est plus commode 
que la formule (5.7). 
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Problème. On demande de déterminer analytiquement la poussée 5 "exerçant 
sur la partie BC du parement 48 (fig. 11.7) étant donné que p — 35°, 6 — 8°, 
a — 20°, £ = 10°, y = 1,6 tonne par mètre cube, 9 — 0,8 tonne par mètre 
carré. Toutes les dimensions sont indiquées à la fig. 11.7. 


Solution. À l'aide des formules (6.7) on déterminera la valeur de k9 ainsi 
que les valeurs de tous les coefficients: 


g 
nr D mn; 


cos 10°-cos 20° 
_ cos 10° 
sin 15° 0,259! 


= cos 10 — 0,985 203? 


sin 43° 0,682 | 
Li Va 185.0,263 0,951-0,263 So 


'f cos 25° ]-- _1 = { 0,906 ) 1 
L(1+1,65-0,263) cos 10° | cos 18° À 1,434-0,984 0,951 


K= — 0,484. 


À l'aide de la formule (8.7) on trouvera les valeurs des pressions unitaires 
aux points B et C:. 
PB— 1,6 (2,5 +0,0.0,94) 0,434 = 2,06 t/m? | 
pe—=1,6 (6,5+0,5-0,94) 0,434— 4,84 t/m2. 
On calculera ensuite la surface de l'épure des pressions unitaires relative 


à la partie BC du parement, cette surface représentant à l'échelle adoptée laæ 
valeur de la poussée exercée sur cette partie du parement : 


E=— (2,06+-4,84).4— 13,8 1. 


Utilisons l'expression (9.7) pour trouver la coordonnée du centre de gravité 
de l’épure : 
4 2.2,06+4,84 


D 2064 - on 
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Par ce centre de gravité traçons une horizontale jusqu'à son intersection 
en © avec le parement BC. Au point O traçons une normale U au parement AC. 
La poussée £ — 13,8 tonnes agira sous un angle à — 8° à cette normale. 


$ 7.7. Quelques cas particuliers de calcul de la poussée 


a) Poussée d'un corps pulvérulent en ab- 
sence de toute charge (fig. 12.7). Ayant remplacé 
par zéro dans les expressions (5.7), (6.7), (8.7) et (9.7) on obtient 


E = ÿRK ; (11.7) 
h 
Py=YYK ; pa=0; pr=vhK; 2=-.. (12.7) 
Notons que la direction de la surface de glissement sera la même 
que dans le cas de l’application d'une surcharge d'intensité g à la 
surface libre du corps pulvérulent, car le coefficient K5, qui déter- 
mine la position de cette surface, ne dépend pas de gq. 


Fig. 12.7 Fig. 13.7 


b}) Poussée d’un corps pulvérulent sur un 
parement vertical lisse, la surface libre 
étant horizontale et la charge uniformé- 
ment répartie. Ce cas a été traité plus haut [voir expres- 
sion (4.7}]. Ci-dessous nous emploierons les expressions plus généra- 
les (5.7) et (6.7) pour résoudre ce problème particulier. Pour & — 
— Ôê — «à —= O (fig. 13.7) lesdites formules donnent : 


x COS E£ COS & | 
RO a coute 0 — 


sin (p —@) 


Lau 


| cos (E— a) 


__4/ Sin(p+ô)cos(e—a) _4, FF. cos (p—e) 7? 1 | 
Ko= cos (£+- Ô) sin (p —a) = 1; A-| re ri COS (E +0) 
____cos?p __ 1—sin2p  1—sinp o P 
_ (+sinp)?  ({+sinp)}?  1+sinp = (45 —$) | 
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Ayant substitué les valeurs des coefficients ainsi trouvées dans 
les expressions (3.7), (8.7) et (9.7) on obtiendra 


Eq = vh (+ 2ho) te? (as ©) ; (4.7) 
Pya = Y (Y + Ro) ie” (45° —£) ; | 
Pa = yho te? (a5°—£) ; (43.7) 
Ps = y (+ ho) te? (45° —È) ; | 

h h+3h 4.7) 


DS RE ‘ 


La direction de la surface de glissement sera obtenue en portant 
sur l’axe des x une longueur trouvée à l’aide de l’expression (7.7): 


T9 — Koh: — { A. 


Par le point ainsi obtenu D et le point B on tracera la ligne BD 
qui fournira la direction cherchée (fig. 13.7). 

L'’angle 8, compris entre la surface de glissement BD et l'hori- 
zontale est égal à 


8= 90°— / ABD — 90° — 


d’où 


180°— Z BAD _ gg 180°—(00°+ 0) 
2 0. DD 


do = 45° + LE. (3.7) 


c)Mêmes données qu'en«b» mais sans char- 
ge (fig. 14.7). En remplaçant dans les formules obtenues ci-dessus 
ko par O0 on obtiendra 


E= y te (45°—£$) ; (45.7) 
= yy tg° (45° —£) ; Pa =0; pp—Yh te (45°—£) ; (16.7) 
hk 
Zo — 3 , 


La direction de la surface de glissement restera inchangée, l’angle 
Vo étant égal à 


Do — 45° +L.. 


d) Poussée sur un parement polygonal 
(fig. 15.7). La poussée £, subie par la partie du parement AB se 
déterminera comme ci- dessus en se servant des expressions (5.7) 

à (10.7). 
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La poussée sur la partie BB; se déterminera par approximation 
comme pour la partie inférieure d'un parement plan A:BB,. A cet 
effet, traçons par le point B une droite BD parallèle à la surface 
Libre du corps pulvérulent et considérons le poids des terres situées 
au-dessus de cette ligne comme une charge uniformément répartie 
d'intensité q — YA. 

La hauteur h, se calculera comme la somme de l'épaisseur de 
la couche À, de la projection verticale du tronçon AA’, égale à ,, 
et de la projection verticale du tronçon AB, égale à k. 


Épure 
ex — RUES PrESSIONS 
‘unitaires 


D 


L 
il 


Fig. 14.7 Fig. 15.7 


En appliquant les formules générales et ayant calculé les coel- 
ficients X1, K, et Ko pour € — &, on obtiendra 


Ey = yh' (h' + 2hKo) K; 


Pau = Y(Y +hK a) K ; 
pr = Yh Ka ; 
PB =V('+hKEc)K; 
, h' h'+3hKy 
PT EEK | 

L'épure des pressions unitaires pour le cas considéré est donnée 
à Ja fig. 45.7,b. La fig. 16.7,a représente le cas d'un mur de soutène- 
ment d’une configuration plus compliquée qui peut se rencontrer 


dans la construction des murs de soutènement en béton armé dits 
à éperon. | 
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Pour déterminer les poussées subies par ce mur, construisons les 
épures des pressions unitaires relatives à chacune des surfaces planes 
de son parement arrière séparément. 

Les formules habituelles (12.7) restent applicables pour les 
parties AB et CD, les ordonnées de B et de C étant égales à y3 — 
= yg = h et l’ordonnée du point D étant égale à y1 — hk + hi. 
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Fig. 16.7 


Les coefficients À se calculeront à l’aide des formules (6.7) pour 
a — € — 0 et les épures des pressions unitaires seront délimitées 
par une seule droite ab pour les deux secteurs (fig. 16.7,b). 

Les poussées exercées sur les surfaces AB et CD se calculeront 
à partir des épures des pressions unitaires correspondantes : 


| 1 | 
Ei=-hpr; Ex=h(Pe+ Pa). 


La surface BC est soumise à l’action de la charge verticale G 
égale au poids des terres contenues dans le volume ABCC:: 


G=hby. 


La surface FD ne subit aucune action des terres. 
Quant à la poussée sur la surface FH nous la calculerons en déter- 
minant séparément les poussées sur les secteurs FG et GH. 
_ La droite GD représente la trace dans le plan du dessin de la 
surface de glissement dont la position se détermine à l’aide de 
l'expression (7.7): 
XZo=FK —=GF.Ko. 


295 


Le coefficient Æ, se calcule par la formule (6.7) pour & — @ 
et & — — £&1, p et Ô. 

La poussée sur FD se déterminera sans tenir compte des couches 
supérieures et l’épure des pressions unitaires sera limitée par la 
droite cd à pente plus raide que la droite ab. La pression aù point G 
se calculera à l’aide de l’expression (12.7) pour ya = h2. La poussée 
sur FD sera égale à | 

E3— Pc. 

Les pressions unitaires qui agissent sur le secteur GH dépendent 
du poids des couches supérieures du corps pulvérulent. Pour détermi- 
ner Ces pressions aux points G et Æ il faut donc prendre 


ya=h+hi+hs; Ya =h+hi+hiths. 


L’'épure correspondante sera délimitée par la droite ef parallèle 
à cd et rencontrant l’axe vertical de l’épure au point a. La poussée 
sur le secteur GA vaudra: 


{ ’ 
E,=— 5 ha (pe + Pu). 


e) Poussée exer- 
cée par des terres 
noyées (fig. 17.7). 

Dans le cas envisagé la 
poussée sur le parement 
AB se déterminera séparé- 
ment pour l'eau et pour 
le corps pulvérulent dont le 

Fig. 17.7 poids devra être diminué 
du poids d’eau expulsée. 

La poussée W de l'eau se calculera en se servant des expressions 
(6.7) à (10.7) en posant 


p=a—6-0 et  hÿ—=0. 


On obtient 
1 


COS £ 


Ki=0; Ko=T: K= 


= 1 2 1 
W=- V3 COSE ” 

Le fait que la valeur du coeïticient X, est indéterminée indique 
que la valeur de la pression hydrostatique.est indépendante de la 
position de la surface de glissement. 

La composante de la pression hydrostatique rapportée à la 
projection verticale au point B est égale à 
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Le point d'application de W se trouve au même niveau que le 
centre de gravité de l’épure des pressions: 
; H 
Z = 3. ‘ 

_ Dans le calcul de la poussée exercée par le corps pulvérulent 
sur le parement B,B on admet que sa masse volumique est réduite 
d’une quantité égale au poids du volume d’eau expulsée [voir expres- 
sion (1.7)] et devient égale à vo. 

En se servant des expressions (11.7} et (12.7) nous trouvons: 


1 
Eye ; 


Py — YoYÆ ; 
DB: DE 0 ; 
Ps =YoRK ; 


Ainsi la poussée totale sur le parement AB se déterminera comme 
la somme de la pression hydrostatique W et de la poussée des terres Æ 
calculée en tenant compte de 
la réduction du poids de ces 
terres due à la présence d’eau. 

5) Poussée exercée 
par un sol imperméa- 
ble surmonté d’une 
couche d’eau (fig. 18.7). 

La détermination de la 
poussée dans ce cas ne peut 
s'effectuer que très approxi- 
mativement en admettant que 
la pression hydrostatique 
s'exerce sur la partie du pa- 
rement située au-dessus de la surface libre du sol imperméable 
et que Le reste du parement est soumis à la poussée des terres sur 
lesquelles la couche d’eau agit comme une charge uniformément 
répartie. 

La pression hydrostatique W sur la partie AB; du parement se 


+ 


calcule comme dans le cas précédent. Elle est égale à 


4 { 
We y(-hÿ—— ‘ 


COS € 
son point d'application étant défini par 
. H—h 


DS — 


3 
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L'intensité de la pression verticale exercée par l’eau sur la sur- 
face du sol est égale à 


g=Y8(H—h). 


En remplaçant cette charge par une couche de terre équivalente 
on trouve que l'épaisseur de celle-ci est donnée par 


ho — VB (W—?) , 
Y 


Quand la surface libre du sol est horizontale (œ—0), on a 


__ COSECosa __ 4 
TT cos(e— a) 


Les expressions (5.7) à (9.7) permettront maintenant de trouver 
la poussée £,, les valeurs des pressions unitaires et la position du 
point d'application de ladite poussée : 


{ 
Eg = vh (+ 2ho) Æ ; 
Pay = Ÿ (Y + ho) K ; 


PB1 = YhoK ; 
Pr=Y(R+h)X ; 
eh 2Pp, PB 
D 3 pe, +PB 


$ 8.7. Butée des corps pulvérulents 


On entend par butée d'un corps pulvérulent l'effort que ce corps 
peut développer contre un parement quand celui-ci subit un dépla- 
cement insignifiant vers ce corps. 

La butée des corps pulvérulents peut se calculer par la même 
méthode de Coulomb (voir $ 3.7) avec les mêmes simplifications 
qui ont été adoptées pour le calcul des poussées. 

Quand le parement AB (fig. 19.7,a) se déplace vers le corps 
pulvérulent, il se forme un prisme de refoulement 4BC qui se déplace 
comme un solide en glissant vers le haut Île long du parement 
mentionné et de la surface de refoulement BC. Les forces de frottement 
qui se développeront le long des surfaces AB et BC du côté du pris- 
me ABC seront également dirigées vers le haut. On se souviendra 
que, lors du calcul des poussées, le prisme d’éboulement se déplaçait 
vers le bas et les forces de frottement agissaient dans le même sens. 
En état d'équilibre limite, La résultante de la composante normale 
de la butée £; agissant sur le parement AB et des forces de frotte- 
ment sera déviée de la normale U dans le sens des aiguilles d’une 


298 


montre d’un angle égal à Ô. Quant à l’action À, celle-ci sera déviée 
de la normale Ÿ à 1a surface de refoulement BC dans le sens contraire 
des aiguilles d’une montre d’un angle p. La butée Æ, développée 
contre le parement AB et l’action À, qui s'exerce sur la surface BC 
auront comme résultante le poids G, du prisme de refoulement. 


a) 
| a 
À © P 
D: L 90 -E + 6 
= ET 
N s b} Y 
: [x ‘ 
Bi XA RS 
c’ 
Sy 
A for 
g 
Ù lg 8° 
Fig. 19.7 


Le triangle des forces abc’ relatif au cas considéré est représenté 
à la fig. 19.7,b. À la même figure nous donnons en pointillé le 
triangle des forces abc pour le cas d’une poussée. 

En comparant les valeurs de Ia poussée Æ, et de la butée £, 
calculées pour une seule et même position du plan de glissement BC 
on voit que 


E>Es 
Du triangle des forces abc” on tire la valeur de la butée £, 
es sin (0 TP) 
Ba Gran (o + +0 ? AE! 


où 
D’ =— 90° — ge + 6. 


En comparant l'expression obtenue (17.7) avec la formule em- 
ployée pour le calcul des poussées (2.7) on note que la valeur de la 
butée peut être calculée en se servant de l'expression correspondant 
à la poussée si l’on y remplace les angles p et Ô par (—p)et (—Ô), 
ce qui s'explique aisément par la modification du sens d'action des 
forces de frottement le long des surfaces AB et BC. 

L'’angle d’inclinaison Ÿ du plan de refoulement BC se déterminera 
en partant de la condition 

dEq 
a —Ù 

En examinant le signe de la dérivée seconde on s'aperçoit que 

cette condition correspond à une valeur minimum de la butée. 
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En remplaçant dans les formules générales (5.7) et (6.7) relatives 
à La poussée les valeurs des angles p et Ô par (—p}) et (—6) on obtient 
les expressions générales pour le calcul de la butée: 


Ea = + yh (A+ 2hoK 3) K°' ; (18.7} 
Pua = (A + hoKo) K”. (19.7) 
Les coefficients qui éntrent dans ces formules se calculeront par 

» _ SIN(—p—a&}), k = COSECOS& 

1 cos(e—«) ? cos (E—a) ? 
sin (D + in p+ pes cos (E— (E—a) . HA 
= cos (8 — 8) sin {0 + a) ? (20.7) 

7 cos (p +e) RE 
K (+ AG: ) cos = COS (E—Ô) ” ] 


Le point d'application de la butée se trouvera au même niveau 
que le centre de gravité de l’épure 
des pressions réactives, sa distance 
verticale z du pied B du parement 
étant égale à 


__k 2P4+PB 
0 3 pAatPe 


(21.7) 


Dans le cas particulier d’un 
parement vertical lisse et pourvu 
que la surface libre du corps pulvé- 
rulent soit horizontale et supporte 

Fig. 20.7 une charge uniformément répartie 
d'intensité g, la butée peut se 
calculer à l’aide des formules (4. 7), (13.7) et (14.7) en y remplaçant 


p par (—p): 


Eg = vh (h + 2ho) te? (45°+4) (22.7) 
Pya= (+ ho) te? (45°+ 5) 1 
pa = vhote (45°+ £) ; (23.7) 
pay +h)te (45°+£) : 


h  h+3ho 
DS RL (24.7) 


La surface de refoulement BD' pourra se déterminer dans le cas 
examiné de la façon suivante (fig. 20.7). On prendra l'origine des 
coordonnées à la crête À du parement et on tracera par ce point 
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l'axe x’ faisant un angle (—p) avec l'horizon. Sur cet axe on portera 
la longueur AD' = x, = Kih — h. La droite BD” sera la trace dans 
le plan du papier de la surface de refoulement. Sur la même figure 
nous avons donné la position du plan de glissement (plan d’éboule- 
ment) relatif au même corps pulvérulent. 

Le triangle ABD' permettra de déterminer l’angle Ÿ’ formé par 
la surface de refoulement BD’ sur l'horizon 


ÿ'—45 —£. (25.7) 


Notons en conclusion que toutes les méthodes graphiques per- 
mettant la détermination de la poussée sont applicables à la détermi- 
nation de la butée si on y remplace les angles p et Ô par (—p) et 


(—6). 


Problème 1. On demande de déterminer graphiquement la butée développée 
contre le parement AB (fig. 21.7) pour k = 5m, p —= 40°, Ô — 5°, e — 20°, 
a — 10° et y — 1,6 tonne par mètre cube. 


Fig. 21.7 


Solution. 1. Par des méthodes analogues à celles employées au cas d’une 
poussée (voir fig. 6.7), déterminons la position des points A, M,N,0,D,Cet P, 
en prenant soin de remplacer partout les angles p et Ô par Les angles (—p) et (—6). 

2. Déterminons la position du plan de refoulement BDC. 

3. À l'échelle adoptée, mesurons Ia base et la hauteur »’ du triangle OPC, 
qui seront trouvées égales respectivement à 11,0 mètres et à 10,7 mètres. 
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4. Calculons la surface du triangle OPC: 


F=+ 11,0-10,7 — 58,85 m2. 


5. Calculons la butée développée contre le parement considéré : 
E'—1,6-58,85— 94,2 t. 


6. Comparons cette butée avec la valeur de la poussée calculée pour un 
cas identique dans le problème du $ 5.7: 


E' 94,2 
E — 3.38 — 112. 


CHAPITRE 8 


TRAVAIL DES FORCES ÉLASTIQUES 
ET MÉTHODES GÉNÉRALES DU CALCUL 
DES DÉPLACEMENTS 


S 1,8. Généralités 


Le calcul des constructions hyperstatiques exige, outre les équa- 
tions d'équilibre, le recours aux équations des déplacements. 
IL faut pour cela savoir déterminer les déformations subies par les 
différentes parties de l'ouvrage. Souvent l'étude des éléments iso- 
statiques requiert également la détermination de ces mêmes déforma- 
tions car toute construction doit être non seulement résistante 
mais aussi suffisamment rigide, les déformations exagérées étant 
inadmissibles. Il s'ensuit que l’étude générale des déformations des 
systèmes élastiques doit occuper une place très importante dans la 
mécanique des constructions. 

Le présent chapitre sera consacré à l'étude des méthodes généra- 
les permettant la détermination des déplacements des charpentes les 
plus diverses, des poutres en treillis, des systèmes en arc, des porti- 
ques et d’autres constructions analogues. Préalablement on passera 
en revue un Certain nombre de questions relatives au travail des 
forces extérieures et à l’énergie potentielle accumulée dans diverss 
systèmes lors de leur déformation. 


$ 2.8. Travail des forces extérieures 


Quand un système quelconque est mis en charge, ses éléments 
constitutifs se mettent en mouvement en acquérant certaines vitesses 
et accélérations. Il est évident qu'une réduction de la vitesse 
d'application des charges entraînera une réduction correspondante 
de la vitesse d’accroissement des déformations. Si ces vitesses 
deviennent très petites, Les forces d'inertie mises en jeu lors du passa- 
ge du système à l’état déformé deviendront assez faibles pour être 
négligées. Nous conviendrons de désigner une mise en charge unifor- 
mément progressive de ce dernier type par le terme mise en charge 
statique... 
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Le travail d’une force extérieure P graduellement appliquée 
à un système élastique quelconque (fig. 1.8}, dont le matériau suit 
la loi de Hooke, peut être déterminé en appliquant le principe de 
superposition pourvu que les déformations restent petites. Par con- 
séquent, les déplacements des points ou sections transversales isolées 
du système resteront directement proportionnels aux charges qui 


Fig. 1.8 


en sont la cause. Sous leur forme la plus générale les considérations 
qui viennent d’être énoncées peuvent être exprimées par l'équation 


suivante : 
== aP. (1.8) 


Dans cette expression À est le déplacement subi par le système 
suivant la ligne d'action de la force P et &« est un. coefficient qui 
dépend du matériau, du schéma statique et des dimensions de 
l'ouvrage. | 

Donnons à la force P un accroissement infinitésimal dP. Cet 
accroissement entraînera un accroissement dÂÀ correspondant du 
déplacement A. Ecrivons l’équation du travail accompli par la 
force extérieure P le long du déplacement dA en népgligeant les infi- 
niment petits du deuxième ordre: 


dA=(P + dP) dA = P.dA. 
En substituant dA par sa valeur « dP tirée de l’expression (1.8) 


nous obtenons : 
dA — P.-dA = aP.dP. 


L'intégration de cette expression entre les valeurs initiale et finale 
de la force extérieure nous donne l'expression du travail total 
accompli par la charge P lors de son application statique: 


oœP? 
2 . LA 


P 
A=a\P.ap- 
0 


Vu que A—aP cette formule peut. s’écrire : 
1 
A=- PA. 


Notons que dans le cas général la direction du déplacement 
causé par une charge P peut être différente de la direction d'action 
de ladite charge. 
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Or, comme la valeur du travail accompli s'exprime toujours 
par le produit de la force par le chemin parcouru dans la direction 
de cette force, le déplacement À représentera toujours la projection 
du déplacement total du point d'application de la force sur la direction 
de cette dernière. Par exemple, quand une charge P agit sous un 
angle 6 à !’axe horizontal d'une poutre (fig. 2.8), le déplacement A 


Fig. 2.8 


sera donné par Îe tronçon de droite ab qui n'est autre chose que Ia 
projection de la déformation totale aa; sur la direction de la force 2. 

On pourra trouver de la même façon l'expression du travail 
accompli par un couple dont le moment est égal à M. Il suffit de 


w 


Fig. 3.8 


choisir la déformation qui correspond 
ce sera l'angle de rotation de la section 
déré est appliqué. 

Ainsi le travail À accompli par un moment appliqué statiquement 
la poutre représentée à la fig. 3.8 sera égal à 


ce type de sollicitation : 


à 
à laquelle Ie moment consi- 


09 


1 
A=- M, 


Ÿ étant l'angle de rotation (exprimé en radians) de la section 
à laquelle le moment Mt est directement appliqué. 

Ainsi le travail d’une sollicitation extérieure appliquée statiquement 
à un système est toujours égal à la moitié du produit de la grandeur 
de cette sollicitation par la valeur du déplacement engendré. 

Le terme sollicitation extérieure s'applique à n'importe quel 
système de charges appliquées à la construction, y compris les 
moments, les charges uniformément réparties et ainsi de suite. 

Quant au terme déplacement il désignera toujours le déplacement 
correspondant au type de sollicitation dont on étudie le travail. 
Ainsi un déplacement linéaire correspondra à une.force concentrée P, 
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une rotation angulaire à un moment M}, tandis que l'aire de l’épure 
des déplacements d’un segment soumis à l’action d’une charge 
répartie correspondra à la sollicitation de ce dernier type. 
Quand un système de sollicitations extérieures est appliqué statique- 
ment à un ouvrage, le travail de ces sollicitations sera égal à la moitié 
du produit de chacune de ces sollicitations par la valeur du déplacement 
correspondant à cette sollicitation engendrée par l’ensemble des sollicita- 
tions appliquées. Ainsi, pour la poutre de la fig. 4.8 qui est soumise 


Fig. 4.8 Fig. 5.8 


à l’action des charges concentrées P,; et P:, ainsi qu’à l’action des 
moments M, et M2, le travail des sollicitations extérieures sera 
égal à 


“Lu “02 M Pts M 05 

À— HI RE , 
Le signe moins qui précède le dernier terme de la partie droite de 
cette expression indique que la section correspondant au point 
d'application du moment M: subit une rotation dans le sens inverse 
à la direction de ce moment. pr 


4-2 


Le travail des forces extérieures le # des déplacements engen- 
drés par ces sollicitations peut s'exprimer également en fonction 
des efforts intérieurs (moments fléchissants, efforts normaux et 
tranchants) qui prennent naissance dans les sections transversales 
des constructions considérées. 

Prenons la barre et considérons une section élémentaire dx 
délimitée par deux surfaces normales à l’axe (fig. 5.8). La barre 
consiste en un nombre infiniment grand d'éléments semblables. 
Dans le cas général d’une sollicitation plane l'élément dx sera soumis 
à un effort normal #, à un moment fléchissant 7 et à un effort 
tranchant ©. 

Par rapport à l’ensemble de la barre ces sollicitations sont des 
efforts intérieurs, tandis que par rapport à l'élément considéré 
ce sont des sollicitations extérieures dont le travail total À peut 
être exprimé par la somme des travaux des sollicitations NW, M et 


_. (2.8) 
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Q, appliquées graduellement le long des déformations correspondan- 
tes de l'élément dx. Etudions séparément l’effet de chacune de ces 
sollicitations. 

Un élément dx auquel seul un effort normal W est appliqué est 
représenté à la fig. 6.8. Si l’on considère que la section gauche reste 


Fig. 6.8 Fig. 7.8 


immobile, celle de droite se déplacera dans la direction de l'effort W, 
c'est-à-dire vers la droite, d’une longueur égale à 


N dx 
ds Er 


EF étant la « rigidité » de la section de la barre à l’extension ou 
à la compression. 
L’effort N appliqué statiquement accomplira le long de ce dépla- 
cement un travail : 
{ 1 N dx 
dAn=s NAN 
L'élément dx qui n'est soumis qu’à l’action d’un moment 
fléchissant est représenté à la fig. 7.8. Si, encore une fois, on considè- 
re que la section gauche est fixe, l’angle de rotation de la section 
droite sera donné par 
M dx 
D 
A = à + DR 


EJ étant la rigidité de la barre à la flexion au droit de cette section. 
Lors de son application statique le moment M fournira le long 
de ce déplacement angulaire un travail: 


1 1 nr Mdx 
_ MAS = = M = 
dAu = MA =; M Ej : 


Prenons maintenant l'élément dx de la fig. 8.8,a sollicité seule- 
ment par les efforts tranchants Q, En immobilisant sa-section gauche 
(fig. 8.8,b) appliquons à celle de droite des efforts tangentiels + dF 
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dont l'effort tranchant © est la résultante. Au cas d’une flexion ces 
efforts tangentiels se détermineront par la formule de Jouravsky: 


_.Qs 
T dF — Tr dF, 


dF étant la surface d'une bande horizontale élémentaire de la section 
située à une distance y de l’axe neutre et S le moment statique par 
rapport à ce même axe de la partie de la section qui se trouve 
au-dessus (ou au-dessous) de cette bande. 

La valeur absolue du déplacement de deux bandes élémentaires 


identiques, dont l’une appartient à la section gauche et l’autre 


= 


a) 


Jrtrurtieees 


= 
— 
_— 


— 


Fig. 8.8 


à la section droite, sera égale au déplacement y dx de la section 
droite (car celle de gauche est considérée immobile) et pourra donc 
se déterminer par la formule: 


y dx = da, 
y étant l’angle caractérisant le déplacement. 


Par conséquent, le travail d’une sollicitation tangentielle élé- 
mentaire + dF sur un déplacement y dx sera égal à 


1 
TAF. dx. 
En intégrant cette expression dans toute l'étendue de la surface 


de la section transversale F nous obtiendrons le travail de toutes 
les forces tangentielles agissant dans cette section: 


| 4: dr jp 
dAg=\srydrar- \ TE ar- 
F 
_ Ç QU? 4 ,n @uz Ç S? ,,  Qdxr 
= | J2b2 2 = Gr Va dr 2GF ? 
F 
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GF étant É rigidité de la section transversale au cisaillement, et 
n = _ \ 5 —dF un coefficient non dimensionnel qui dépend 


Hiéuement de la forme de la section transversale. 
Odx 
GF 
être représenté aussi par 


dAo=+ QU = +0. 


En désignant n par À, le travail élémentaire dA, peut 


La quantité A, peut être considérée comme représentant la 
translation mutuelle verticale des sections qui délimitent l'élément 
dx (fig. 8.8,b). Pour les sections rectangulaires la valeur du coefti- 
cient " se déterminera en introduisant dans l' expression Correspon- 
dante les valeurs de 


run, Je, sb (Ep), 


ce qui nous donnera n = 1,2. Pour une section circulaire on trouve- 
rait n — 10/9 et pour une section en double T on pourrait adopter 
approximativement n —= F/Fa, Fa étant la surface de la section 
transversale de l'âme de la poutre. 

Si l'élément considéré est soumis simultanément à l'action d’un 
effort normal NV, d'un moment de flexion Â et d'un effort tranchant 
Q, le travail de chacune de ces sollicitations sur les déplacements 
causés par les deux autres sera nul. Par conséquent, le travail sommai- 
re sera égal à 


dA = dAx+ dAw + dAo= + (N VEsyue, os ) 


En intégrant l'expression de dA sur toute la longueur ! de chaque 
barre du système et en prenant la somme on obtiendra l'expression 
suivante permettant le calcul du travail des forces extérieures le 
long des déplacements engendrés par ces forces pour l’ensemble du 
système : 

l 


4-5 (3 AP ITE > [09% (3.8) 


ou encore 


l l 
M2 4 + N?dz 2 dx 
A= » ET + > \ DEF +2 EE LS (4.8) 


Dans l'expression (3.8) les grandeurs M, N et Q représentent les 
sollicitations intérieures agissant sur une section transversale 
Mdz ie et 2 


d'abscisse x tandis que les termes —— ET: 


n sont les dépla- 
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cements correspondants de l'élément dx de la barre. Ces deux expres- 
sions permettent d'exprimer le travail des forces extérieures en 
fonction des sollicitations intérieures engendrées dans les barres du 
système. L'expression (4.8) montre que Le travail des forces extérieu- 
res le long des déplacements causés par ces forces est toujours positif. 


$ 3.8. Energie potentielle 


Pendant la mise en charge d’un solide de résistance les forces 
extérieures accomplissent un certain travail dont une partie peut 
être dépensée pour vaincre les forces de frottement interne du maté- 
riau, pour modifier sa température ou ses propriétés magnétiques. 
Dans les matériaux qui peuvent être considérés comme élastiques 
cette partie du travail est très réduite et peut donc être négligée. 
On peut, par conséquent, admettre que dans les systèmes réalisés 
en matériaux qui suivent la loi de Hooke, tout le travail des forces 
extérieures est transformé en énergie potentielle de déformation. 
Cette dernière s’accumule dans le corps élastique pendant la 
période d'’accroissement des déformations causées par les forces 
mentionnées. Pendant le déchargement cette énergie est restituée 
sous forme de travail accompli par les efforts intérieurs agissant 
dans le système considéré (par exemple par les moments de flexion, 
par les efforts normaux ou tranchants sollicitant les sections trans- 
versales d’un système articulé ou d’une charpente). Selon la loi de 
conservation de l’énergie on peut dire que tout le travail À des forces 
extérieures se transforme en énergie potentielle W de déformation 
du système, c’est-à-dire que 


A=W. 


En substituant dans cette égalité la valeur de À tirée de la for- 
mule (4.8) on obtient 


l 
M?.4 N?dz 24 
W= >» Er + D DEF Der 2 (Sr ne (5.8) 


En analysant cette expression on arrive aux conclusions 
suivantes : 

1. L'énergie potentielle est toujours positive car l'expression 
trouvée contient les valeurs des efforts intérieurs 7, N et Q au 
deuxième degré. | 

2. L'énergie potentielle s'exprime par une fonction homogène 
du deuxième degré des efforts ou des déplacements (ces derniers 
étant directement proportionnels aux efforts). 

3. L'énergie potentielle engendrée par un système de forces 
n'est pas égale à la somme des énergies potentielles engendrées 
par chacune de ces forces séparément et, par conséquent, le principe 
de superposition n’est plus applicable. Ceci découle du fait que 
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Le) 


l'énergie potentielle dépend des carrés des efforts intérieurs M, N 
et Q,et le carré d’une somme n'est pas égal à la somme des carrés. 
4, La quantité d'énergie potentielle accumulée est indépendante 
de l’ordre d’application des forces (car les valeurs finales de 4, 
N et Q n’en dépendent pas) et n’est fonction que de l’état final de 
la déformation du corps élastique. 
La troisième des conclusions peut être confirmée par l'exemple 
suivant. 
Considérons trois cas d’application statique des charges à une 
barre élastique représentée à La fig. 9.8,a: 
4. Cas d'application d’une seule force P; (fig. 9.8,b). 
2. Cas d'application d’une seule force P, (fig. 9. 8 Ce, 
3. Cas d'application simultanée des deux forces P, et P, (fig. 9.8,d). 


a) b) 


Fig. 9.8 


En se basant sur la formule (5.8) on établit que l'énergie poten- 
tielle accumulée dans la barre dans les deux premiers cas sera égale 
respectivement à 

W, == W, — Päl 
= 2EF ‘ 

Quant au troisième cas, l'énergie potentielle accumulée s’expri- 
mera par 
(Pit Pt Pi, Pi Pire 


jf 2EF  2EF HF LE 


En comparant W, avec la somme W, + W, on s'aperçoit que la 
somme des énergies potentielles engendrées par chacune des deux 
forces séparément n'est pas égale à l'énergie potentielle engendrée 
par la somme de ces mêmes forces. On a, en effet, 


WW + me PP | 


Pour mieux comprendre le sens physique du dernier terme de la 
partie droite de cette expression admettons que la mise en charge de 
la barre par les forces P, et P, a été effectuée dans l’ordre suivant *. 


* On se souviendra que l'ordre de l'application des forces n'’influe pas 
sur l'énergie potentielle accumulée. 
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En premier lieu (voir fig. 9.8,a) c'est la force P, qui est appliquée 
graduellement à la barre; quand elle aura atteint sa valeur finale, 
la force P, commencera à y être appliquée, également graduellement. 
L'extrémité inférieure de. la barre ainsi que la force P, qui y est 
appliquée se déplaceront donc sous l'effet de la force P;, d'une 
longueur égale à 2. 

Or la force P, reste constante pendant toute la période d’appli- 
cation de la force P;, (c'est-à-dire pendant que cette force croît 
de O0 à sa valeur finale) et par conséquent la force P; accomplira 
pendant le déplacement mentionné un travail numériquement égal 
à 


Ainsi le terme 


PiPol 
EF: 
le travail supplémentaire accompli par la force P, le long du dépla- 
cement de son point d'application causé par la force P; (ou vice 
versa, le travail supplémentaire accompli par la force P2 le long 
du déplacement causé par la force P;, si la mise en charge était 
effectuée dans l’ordre inverse). | 
Cet exemple montre bien qu’on ne peut pas appliquer le principe 
de superposition au calcul de l'énergie potentielle accumulée par un 
système élastique, car autrement on perdrait de vue les termes de 
l'équation qui tiennent compte des travaux accomplis par une partie 
des forces le long des déplacements causés par d’autres forces. 


entrant dans l'expression de W: représente 
8 


Problème 1. On demande de déterminer la valeur de l'énergie potentielle 
accumulée par une poutre à deux appuis de section rectangulaire, dont la Lar- 


fpure de Q | 


DTA 


Fig. 10.8 


C) 1 


geur est égale à b et la hauteur à k, chargée par un moment X appliqué à son 

extrémité droite (fig. 10.8,a). ue 
Solution. La fig. 10.8,b et c représente les épures des moments fléchis- 

sant M et des efforts tranchants Q engendrés dans la poutre en question (les 


312 


efforts normaux dans cette poutre étant naturellement nuls). Ces efforts inter- 
nes s'expriment par 


En substituant les valeurs de M et de Q dans l'expression de l’énergic poten- 
tielle (5.8) nous obtenons 


JR2 13 ni M2 72 " 
(5x +37) Do (37 +F) | 
Examinons maintenant l'importance relative de l'énergie potentielle engen- 


drée par les efforts tranchants. A cette fin remplaçons G, F, J et n dans l'expres- 
| bh 


sion que nous venons d'obtenir par leurs valeurs G = O,4E; F = bh; J — 12 


ét n — 1,2 (la section étant rectangulaire). On obtient 


m2 13 1,2 2321 ‘8 {(h)\? 
À RER 
és 21 (re air) EbR3 [145 l ] | j 
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Dans cette expression c’est le deuxième terme entre crochets qui correspond 
à l’énergie potentielle engendrée par les efforts tranchants. On voit que ce térme 
est directement proportionnel au carré du rapport de la hauteur de la poutre 
à sa portée et, par conséquent, l'influence des efforts tranchants décroît avec 
la diminution de ce rapport. Quand ce rapport a une valeur de 1/5 (on rencontre 
rarement des poutres pour lesquelles ce rapport est plus grand): 


2921 


on voit donc que la partie de l’énergie potentielle engendrée dans ce dernier 
cas par les efforts tranchants n'atteint que trois pour cent. Pour les poutres 
courantes, pour lesquelles le rapport hk/1 est généralement considérablement 
plus faible, l’influence des efforts tranchants est encore moindre. 

Problème 2. On demande de déterminer l'énergie potentielle de déformation 
de la poutre en treillis représentée à la fig. 11.8. Tous les éléments de cette poutre 
sont de même section transversale 7. 

Solution. Les moments fléchissants et les efforts tranchants dans toutes 
les barres de [a poutre étant nuls et les efforts normaux ainsi que les rigidités EF 
restant constants sur toute la longueur de chaque élément, l'expression de l’éner- 
gie potentielle (5.8) s'écrit: 

l 
N? <a 2 
\ DE (6.8) 


N étant l'effort engendré par les forces extérieures dans une barre et Z la longueur 
de cette barre. | 

Le signe > indique qu'il faut prendre la somme des énergies potentielles 
accumulées dans toutes les barres. Il est clair que les barres qui ne participent 
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pas au travail du système peuvent être négligées, le produit N2?1 étant néces- 
sairerment nul quand NW — ©. 
Le calcul de l'énergie potentielle s'effectue comme indiqué au tableau 1.8. 


Tableau 1.8 
n° de la barre = SMORACE Fr Nzent?2 |lenm]| N2lentèm 
1-2; 6-8 25 pa 125 po 
5 P 2 P 5) z P 
2-4: 4-6 _5p 29 pa 5 125 pa 
3 9 
1-3; 3-0 
5-7, 7-8 à P 4 P2 Û 16 P? 
-3, 6- 0 0 3 0 
Ô 25 125 
-5:° = nn — p2 == p2 
2-9; 9-6 E P 36} 5) 36 P 
à-5 P P2 6 6 P? 


* Remarque: Le calcul des efforts IV agissant dans toutes les bar- 
res 16 la poutre en treillis n’a pas été inclu dans ce tableau. 


La dernière colonne du tableau contient les valeurs de N2I pour chaque 
barre de la poutre. En prenant la somme de toutes ces valeurs et en la divisant 
par 2 EF (E étant exprimé en tonnes par mètre carré et F en mètres carrés) nous 
obtiendrons la valeur de l'énergie potentielle accumulée dans toute la poutre: 


W — (= pr 24 T8 P2.2416P%.4+0.24 pr.2+6P?).x 
| 41 P2 
X SE 8 EF : 


314 


$ 4.8. Théorème de la réciprocité des travaux 
(Théorème de Betty) 


Considérons deux états d’un même système élastique se trouvant 
en équilibre. Mettons que dans le premier état le système est solli- 
cité par une charge statique P; et dans Le deuxième cas par une 
charge statique P2 (fig. 12.8). 


a) 


Des, On mn de “Æ — me 


RE 
Ù 
| 
Î 
Î 
| 
| 
| 


Fig. 12.8 


Désignons les déplacements subis par un point quelconque du 
système déformé par AÀ,,, la première de ces lettres (n) indiquant 
la direction du déplacement et la deuxième (n7) le numéro de la 
charge l'ayant causé. 

On dira donc que le signe A,, indique le déplacement suivant la 
direction de la sollicitation m causé par la sollicitation n. Ce déplace- 
ment peut être une translation, quand la sollicitation m est une 
charge concentrée, ou une rotation (exprimée en radians) si cette 
sollicitation est un couple. La sollicitation z peut consister de plu- 
sieurs charges concentrées, moments et surcharges réparties arbi- 
trairement. 

Dans le cas considéré les déplacements À, seront: 

À déplacement dans la direction de la charge Pa sous l'effet 

de cette même charge ; 

A2 déplacement suivant la charge P, sous l’effet de la charge P: ; 

ÂA21 déplacement suivant la charge P: sous l’effet de la charge P, ; 

A22 déplacement suivant la charge P: sous l'effet de cette même 

charge. 

Les quatre déplacements mentionnés sont indiqués clairement 
à la fig. 12.6. | 

Désignons par À:1 le travail accompli par la charge P; (agissant 
dans l’état 7) le long du déplacement provoqué par cette même 
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charge (c'est-à-dire les déplacements de l’état 7). De même nous 
désignerons par A22 le travail accompli par la charge P2 le long des 
déplacements correspondant à l'état 2. 

En vertu: de l'expression (2.8) les valeurs de ces travaux, pourvu 
que les charges aient été appliquées graduellement et sans choc, 
s’exprimeront par 

An = 8 ; As ne | 


Les mêmes travaux peuvent être exprimés en fonction des efforts 
intérieurs engendrés dans les sections transversales de la poutre 
[voir formule (4.8)]: 


Mi dx t Nid 
Az = } us "2ET + 2 DEF +» 


Admettons maintenant que le même système (voir fig. 12.8) 
est mis en charge dans l’ordre suivant : on applique d'abord au systè- 
me une charge P, (fig. 13.8) qui croît lentement de zéro à sa valeur 


Déformations sous L'action Déformations 
combinée de P; et Pr dues à l'action de F : 


Fig. 13.8 


finale. Une fois cette valeur atteinte, les déformations subies par le 
système ainsi que les efforts internes qui s’y développent seront 
exactement les mêmes que dans l’état 7 de la fig. 12.8,a. En parti- 
culier la déflexion sous la charge P, sera égale à A, et le travail 
accompli par cette charge pendant son application s’exprimera par 


À 1 = ou, H, Ensuite appliquons aussi graduellement à notre poutre 


la charge P:. Il en résultera des déformations supplémentaires cor- 
respondant aux efforts intérieurs causés par l'application de la 
deuxième charge, ces déformations et efforts supplémentaires étant 
égaux à ceux subis par le système dans l'état 2 de la fig. 12.8,d. 
En particulier, la déflexion supplémentaire au point d'application 
de la charge P; sera égale à Ai2 Or, pendant l'application de la 
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charge P: la charge P; restera constante et se déplacera vers le bas 
d'une distance égale à a déflexion supplémentaire A,2, accomplis- 
sant, par conséquent, un travail supplémentaire A2 — PA. 
‘En même temps la charge P, accomplira un travail As2 — 0,9P2A 3. 
1 s'ensuit que le travail total dépensé lors du chargement du systè- 
me d’abord par la charge P, et ensuite par la charge P: sera égal à 


P P 
À = Au + 452 + An = 2 + PA + Le . (8.8) 


D'autre part, en vertu de l'expression (2.8) le travail accompli 
par les chärges P; et P2 peut être exprimé par la demi-somme des 


produits de chacune de ces charges par le déplacement total suivant 
la direction de cette charge causé par la somme des deux char- 
ges (fig. 14.8): 

. 4 _ Pa Qui A19)., Po (A1 + A) 

À = eo 


En égalant les deux valeurs du travail total À nous obtenons 


“ot PNA: RS __ Pi Qu Fa) “. 2 Org aan) 
d'où 
Pidye = Pod. 


L'expression P;A:4 n’est autre chose que le travail A2 accompli 
par la charge P, (de l'état 7, fig. 12.8,a) le long du déplacement 
engendré. par l'application de la charge P3: (correspondant à l’état 2, 
fig. 12.8,b) dans la direction de cette charge. 

De la même façon P2A21 représente le travail 42, accompli par 
la charge P> de l’état 2 le long du déplacement suivant la direction 
de cette charge causé par la charge P, de l’état 7. 


Par conséquent, 
Ayo = A2. (9.8) 


On arriverait exactement au même résultat, si dans chacun des 
deux états considérés de la fig. 12.8 le système était soumis à un 
nombre quelconque de charges (concentrées ou réparties) et de 
moments. 
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Ce théorème, connu sous le nom de théorème de Betty, peut s'énoncer 
de la façon suivante: Le travail des sollicitations de l'état 1 sur les 
déplacements causés par les sollicitations correspondant à l’état 2 est 
égal au travail des sollicitations de l’état £ sur les déplacements causés 
par les sollicitations de l’état I, les déplacements étant toujours mesurés 
suivant les directions des sollicitations. 

Exprimons maintenant le travail À,2 en fonction des moments 
fléchissants et des efforts normaux et tranchants, engendrés tant 
dans le premier que dans le deuxième des états considérés. 

En vertu de l'expression (8.8) nous pouvons écrire : 


A2 = À — Ai — A0. (10.8) 


Dans cette expression À représente la valeur totale du travail 
accompli par les charges P, et P>2 le long des déplacements causés 
par ces mêmes charges. En vertu de l'expression (4.8) ce travail 
s'exprime par 


A=Y EE ee & LS ee, 


(11.8) 


M, Ni et Qi étant les moments fléchissants, les efforts normaux 
et tranchants engendrés dans les sections transversales des barres 
du système par la charge P, et Mo, N2 et Q2 ceux engendrés par 
la charge P3. 

Les sommes (MW: + M2), (Na + N2) et (Q1 + Q:} représentent 
les valeurs totales des efforts intérieurs dans les barres du système 
engendrés par l’action combinée des deux charges P,; et P2. 

En substituant la valeur de À tirée de Ia formule (11.8) aïnsi 
que les valeurs des travaux partiels A1, et A22 tirées de la for- 
mule (7.8) dans l'expression (10.8) nous obtiendrons 


My + M3)? —M}— M: Wa+N — N3 
Au= … LE +2 PRE ET de + 
2 2 
+2{ e Qu+@p@ GE y Gr 


QUE 
b 


Î 
Ae= > (M E+ > tre Ziarn (23 
0 


Chacun des termes sous le signe d’intégral de la dernière expres- 
sion peut être considéré comme étant le produit de l'effort intérieur 
(mettons du moment fléchissant M1} engendré par les sollicitations 


de l’état Z par la déformation de l’élément dx 
par les sollicitations de l’état 2. 
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$ 9.8. Théorème de la réciprocité des déplacements 
(Théorème de Maxwell) 


Considérons de nouveau deux états d’un même système soumis 
dans Île premier de ces états à l’action d’une charge unitaire P; 
et dans le deuxième de ces états à une charge unitaire P2 (fig. 15.8). 

Les déplacements causés 
par les charges ou moments 
unitaires (c’est-à-dire par les 
charges P—1 ou parles moments 
M — 1) seront désignés par 6 
afin de les distinguer des dé- 
placements causés par des char- 
ges et des moments de valeurs 
arbitraires que nous avons 
désignés par À. Conformément 
à la convention mentionnée 
plus haut ô:, désignera le 
déplacement suivant la charge 
unitaire P2 causé parla charge à dy PTE, 
unitaire P, de l’état Z tandis Fig. 15.8 
que 12 désignera le déplace- 
ment suivant la charge unitaire P, causé par la charge P2 (fig. 19.8). 

En vertu du théorème de Betty on peut écrire: 


Pi042 = Pod ; 


mais puisque P;— P,—1 cette expression se réduit à 


O2 = TE 


Dans le cas plus général de sollicitations unitaires quelconques 
cette expression deviendra : 


En = Ônm: (13.8) 


L'expression qui vient d'être obtenue constitue la représentation 
algébrique du théorème de Maxwell qui s'énonce comme suit : le déplace- 
ment d'un système élastique causé par une charge unitaire suivant 
la direction d'une autre charge unitaire est égal au déplacement causé 
par cette deuxième charge suivant la direction de la première. 

L'égalité (13.8) restera naturellement en vigueur si P, = P2 Æ 1; 
cette équation s'écrira alors: 


NN (14.8) 


Comme illustration du théorème de Maxwell prenons l’exemple 
représenté à la fig. 16.8. Dans le premier état la poutre encastrée 
à son extrémité gauche est soumise à l’action d’une charge unitaire 
concentrée P, tandis que dans le deuxième état elle est soumise 
à un moment unitaire NM. 
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L'angle de rotation Ÿ, causé par la charge P — 1 devra être 
numériquement égal à la flèche y, due au moment Mt — 1, c’est- 
à-dire que Ÿ, — y. 


Fig. 16,8 


Calculons les valeurs de Ÿ, et de y; par l'un des procédés exposés 
dans le cours de la Résistance des Matériaux. Dans le premier état. 
(fig. 16.8,a): 

Pa? 


4 .… Pa a 
da py (—Pla+ =) = 77 (5). 
Dans le deuxième état (fig. 16.8, .b) :. 
ut. 2 G—a}7 Va a 
n=gr|-MT+M 5 |=- EJj (15) , 
Pour MN = P —1 


€ & a a 
Vo = — #7 (5) et Ur — 7 (1-5) : 


d'où effectivement 


a — YI. 


Les déplacements unitaires, c'est-à-dire les déformations engen- 
drées soit par une charge concentrée non dimensionnelle P = 1, 
soit par un moment unitaire non dimensionnel M — 1 ont des 
dimensions différentes de celles des déplacements habituels. 
En effet la dimension d’un déplacement unitaire est donnée par 
le rapport d'un déplacement à la sollicitation qui l’a causé. Ainsi, 
dans l'exemple considéré l’angle de rotation unitaire &, cäusé par 
une charge non dimensionnelle P — À (ce qui n’est pas du tout 
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la même chose qu'une charge égale à 1,0 tonne) a une dimension 


de kg”. De même, la déflexion unitaire y, engendrée par le moment 
. Q Q . cm … * Q 
unitaire NW? aura une dimension ken kg”, c'est-à-dire exa- 


ctement la même que l'angle de rotation unitaire 4,. 


$ 6.8. Expression générale des déplacements 


Examinons de nouveau deux états d’un même système. Son 
premier état est caractérisé par l'application à ce système d'un 
-nombre quelconque de moments et de charges arbitraires (fig. 17.8,a), 
tandis que dans l’état 2 le système n'est soumis qu’à l’action d'une 
seule charge unitaire P2 (fig. 17.8,b). 


Etat 1 
a) (état réel) 


| 
Etat 2 
h) {état unitaire) 


Fig. 17.8 


Exprimons le travail A2, accompli par la charge unitaire P: 
le long du déplacement A2, engendré par toutes les sollicitations 
de l’état 1: 

A9 = Padag = À: Au = Au. 


Si le même travail était exprimé en fonction des efforts inté- 
rieurs engendrés dans les barres du système [voir formules (9.8) 
et (12.8), on obtiendrait: 


) (ü WU M," + > [RME S > [aan (15.8) 


Les traits sur Mo, No et à servent à F7 que ces efforts 
intérieurs sont engendrés par une charge unitaire. 
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Ainsi le déplacement causé par tout système de charges peut 
être exprimé par les efforts intérieurs engendrés par les charges 
mentionnées et par une charge unitaire. La direction de Ia charge 
unitaire doit coïincider avec celle du déplacement cherché. Quand 
il s’agit de trouver un déplacement linéaire (mettons la flèche en 
un point quelconque du système), la sollicitation unitaire doit 
consister d'une charge concentrée non dimensionnelle appliquée 
en ce point. Si c’est un angle de rotation d’une section transversale 
qu'il faut déterminer, la sollicitation unitaire devra consister d’un 
moment concentré non dimensionnel appliqué à la section consi- 
dérée. 

Nous conviendrons de désigner l'état d'un système soumis 
à l’action. d'une sollicitation unitaire par le terme état unitaire ou état 
fictif, tandis que l’état de ce même système sollicité par Les charges 
réelles sera désigné par le terme état réel. De même, par épures uni- 
taires nous désignerons les épures des efforts intérieurs engendrés 
par une charge unitaire, ces efforts étant désignés par M, N et 


Q, tandis que les épures des efforts intérieurs engendrés par les 
charges réelles seront désignées par le terme épures réelles et les 
efforts correspondants seront désignés par M,, N, et ©... 

Dans certains cas les index numériques appliqués au déplacement 
et aux efforts intérieurs de la formule (15.8) seront remplacés par 
des index alphabétiques, mettons par m et n ou p et k. Ladite tor- 
mule prendra alors la forme: 


l 


Î 
= [dde s 3 (mette D (a GEn di 


Amn étant le déplacement suivant la direction de la sollicitation 

unitaire ?,, causé par les sollicitations réelles du groupe n. 
Quand les sections transversales restent-constantes sur toute la 

longueur d’un même élément, cette dernière expression s’écrira : 


Î l 
Am = D 57 \ Mn Mn dz+ SN FF (a. N, dx + Ÿ 5 | OnQn dx. 
478) 


Les trois dernières expressions sont connues sous le nom de 
formules générales des déplacements ou formules de Mokhr. 

L'ordre à suivre pour déterminer les déplacements à l’aide des- 
dites formules est indiqué ci-dessous : | 

{) on calcule en tout premier lieu les valeurs des efforts inté- 
rieurs M,, N, et ©, engendrés par le système de charges réelles en 
fonction de z; | | 

2) on applique une sollicitation unitaire au droit et suivant 
la direction du déplacement que l'on désire trouver (quand c’est 
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une translation que l’on cherche, on applique une charge concentrée 
et quand c’est un angle de rotation, on applique un moment con- 
centré); 

9) on détermine les efforts intérieurs M, N, et Q, causés par 
la sollicitation unitaire également en fonction de z; : 

4) les valeurs des efforts intérieurs M, N, et ©, et M,, Nh 
et ©, sont introduites dans l’une des trois formules (15.8), (16.8) 
ou (17.8) et le déplacement requis est déterminé par l'intégration 
effectuée dans les limites de l'ensemble de la construction. 


a) . } ÿ, 
HN j 
D ."p TR à 
Ed 
Pal 
Fr d 
Ed 
& C ” € li 
{ f 
IN 
VAN AN SAN À 
Fig. 18.8 


Si le déplacement AÀ,,, trouvé est positif, il coïncide avec le 
sens choisi pour la sollicitation unitaire. Par contre, si ce dépla- 
cement est précédé d'un signe «moins», cela indique que le 
déplacement s'effectue en sens inverse. 

Dans certains cas, lors de l’étude des ouvrages hyperstatiques, 
il suffit de déterminer les déplacements de certains points de la 
construction par rapport à d’autres. On applique alors dans la 
direction du déplacement cherché un système de sollicitations 
unitaires constitué par des charges concentrées (dans le cas des 
translations) ou par des moments (dans le cas des rotations). Ainsi, 
s’il s'agissait, par exemple, de trouver l'accroissement de la distance 
entre les points € et D d'un portique représenté à la fig. 18.8,a, 
il faudra appliquer aux points mentionnés deux charges unitaires 
opposées agissant suivant la ligne CD comme indiqué à Ia fig. 18.8,b. 
Les calculs seront effectués à l’aide des formules de Mohr dans l’ordre 


qui vient d’être indiqué, mais les efforts intérieurs unitaires MW, 


ve 


Nm» et Om devront correspondre à l’action simultanée des deux 
charges unitaires mentionnées. Si après tous les calculs on 
obtient un déplacement positif, cela indiquera que ce déplacement 
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s'opère dans le sens des charges unitaires choisies, c'est-à-dire que 
la distance entre les points € et D augmente. Par contre, si l’on 
obtient un déplacement négatif, cela indiquera que cette distance 
diminue et que les points C et D se rapprochent. 

On peut déterminer d’une façon tout à fait analogue l'angle 
de rotation subi par deux sections transversales d’une construction 
l’une par rapport à l’autre. Dans l’exemple cité on devrait à cet 
effet appliquer deux moments unitaires, dirigés en sens inverses, 
aux points € et D (fig. 18.8,c). Quant aux calculs eux-mêmes ils 
ne différeront en rien des calculs effectués lors du calcul de la 
translation. 

Le plus souvent on tient compte seulement de l’un des termes 
de la formule de Mohr. Ainsi, si le système travaille surtout à la 
flexion (comme c’est le cas pour les poutres droites, les portiques 
et les arcs surbaissés), il suffira de conserver dans ladite formule 
uniquement le terme dépendant des moments fléchissants. De même, 
quand les éléments du système étudié travaillent surtout en compres- 
sion ou en extension, comme c'est le cas pour les systèmes 
articulés, on obtiendra une approximation tout à fait satisfaisante 
même si on néglige complètement les deux termes qui dépendent 
des moments fléchissants et. des efforts tranchants. 

Dans ce qui suit, à l'exception des cas spécialement mentionnés, 
on négligera toujours dans le calcul des poutres à âme pleine et des 
portiques l'influence des efforts tranchants et des efforts normaux sur 
leurs déformations. 

Si l'élément considéré est une barre de faible courbure (son rayon 
de courbure étant égal au moins à dix fois la hauteur de Ia section), 
on pourra appliquer les formules de Mohr établies pour les barres 
rectilignes en y remplaçant la longueur d'un élément dx par la 
longueur d’un arc élémentaire ds. D’'habitude on pourra également 
négliger l'influence des efforts normaux et tranchants. 


Problème 1. Soit une poutre à âme pleine à deux appuis supportant une 
charge concentrée P, appliquée à mi-portée (fig. 19.8,a). On demande de déter- 
miner la déflexion de cette poutre au point € en tenant compte de tous les ter- 
mes de la formule de Mobr. 
| S'olution. L'état unitaire de cette Jones correspondra à l'application d’une 
charge concentrée P,, = 1 au droit et dans la direction du déplacement cherché 

lig. 19.8,6). | 

Se Les efforts normaux engendrés dans les sections transversales de la poutre 
par cette charge unitaire sont rigoureusement nuls et, par conséquent, la formule 
de Mohr devient: 


U 
| 1 _ 
Anne D 7 \ MnMn d2+ D 2 À QnQn d2= Ain + Ain 
(1 


DC 


d 
Dans cette expression AM — > _. \ MmMhn dx est la flèche provenant 
Û L 


JA 


de la flexion pure (c'est-à-dire 
causée uniquement par les moments 
de flexion), tandis que 


est la partie de la déflexion totale 
causée uniquement par les efforts 
tranchants. 

Dans toutes les sections de la 
poutre à gauche du point © les 
valeurs des moments fléchissants M, 
et M, et des efforts tranchants ©, 


et On sont données par 


P — 1 
Mn = T ; m 9 €; 
P _ 1 
Qn =. , m nn: . 
Les épures correspondantes 


sont données fig. 19.8,c, d,e et f. 

En substituant les valeurs des 
moments fléchissants et des efforts 
tranchants dans les expressions des 
déplacements correspondants nous 
obtenons: 


1/2 
M _ 2 z Pr __ Pal, 
Lun ET \ DD CASE 
| 0 
ot Pan 
Gun L 20 /ri 
nn Gr \ D 'o 0 20R 
0 


L'intégration s'effectucra seule- 
ment dans les limites de la moitié 
gauche de la poutre. Vu la symétrie 
du système, la valeur de l'intégrale 
relative à la moitié droite sera la 
même. 

La flèche totale Am, sera égale à 


_aM Q __ Pnis PAñ 
An = Ann TAmn 7887 TAC : 
La valeur de cette flèche étant 

pose on en déduit que le sens 

u déplacement trouvé coïncide 
avec celui de la charge unitaire 
(si on avait obtenu une valcur né- 
gative, ce déplacement s’effectuerait 
en sens contraire). 


d) 


Etat réel 
F 


fx 


\ ré 
4, e 
« js 
— RU 


ÉDUTE EE M 


| pure de Qy 
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Déterminons maintenant le rapport entre les deux parties de la déflexion 
totale, celle engendrée par les efforts tranchants et celle engendrée par les mo- 
ments fléchissants. On admettra qu'il s'agit d’une poutre rectangulaire de 
section b/h et que h — 0,1 I: 


An Pont 48EZ  12nEJ 
ANT AGFPR GE 


3 3 
bh bl TE en 


En substituant dans cette expression les valeurs J 25 15000 ? 10 


n=1,2 et en adoptant G—0,4 E, on obtient: 


A%,  12.12.Eb3.10 3 


= ———— 
— 


"AM" 42000.12.0,4Eb1 100" 
mn : 


On en conclut que la déflexion engendrée par les efforts tranchants ne constitue 
que trois pour cent de la partie de la déflexion due à l’action des moments flé- 
chissants. 

L'influence des efforts tranchants ira en décroissant avec la diminution 
du rapport h/1. Ainsi pour k — 1/20 


LR 
= 
Ne, 400 


Il est évident que dans les cas usuels on peut négliger complètement le 
. à : M . [2 Q T° 
terme AS, en comparaison du terme AÏ,. On obtient alors l’expression bien 
connue : 


M Phi 
Loan = Ann = TBET 


_ Problème 2. On demande de déterminer le déplacement verticale AG du 
oint C d'une poutre encastrée à l'appui gauche et supportant une charge uni- 
ormément répartie d'intensité q (fig. 20.8,a). 

Solution. L'épure réelle des moments de flexion M, relative à la poutre 
considérée est représentée à la fig. 20.8,6. La valeur du moment fléchissant en 
une section quelconque distante de x de l'extrémité droite de la poutre est égale 

2 
à Mn = —Ÿ. L'état unitaire de la construction correspondra à l'application 
d’une charge concentrée unitaire au point €, cette charge agissant suivant la direc- 
tion du déplacement cherché, c'est-à-dire verticalement (fig. 20.8,c). L'épure uni- 
taire des moments fléchissants WM,, (causés par la charge unitaire P,) est re- 


présentée à la fig. 20.8,4. On voit que le moment M,, n'apparaît que dans les 
sections de la poutre à gauche du point € (pour _ LIi< 1) et est égal à My — 


= — (x — 1/2). Dans la moitié droite de la poutre M,y = 0. 

Conformément aux remarques faites à la page 324, on ne tiendra compte que 
de l’action des moments fléchissants, en négligeant complètement l'influence 
des efforts tranchants. L'intégrale sera prise dans les limites de 7/2 à !, car dans 


toute la moitié droite de la poutre où #,, — 0 l'intégrale sera également nulle. 
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a) 


£ 
E 


Fpure de My 


Fig. 20.8 


L'expression (17.8) donne : 
l l 
1 — 1 L \ gx? 
Ac= 7 | MnMn dr =-pr \ (2) 5 dr 
1/2 1/2 


l . 
__4 7). __4 (EE —) , 
= 57 \ (2 > JS la 1/2 
1/2 


g pit 4 GR, GI 17 


—2EJ L 4 6 4 6 | 384EJ ‘ 


Problème 3. On demande de déterminer la translation du point À de l'axe 
d'une barre de faible courbure (fig. 21.8,a), ainsi que l'angle de rotation de la 
section transversale passant par le même point. . | 

Solution. Conformément aux remarques sur l'influence relative des dépla- 
cements causés par les efforts normaux et tranchants, ces derniers seront népligés. 

La direction du déplacement cherché-est ici encore inconnue. Par consé- 
quent, on procédera à la détermination séparée des composantes horizontale 


et verticale qui permettront ensuite de trouver le déplacement total par som- 
mation géométrique. 
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Le moment iléchissant engendré par la charge P réellement appliquée 
dans une section arbitraire de la poutre s’exprimera par 
M, = PR sin . 
Pour déterminer le déplacement horizontal A,;, appliquons au point À 
une charge unitaire horizontale comme indiqué à la fig. 21.8,b. Cet état sera 


Fig. 21.8 


considéré comme état Z du système. L'expression du moment fléchissant pour 
une section quelconque dans cet état sera 
My = 1.R sin po = R sin q. 
Etant donné que ds — R dy, la formule de Mohr (16.8) nous donne 


PT à TT | 
A \ “pente = ( PRsn GR sin qA ap _ 
RQ EX 7 EJ =. 
p=0 
Pr3 € PR: in 2 PR3 
PRÉ Rs D), = 
ET à nt qqn (Er) a 


Le déplacement trouvé étant positif, on voit que le déplacement réel du 
point À coïncide avec le sens de la charge unitaire indiqué à la fig. 21.8,6. 
Déterminons maintenant le déplacement vertical A:, du même point À. 
À cet effet appliquons en ce point une charge unitaire verticale, comme indiqué 
à la fig. 21.8,c. En cot état, que nous appellerons état 2, les moments fléchissants 
provoqués par la charge unitaire seront: 
Ma= —1.R (1— cos p)= — R (1— cos y). 


En appliquant de nouveau la formule de Mohr (16.8) on trouve 


D T 
LS Ve. PRAQiee 0 cree 
ST 7 


EJ 
q—0 0 
PR3 6 6 2PR3 
= ( \ —sin p dp+ Sin P COS P a) RS 7 3 
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La valeur du déplacement trouvé étant précédée du signe moins, on en conclut 
que le point À se meut vers le haut, c'est-à-dire en direction opposée à la charge 
unitaire. 
Le déplacement total du point 4 sera donné par 
D f{nPR$\2 { 2PR3\2 PRS 
= 2 2 2 = = = ——— 
VE rab=) (oer) + (Gr) = 


Pour trouver l’angle de rotation A: de la section À, on y appliquera un 
moment unitaire (fig. 21.8,d). Dans cet état (état 3) les moments fléchissants 
tout le long de la barre resteront constants et égaux 
à l'unité. 

Par conséquent, le déplacement angulaire sera 
donné par 


à 
ET 


P=T — at 
M,Msds ( PRsin-1.Rdp 2PR2 
ET J EJ _ EJ 


p=0 


La section subira une rotation en sens contraire 
des aiguilles d’une montre, c’est-à-dire dans le même 
sens que le moment unitaire choisi. 

Problème 4. On demande de déterminer l’angle Fic. 228 
de rotation de la section C d'une poutre en Z Re UÉEe 
renversé représentée à la fig. 22.8. 

Solution. Appliquons à 1 section C du système considéré un moment uni- 
taire M qui tend à faire tourner cette section dans la direction de la rotation 
cherchée. Dans cet état les efforts normaux et tranchants dans tout le système 
resteront nuls et, par conséquent, la formule de Mobr ne contiendra qu'un seul 
terme, celui qui dépend des moments fléchissants, même si on désirait tenir 
compte de tous les efforts engendrés par les charges réelles. 


a) Etat réel b Etat unitaire 


M1 


, + 


CPS ENST) 


Fig. 23.8 


Construisons deux épures des moments fléchissants, celle correspondant 
à la charge répartie réelle q et celle correspondant au moment unitaire M. 
Ces. deux épures sont représentées à [a fig. 23.8,a et b respectivement. 
Exprimons les moments fléchissants en fonction de l'abscisse x. Pour la 
branche horizontale on a 
gr? = 


Ma= —< ; Mm= —1; 


et pour le montant 
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En substituant ces valeurs dans la formule (16.8) on trouve l’angle cherché : 


a a 
, 0 4. qu ._ ga? 2 gai 
Pme | + PE dr + +(z- FA AA 77 
Ô 0 


$ 7.8. Déformations thermiques 


La formule de Mohr (16.8) peut s’écrire: 


An = > { Mnhçn + À (r. au+ 3 {7.a m. (18.8) 


Dans cette expression À,, — Pnee est l'angle de rotation réciproque 
des sections délimitant un tronçon élémentaire dx causé par le 
A #? d . Fr _e 
système des charges réelles; AÀ,, — Maé est La translation récipro- 


que de ces deux sections le long de 
Sbdx l'axe de la barre et Am = QE, 


GF 
> leur déplacement réciproque dans le 
‘À dgl y sens normal à l'axe de la barre 
: eo (voir $ 2.8). 
Axt }, Cette transcription de la formule 
24 de Mohr peut être utilisée non 
| seulement pour la détermination 
des déplacements A,,, Ayn, Ayn 
d’un tronçon élémentaire dx causés 
par les efforts intérieurs engendrés 
par un système de charges, mais 
Fig. 24.8 également quand ces déplacements 
sont causés par un changement de 
température. Par conséquent, cette formule peut s'appliquer pour la 
solution des problèmes relatifs aux dilatations et contractions 
thermiques. 
Mettons que la fibre supérieure de l'élément dx est chauffée 
à une température f, et la fibre inférieure à une température # 
(fig. 24.8). Mettons aussi que la température varie linéairement 
suivant la hauteur de l'élément. 
La dilatation de la fibre supérieure de l’élément dx sera égale 
à atdx et celle de la fibre inférieure à atsdx, & étant le coefficient 
de dilatation thermique. Pour une section symétrique la dilatation 
de la fibre axiale sera égale à la demi-somme des dilatations des 
fibres extrêmes : 


re 4 (Fi) __ 
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L'angle de rotation de l'une des sections délimitant l'élément dx 
par rapport à l’autre sera donné par 


Agn = Age = 20) gr. 


Aucune déformation transversale de l'élément dx n'étant causée 
par la température, AÀ,, sera nulle. 

En introduisant les valeurs trouvées des déplacements élémentai- 
res dans l’expression (18.8) nous obtiendrons la formule qui donne 
directement les déformations thermiques * : 


l 
Am = D a 4 \ Mndr+ Sa HT \ Nn dx. (19.8) 
0 0 


Dans cette formule les lettres ©, indiquent que la sommation 
doit s'étendre à tous les éléments du système. 

On ne doit effectuer l'intégration que pour ceux des éléments 
qui ont subi une variation de température. Pour les barres recti- 
lignes ou polygonales dont la section reste constante, les intégrales 
peuvent être calculées comme les aires des épures unitaires, ce qui 
ramène l'expression ci-dessus à une forme extrêmement simple: 


ti—t té 
Am= Dal 2Qn+ Dati QG. (20.8) 
Dans cette expression Q= et Q+ sont les aires des.épures unitaires 
M et N. 

Si la section de la barre n’était pas symétrique par rapport à son 


axe horizontal, la demi-somme Le devrait être remplacée dans 
la formule ci-dessus par fe + 48 y, y étant la distance de la fibre 
inférieure au centre de gravité de la section transversale. 

Les signes de tous les termes de la formule donnant la valeur de 
À,,+ seront déterminés de la façon suivante : quand les déformations 
de l'élément dx causées par la variation de la température et par 
la sollicitation unitaire sont du même sens, le signe du terme corres- 
pondant sera positif; s’il en est autrement, ce signe sera négatif. 

Lors du calcul des déplacements thermiques on ne pourra p'us 
négliger le terme qui dépend des efforts normaux car leur valeur 
relative peut devenir considérable. 


Problème. Pour le même portique en Z renversé du paragraphe précédent 
(voir fig. 22.8) on demande de trouver le déplacement vertical du point € quand 
la température intérieure augmente de 10° C (fig. 25.8,a), la température exté- 
rieure demeurant constante. 


* Cette formule n’est applicable que si la variation de la température et la 
hauteur de la section restent constantes sur toute la longueur de-chaque barre. 
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Solution. Appliquons le long du déplacement cherché une charge unitaire 


ut. consiruisons les épures correspondantes des W et des M (fig. 25.8,b et c). 
Caiculons les surfaces de ces épures ! 


Al 40: 
N 
aa 
Q = — — —=1,5 a? 
ar + aa=1,5 af. 
Déterminons également les facteurs qui dépendent de la température : 
Ds RD 


lta—tol=10—10[—10. 


A noter que la différence des températures n’entre dans la formule que par 
sa valeur absolue. | 

_ A noter aussi que l’accroissement de la température intérieure entraîne’ une 
dilatation des fibres intérieures du portique, tandis que la charge unitaire 
adoptée cause un raccourcissement de ces mêmes fibres. Par conséquent, le 


Fig. 25.8 


terme qui tient compte des moments fléchissants doit être précédé du signe 
moins. Il en est de même pour le terme tenant compte des efforts normaux, car 
l'augmentation de la température entraîne une dilatation du montant et la 
charge unitaire adoptée, son raccourcissement. 

‘Par conséquent, 


a? 
Ant = —94a— 15% 7 * 


$ 8.8. Technique du calcul des déplacements 
Dans un nombre de cas le calcul des déplacements peut être 
considérablement simplifié en utilisant une technique spéciale 


I 
pour le calcul de l'intégrale du type \ MM, dx *. Cette technique 
Ô 


* Cette même technique reste applicable aux intégrales 
l l 


\ Nnn dx et \ OmnQn d2. 
0 0 


Se Ma 


étant basée sur le fait que sous le signe d’intégrale on a le produit 


des ordonnées des épures des M, et des M,, nous la désignerons par 
le nom de méthode de multiplication des épures. Elle est appli- 


cable quand au moins l’une des deux épures (mettons celle des M») 


Fpure de M, Centre de gravité de l'épure de Mn 
| d 9 7" M; dx 


Fig. 26.8 


est délimitée par une droite; l’autre épure peut être rectiligne, 
curviligne ou en ligne brisée. Pour une épure rectiligne on peut 
toujours écrire : 

Mh=xte œ; 
les valeurs de x et de & étant clairement indiquées à La fig. 26.8, 


En substituant cette expression de #,, dans l'intégrale considérée 
nous obtenons: 
L 


l 
\ MnMhn dx =tg a \ zM, dr = ig a | x dQ,, 
0 Û 0 
où W, dx est la différentielle de l'aire @,, de l’épure des 7, (fig. 26.8). 
l 


Par conséquent, l'intégrale \ x dG, n’est autre chose que le 


TM statique de l'aire Q, do lépie des M, par rapport à l'axe 
Ce moment statique peut être exprimé par 
L 
\ x dQ, — Q,-x., 
Û 
ze étant l’abscisse du-centre de gravité de l’aire Q, de l’épure des M,. 
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Il s'ensuit que 


\ MM n dr = xetga-Q, 
0 
mais Comme 
Letga— Ye, 
On à 


l 
\ MM n dx = Qnÿe. (21.8) 
0 


Donc, Le produit de multiplication de deux épures dont l'une est 
délimitée par une droite, est égal à l'aire de l’autre épure de configuru- 
tion arbitraire multipliée par l’ordonnée y. de .a première mesurée 
au droit du centre de gravité de la seconde. Le produit mentionné sera 
précédé d'un signe + quand l’épure de configuration arbitraire 
et l’ordonnée de l’épure rectiligne au droit du centre de gravité 
de la première ont le même signe, et d’un signe — dans le cas 
contraire. Pour la première fois cette méthode fut proposée en 
1925 par A. Véréchtchaguine, quand il était encore étudiant 
à l’Institut des transports ferroviaires de Moscou, et pour cette 
raison elle s'appelle aussi méthode de Véréchtchaguine. 

On notera que la partie gauche de l'expression (21.8) ne contient 
pas la valeur de la rigidité de la section ÆJ et. par conséquent le 
résultat de la multiplication des épures effectuée par la méthode 
de Véréchtchaguine doit être divisé par EJ afin d’en assurer la 
coïncidence avec la valeur de l’expression sous l'intégrale de la 
formule de Mohr. | 

On ne doit jamais oublier que l'ordonnée y. doit être mesurée 
sur l'épure délimitée par une ligne droite. Quand les deux épures 
sont rectilignes, cette ordonnée peut être tirée de l’une quelconque 
des deux. Ainsi s’il était nécessaire de trouver le produit des épures 
M; et M, de la fig. 27.8,a, on pourrait multiplier avec le même 
succès l'aire Q; de l’épure des W; par l’ordonnée y, mesurée sous 
son centre de gravité sur l’épure des W, ou l'aire Q, de l’épure 
des M, par l'ordonnée y; mesurée sous son centre de gravité sur 
l'épure des W;. | 

Quand l'aire d'une épure trapézoïdale doit être multipliée par 
une autre épure également trapézoïdale, il est plus commode de 
subdiviser l'une d'elles en deux triangles comme indiqué à la 
fig. 27.8,b et de multiplier l'aire de chacun de ces triangles par 
l’ordonnée de l’autre épure correspondant au centre de gravité 
de chacun de ces triangles. Par exemple, dans le cas de la fig. 27.8,b 
on obtiendrait 


— _ (2ac + 2bd + ad +- bc). 
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On procéderait de la même façon si l’une des épures ou les deux 
épures consistaient chacune de deux triangles de signes opposés 
(fig. 27.8,c). L'une des deux épures pourrait être remplacée par les 
triangles ABC et ABD dont les ordonnées sont de signes contraires 
et constants sur toute la longueur de l'épure. Les deux triangles 


a) L) 


Fpure de M; 


& ©& 


Fig. 27.8 


supplémentaires CBK et AKD rajoutés à l'épure n'auront aucune 
influence sur le résultat final car leurs ordonnées sont égales en 
valeur absolue, mais de signes contraires. 

En multipliant les épures représentées à la fig. 27.8,c on obtient: 


bl u bl 
5 Ya + —-) (— yo) = Yo + Ys 


Quand l’une des épures (fig. 27.8, d) est délimitée par une para- 
bole de second degré, l’aire de cette épure peut être subdivisée en 
deux triangles et un segment parabolique. Notons que cette formé 
d'épure est caractéristique pour les charges uniformément réparties 
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ct que l’ordonnée au milieu du segment parabolique sera toujours 
égale à 2. 

Il se peut qu'aucune des deux épures qu'on se propose de multi- 
plier l’une par l’autre n’est rectiligne, mais que l’une des deux au 
moins est délimitée par une ligne brisée. Dans ces conditions on 
subdivise préalablement les épures en un certain nombre de parties 
dans les limites desquelles l’une d'elles reste rectiligne. Ainsi, si 

on devait procéder à la multipli- 
a) cation des deux épures représen- 
# _ #2 tées à la fig. 28.8,a et b il faudrait 

ME ta les subdiviser en deux parties. 
Le résultat de leur multiplication 
se présenterait sous la forme d’une 
somme Q;yi + Qoys. On pourrait 

2, TT à sa, également subdiviser ces épures 

| en trois parties comme indiqué 
à Ja fig. 28.8,c et d. Le résul- 
tat de leur multiplication sera 
alors donné par Qu, + Qoye + 
+ Gays. 

La méthode de Véréchtcha- 
guine requiert le calcul des 
aires de configuration différen- 
te et la détermination de la 
position de leurs centres de gra- 
vité. Pour faciliter ces calculs 
nous donnons au tableau 2.8 les 
aires et les positions des centres 
Fig. 28.8 de gravité des épures que l’on 

rencontre le plus souvent. 


Le tableau 3.8 donne les valeurs des intégrales \ M :M, dx 


pour les épures des M; et des M}, de configuration différente. Ce 
tableau facilite encore plus le calcul des déplacements. 

La méthode de Véréchtchaguine convient très bien au calcul des 
déplacements des poutres ou des portiques dont la rigidité reste 
constante le long de chaque élément ou varie d'un secteur à l’autre 
tout en demeurant constante dans les limites de chaque secteur. 
Quand cette rigidité varie graduellement tout le long d'un élément, 
le produit Æ£J doit rester sous le signe de l'intégrale et, par consé- 
quent, la méthode de Véréchtchaguine devient inapplicable. On devra 
alors avoir recours au calcul direct des intégrales de Mohr ou, si 
un calcul approximatif peut suffir, on peut remplacer fictive- 
ment les barres à rigidité variable par d’autres dont la rigidité 
resterait constante dans les limites des tronçons de longueur 
réduite. 
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Tableau 2.8 
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Le calcul des déformations des systèmes articulés s'opère en 
tenant compte seulement du terme relatif aux efforts normaux car 
on admet que les moments fléchissants et les efforts tranchants 
dans les éléments d'un tel système restent nuls. Par conséquent, 
la formule de Mohr pour les systèmes de ce type prend la forme: 


l 
Am = D À Nate 
0 


L'intégration doit s'effectuer dans les limites de chaque barre 
séparée et La sommation doit englober tous les éléments du système. 
Les efforts normaux W,, et N,, les sections transversales F et le 
module d’élasticité Æ restant constants Le long de chaque barre, 
l'expression ci-dessus se réduit à 


Rep | a DE mo 4, (22.8) 


On voit ainsi que le calcul déformations des systèmes arti- 
NnNn 
| TEF. 
ment pour chaque barre. Il est recommandé de disposer tous les 
calculs nécessaires sous forme d’un tableau approprié. 


culés se réduit à la sommation des produits —7-7 7 calculés séparé- 


$ 9.8. Quelques exemples de calcul des déplacements 
par la méthode de Véréchtchaguine 


Problème 1. On demande de déterminer la déflexion au point € ile la poutre 
représentée à la fig. 19.8,a en tenant compte tant des moments de flexion que 
des efforts tranchants. 

Solution. L'état unitaire de cette poutre ainsi que les épures des efforts 
internes causés par la charge réelle P, et par la charge unitaire P,, sont donnés 
à la fig. 19.8,b, c, d,e et f. 

En appliquant la méthode de Véréchtchaguine nous trouvons 


PRE LC RE EE 
FU ET % 2 2 3 & 2 ,.à 2  A8EJ u AGE 


Ce résultat coïncide avec celui obtenu au paragraphe 6.8 par l'intégration 
directe de la formule de Mohr. 

Problème 2. On demande de déterminer le déplacement horizontal du point € 
du portique représenté à la fig. 29.8,a. 

Lès moments d'inertie de tous les éléments du portique sont indiqués sur 
cette figure, Æ reste constant. 

Solution. Les épures correspondant aux moments fléchissants causés par 
les charges réciles sont représentées à la fig. 29.8,b. 

A l’état fictif, une charge unitaire est appliquée au point C dans la direction: 
du déplacement cherché et l’épure correspondante des moments de flexion est 
représentée à la fig. 29.8,c. | 

Il n'est point indispensable d'indiquer les signes des moments sur ces épu- 
res, car on. sait que leurs ordonnées sont toujours portées du côté des fibres ten- 
dues de chaque élément. 
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En multipliant selon la méthode de Véréchtchaguine les ordonnées de 
l'épure réelle par celles correspondant à l’état unitaire (compte tenu des valeurs 
différentes des moments d'inertie des éléments) nous obtenons le déplacement 
du point C: : 


| 1 2 , 1 1, 1 PR3 Pan? 
Agc= Ph pr Ua EJa =: SES 2Efo 
PR (5 a 
en \ota) 


Ce déplacement aura une valeur négative parce que les épures des M, ct 
des M sont situées de côtés opposées de chaque élément du portique et, par con- 


séquent, les moments M, et M sont de signes contraires. Ceci indique que le 

déplacement actuel du point C s'effectuera 

a) en sens contraire à la charge unitaire, 
c'est-à-dire vers la droite. 

P Jo 2, Problème 3. On demande de déter- 
miner la déflexion À, de la poutre encas- 
trée de la fig. 30.8,a provoquée par la 
charge P et ainsi que l'angle de rota- 
tion A2 au droit de l'application du 
moment W. 

L'épure des moments fléchissants 
réels M} provoqués dans la poutre par 
les sollicitations mentionnées est re- 
présentée à la fig. 30.8,b. 


Q2Pl 


MIEL» 


| 


Épure unitaire 


Fig. 29.8 
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Solution. On applique suivant les directions des déplacements recherchés 
une charge unitaire (fig. 30.8,c) et un moment unitaire (fig. 30.8,d} et on tracera 
les épurcs des moments fléchissants correspondants (fig. 80.8,c et d). Le calcul 
des déplacements s'effectue à l’aide des formules de Mohr en se servant de la 
méthode de Véréchtchaguine pour la multiplication de l'épure des M, d’abord 


par celle des M, et ensuite par celle des M: 


jo | 0,5P1-0,51.2 20,54 VE (2 9.0,3P1.0,51+2.0,2PL.1—0,3P1.1+ 
er LL 2°3 6 
3 
4-0,2P1-0,5D] = 
4 1 | 1 PI? 
ho (0,3P2.0,51.—.1—0,2PI-0,51.—.1) = ET - 


Problème 4. On demande de calculer le déplacement horizontal du point D 
du portique représenté à la fig. 31.8,a. | 

S'olution. L'épure des moments fléchissants M, engendrés par les charges 
réelles est représentée à la fig. 31.8,b. Appliquons une charge unitaire suivant 
la direction du déplacement recherché et construisons l’épure des moments 
correspondants M (fig. 31.8,c). … 

Multiplions ensuite les épures des M, et des M par la méthode de 
Véréchtchaguine en tenant compte naturellement des rigidités différentes des 
éléments du portique. On obticnt 

RU RE ND Lab PELER 
Mo PR open 0 2 eye 

2 2 2 2 | 4 

2a (2 ga L2. 3qa a 1 3qa a) 1 23qa 


DD RE RE Ejs  ZAEJi 


En faisant les calculs on se souviendra que l'aire Qcn de l’épure des M, 
(relatifs à l'élément CD du portique) délimitée par une parabole conique concave 
est égale au tiers du produit de l’ordonnée maximum par la longueur de l’élé- 
ment, c’est-à-dire 


Lo centre de gravité de cette épure est distant de a/4 du point C (voir ta: 
bleau 2 et, par conséquent, l’ordonnée correspondante de l’épure des 7 est 
a 
4° | 

Problème 5. On demande de déterminer le déplacement vertical A: du 
point € d'une poutre. encastrée à son extrémité gauche et supportant une sur- 
charge uniformément répartie (fig. 32.8,a). 

S'olution. On construit l’épure des moments M, (fig. 32.8.b), puis on appli- 
que suivant la direction du déplacement recherché unc charge unitaire et on 


construit également l’épure des moments M correspondants (fig. 32.8,c). 

Pour trouver la valeur du déplacement A, il suffit de multiplier Les ordon- 
nées de l'épure parabolique par celles de l’épure rectiligne. Cette opération 
peut s'effectuer de deux façons suivantes: 

4. On considérera l’épure des M, relatifs à la moitié gauche de la poutre 
comme formée par un trapèze 1-2-6-8-4-1 à ordonnées négatives et par un segment 
parabolique 2-6-3-5-2 à ordonnées positives (fig. 32.8,b). 

L'ordonnée maximale de l'épure parabolique est égale à 


1\2 
? (5) qi? 


nn 


8 32 ‘ 


égale à 
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En multipliant l’épure des M} par celle des M on trouve 
RÉRRNEE CNRS NUE RUNR RE" 


——— ee € mt Q —— D 7 € — 


EJ |2 2 213 2 73 8 32 2 3 2 2] 384 EJ : 


2. Isolons la partie gauche de la poutre en remplaçant l’action de la moitié 


droite par un moment fléchissant M — a et un effort tranchant Q =& agis- 


sant dans la section C (fig. 32.8,d). L'épure des moments réels M, pour la partie 
gauche de la poutre est représentée à la fig. 32.8,e. On voit qu'elle est identique 
à l’épure 1-2-5-3-4-1 représentée à La fig. 32.8,b. Décomposons cette épure en 
trois parties comme indiqué à la fig. 32.8,e. 
Ces trois parties représentent respectivement : 

a) l’épure rectangulaire à ordonnées cons- 


à l 
tantes et égales à ee due au moment M — 


appliqué à Ia section C'; 


| 


——# 
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b) l’épure triangulaire provoquée par l'effort tranchant Q — Ÿ également 

e F Q ] r . Ld r rs 4 Lè 
appliqué à la section C. L’ordonnée maximum de cette épure est égale à _. : 

c) l’épure parabolique engendrée par les charges uniformément réparties 
situées sur la partie gauche de la poutre, l’ordonnée maximum de cette épure 

P. D. l | | 

étant égale à : 

En multipliant chacune de ces trois parties de l'épure du moment fléchis- 
sant réel (fig. 32.8,e) par l’épure unitaire (fig. 32.8,c) nous obtiendrons 


_. qi OL LD qi EL 1 L qg® 1 1 3 
RO 7 Sat 4 2 2 3 8, 2 3 8 +) = - 
Problème 6. On demande de déterminer le déplacement vertical du point 
d'application de la charge P agissant sur un système représenté à la fig. 35.8,a. 
L’extrémité gauche de la barre horizontale repose sur un appui cylindrique 


fixe, tandis que son extrémité droite est soutenue par une suspension articulée. 
La rigidité de la barre horizontale est égale à EJ et celle de la suspension à EF. 


a) 


Fig. 33.8 


Solution. Dans le système considéré l'élément horizontal travaillera uni- 
quement en flexion et l'élément vertical uniquement en extension. Par con- 
séquent, pour la barre horizontale, on tiendra compte du terme de la formule 
de Mohr qui dépend de la flexion et pour la suspension, du terme tenant 
compte des efforts normaux. Ainsi, le déplacement total sera donné par 

I Le _ 
MM dr & NN dz 
a= \ EJ +\ EF 
Û 0 


Appliquons à la barre horizontale suivant la direction du déplacement 
recherché une charge unitaire et construisons l'épure des moments fléchissants 
correspondants (fig. 33.8,b). 

Le premier terme de l'expression citée calculé par la méthode de Véré- 
chtchaguine devient: 

1 — 
Fee 1 2 (À PL 1\ 2 L PI 
| 3 4 48EJ | 


ES ET 


— D ed qe — 


2 4 2 
0 
Les ellorts développés dans la suspension par la charge réelle et la charge 
unitaire seront respectivement égaux à P/2 et à 1/2. Les épures correspondantes 
sont indiquées à la fig. 33.8,a et b. En multipliant l’une de ces épures par l’autre 


on obtient immédiatement la valeur du deuxième terme de l'expression des 
déplacements : 


A" 


& = 
Re P À ï Pa 
= 


EF Z'EF . 4EF 
Û 
et finalement le déplacement total sera donné par 
A PI3 Pa 


4SEJ + &EF © 


Problème 7. On demande de déterminer l’angle de rotation A 3 de la section 
transversale 2 d’un portique à trois rotules (fig. 34.8,a). La rigidité de tous les 
éléments de ce portique reste la même J — 25-102 tm£. 


Le , g=2t/m.c. 


F - 


Cf 


“M 


ACLRLACSRSTEARTEDRALA 


Fig. 34.8 


Solution. Les réactions d'appui de ce portique se détermineront à l’aide 
des équations d'équilibre usuelles (fig. 34.8,b): 
D'Mc= Hat Va t5— gs —4Ha—t, SV, — 24. 5=0, 


8 
d’où 


AH à —1,5V À — 16; (a) 


> M p = DE EE ET (5+6—4) —= — 2H à —3V a +2-4.4—0, 
d’où 
2H à H3V à — 32 ; (b) 
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DY=—-Vat V0; © 


DX —H,—Hp+qh=—H4a—-Hp+24—0, 
d’où 
Hp=8—H. (d) 


Les équations (a) et (b) donnent V4 — 6,4 tonnes et H,4 = 6,4 tonnes. 
De même, de l'équation (c) on obtient V4 — 6,4 tonnes et de l'équation (d) 4 = 
= 4,6 tonne. 

On construit ensuite l’épure des moments fléchissants réels M, (fig. 34.8,b), 


Fig. 35.8 


On applique ensuite à la section B un moment unitaire qui tend à faire 
tourner cette section dans le sens de la rotation recherchée et on détermine les 
réactions d'appui provoquées par ce momeñt (fig. 34.8,c): 


D Mo=Haë—Va1,5=0 ; (e) 
£ 

D Mp=—Ha2—Va3+1=0; () 
DX=-Ha+Hp=0. (h) 


Du système d'équations {e) et (f) on tire VA=— 4/15 et Ha — 1/10. De même, 
du système d'équations (g) et (h) on obtient V2 = 4/15 et Hz = 1/10. 

Ayant calculé ces réactions on construira l'épure des moments engendrés 
par la sollicitation unitaire (fig. 34.8,c). 
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La rotation demandée sera trouvée en multipliant l’une par l'autre les 
deux épures obtenues ci-dessus : 
4 F9,6.4 2 2 4.4.2 1 2  9,6-1,5 2 2 
oerl 2 Sel 2 802 ss 
DE 2 Dr 1 76,8 32 57,6 259,2 
F (3-2+31)]- 25.104 (E 5 5045 | 45 J= 
== 1,13-1074 radians. 


Problème 8. On demande de déterminer le déplacement vertical A; du nœud & 
de Ia poutre en treillis métallique représentée à la fig. 35.8,a dont tous les 
éléments ont la même section ÆF — 125 em2. Le module d’élasticité E 
-z 2.106 kg/cm2. 

Solution. Le déplacement A; se détermine à l'aide de la formule 


hi » NN J 
EF 
Toutes les données nécessaires au calcul sont rassemblées au tableau 4.8. 


La dernière colonne de ce tableau contient les valeurs du produit V,ÏVI pour 
chaque barre de la poutre en tonnes-mètres. En additionnant toutes ces valeurs 
et en divisant la somme obtenue par EF où E — 2.107 t/m2 et F — 0,0125 m°? 
on obtiendra la valeur du déplacement demandé: 


1 
2+107.0,0125 


As =: (156,25.2-1104,17.2-+ 80.4-+ 90.1) —3,72.10-3 m—3,72 mm. 


Tableau 4.8 


Efforts dans les barres 
Longueur des| causés par la causés par la | N, Ni en tonnes- 
© 
n° des barres barres I (en M)| sollicitation sollicitation Ê mètres 


| réelle N, (ent) unitaire N(en t) 
[ 


SE 

4-2; 6-8 s) —37,5 — 0,833 156,25 
2-4, 4-6 D dl — 25 — 0,833 104,17 
4-3; 3-5; ; , 
5-7. 7-8 , ee JE. 0,667 M3 
2-3: 6-7 | 3 0 0 
2-5; 9-6 | 5 0 0 

-9 6 1 90 


$ 10.8. Détermination des déplacements par la méthode 
énergétique 


La détermination des déplacements par la méthode énergétique 
repose sur le théorème de Castigliano qui stipule que a dérivée 
partielle de l'énergie potentielle par rapport à la sollicitation unitaire 
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est égale au déplacement causé par le système de charges réelles dans 
la direction de la sollicitation unitaire. 

Pour abréger la démonstration de ce théorème nous conserverons 
dans l'expression de l'énergie potentielle un seul terme, celui qui 
dépend des moments de flexion (voir $ 3.8) : 


M? d 
Le D TT 


Développons la valeur du moment de flexion et écrivons-la 
sous la forme suivante: 


M= Pi + MoPa+ + MaPa+ à Mal: 


Dans cette expression 171, Mo,..., M,,..., M, sont les valeurs 
des moments fléchissants engendrés par les sollicitations unitaires 
Pi=t;Pi= ti sss PET ::, Ps =. 

Prenons la dérivée partielle de W par rapport à P;: 


LT 


ul 
0W ô M2 d 
0Px  0Pk (Z \ Er) — à - p — | 


0 


ar 
0 ES 
et par suite 
AR 
GW 2°M-dx 
dPR > \ EJ 
0 


Nous voyons donc que la partie droite de cette expression coïn- 
cide avec celle du déplacement A;, (voir expression générale des 
déplacements au $ 6.8) et par conséquent 


Le théorème de Castigliano n'est presque jamais employé dans 
le calcul pratique des déplacements, ce théorème présentant un 
intérêt plutôt théorique. L'ordre des opérations, si on voulait tout 
de même s’en servir, serait le suivant : 

1) on appliquerait au système une sollicitation suivant la direc- 
tion du déplacement cherché ; | 

2) on trouverait la valeur de l’énergie. potentielle accumulée 
sous l'effet combiné des charges réelles et de la sollicitation unitaire 
mentionnée ; | 

3) en différentiant l'expression de l'énergie potentielle par 
rapport à la sollicitation unitaire on obtiendrait une expression 
dont on tirerait la valeur du déplacement en réduisant à zéro la 
valeur de cette sollicitation, car en réalité cette dernière n’existe 
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pas (dans le cas particulier d'une charge réelle agissant au point 
du déplacement cherché, c'est la valeur de cette charge qui sera 
substituée dans l'expression des déplacements). 


Problème. On demande de trouver l'angle de rotation @ de l'extrémité 
libre d'une poutre encastrée à l'appui gauche et supportant une charge unifor- 
mément répartie d'intensité q (fig. 36.8,a). | 


Solution. Appliquons à l'extrémité libre de la poutre le moment 9% comme 
iudiqué à la fig. 36.8,b. La valeur totale du moment fléchissant dans une section 
x s'exprimera par ! 

== (a ++) | 


Déterminons l'énergie potentielle correspondante : 


au + Can) 
2 
Wei? = (= 2 D 


ce qui donne après intégration | 
si qi , gl3M , M2 
= EJ 40 6 + 2 
En différentiant W par rapport à SX nous obtenons 
_{4W __ ql3 _ qi 
= po 7 (+) =. 

Quand il existe une charge réelle qui correspond à la déformation cherchée, 
on n'a plus besoin d'appliquer des charges fictives. 

S'il s’agit de trouver la flèche à l'extrémité libre d’une poutre encastrée 
de ne supporte qu’une seule charge verticale P appliquée à cette extrémité, 

ans ce cas: 


M = — Pz; 
F 
Pr? p2i3 
m=\ 2EJ “* GEJ 
€ | 
AW _ PE 
_ 0P  3EJ 
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$ 11.8. Détermination des déplacements par la 
méthode dite des « charges fictives » 


Cette méthode constitue l'un des artifices pouvant être employé 
pour la détermination des déplacements. Elle permet de trouver 
les déplacements (déflexions ou angles de rotation) en un certain 
nombre de points isolés de la construction. En augmentant ce nombre 
on obtient avec de plus en plus de précision le tracé de la déformée 
(ligne élastique) qui pourrait être également appelée épure des 
déplacements. 

En effet, portons au droit des points considérés les valeurs des 
déflexions trouvées en ordonnées et traçons par ces ordonnées une 


Epure des déplacements verlicaux 
Fig. 37.8 


ligne brisée. Nous obtiendrons ainsi une représentation approxima- 
tive de la déformée sur laquelle les déplacements des points inter- 
médiaires ne pourront être relevés qu'avec plus ou moins de pré- 
cision, la déformée étant en réalité une courbe continue. Ceci ne 
se rapporte pas aux systèmes en treillis, car dans ces derniers (pourvu 
que les charges soient appliquées aux nœuds) toutes les barres 
restent rectilignes et par conséquent la déformée réelle aura également 
la forme d’une ligne brisée passant par les points correspondant 
aux déplacements des nœuds. 

.Si pour l’axe de l’épure on adopte une normale à la direction des 
déplacements cherchés, l’épure obtenue sera très semblable à l’épure 
des moments fléchissants des poutres droites sollicitées par des 
charges concentrées. C’est sur cette similitude que repose la méthode 
que nous sommes en train d'exposer. 

À la fig. 37.8 nous avons représenté une partie d’une construction 
quelconque pour laquelle on connaît la valeur des déplacements 
d'un certain nombre de points. 

Examinons le problème suivant. 

Admettons que la ligne brisée de la fig. 38.8,a représente l’épuré 
des moments. Chaque sommet de cette épure se trouverait alors 
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au droit d'une charge concentrée. Proposons-nous de trouver les 
valeurs de ces charges. À cette fin déterminons les efforts tranchants 
Q, et Q,+1 agissant dans les limites des tronçons À, et À,+1. En vertu 
du théorème de Jouravsky nous avons 
Mn— Mn- 
Q Qn+1 = 


Prenons maintenant deux sections à travers la poutre à droite 
et à gauche du point n. L'élément isolé par ces deux sections est 


Mnyi—Mn | 
An+1 


1 |One Epure des moments fléchissants 


Fig. 38.8 


représenté à la fig. 38.8,b. Les extrémités de cet élément sont soumi- 
ses à l’action des efforts tranchants Q@, et Q@,1:1 considérés positifs. 
Projetons toutes les forces ee à cet élément sur la verticale : 


DIV = Qn— Pr — Qny=0, 

Pr = Ms 
Cette dernière expression indique que la charge appliquée au point r 
sera égale à la différence des efforts tranchants Q, et Q,+1. Il est 
évident que les charges concentrées agissant aux points (7 — 1) 
et (n + 1) seront respectivement : 


Pn-1 = Qn-1— Qn: 
Pau = Qnrt— Qn+o 


En remplaçant dans l'expression de P, les efforts tranchants par 
leurs valeurs exprimées en fonction des moments fléchissants on 
obtient 


d'où 


_Mn—Mns Mau Mn_ En 
Pr= Àn Ân 41 — M; re + 
{ 1 
Mn (ee) Mau e 4 


Si la poutre était soumise à l’action des charges P, ainsi calcu- 
lées, l'épure des moments fléchissants coïnciderait exactement avec: 
celle du départ. 
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En se basant sur la ressemblance de la déformée de la fig. 37.8 
et de l’épure des moments M de la fig. 38.8,a, remplacçcons dans 
l'expression de P, les valeurs de 7,1, M, et M,+1 par les déplace- 
ments correspondants y,1, y, et Y,+:1. Nous obtiendrons de cette 
façon une expression permettant de déterminer les charges fictives 
W, dont l’épure des moments engendrés dans une poutre de réfé- 
rence coïnciderait avec la déformée approximative de la construc- 
tion réelle : 


1 1 Î { 
Wi= — Una T Un (+5) — Yn+1° ln | (24.8) 


En examinant cette expression on s'aperçoit qu'elle est fort 
mal adaptée au calcul pratique. En effet, les valeurs des charges 
fictives données par cette expression 
dépendent elles-mêmes ‘des valeurs 
des déplacements cherchés et, par 
conséquent, inconnues. 

Il est possible cependant d'exprimer 
la valeur de la charge fictive en fonction 
des sollicitations extérieures réelles. 
À cette fin on procédera comme suit. 

Désignons par le terme éfat réel 
l’état de la construction soumise 
à l’action des charges réelles. 

Appliquons aux points nr — 1,net 
n + 1 deux couples unitaires de signes 
opposés, ces couples étant constitués 
par des forces verticales égales à 1/À, 
‘et 1/À,+1 et désignons l’état corres- 
pondant (fig. 39.8,a) par le terme état fictif. En reprenant l'expres- 
sion (24.8) on voit que sa partie droite représente le travail accompli 
‘par les charges fictives suivant les déplacements engendrés par les 
sollicitations réelles. 

En effet le produit de la charge verticale 1/À, appliquée au point 
n — À par la déflexion y,_1 (fig. 39.8,a et b) représente le travail 
accompli par cette charge le long du déplacement subi par ce point 
de l’état réel. Le signe moins qui précède le terme correspondant 
s'explique par le fait que l'effort 1/À, est dirigé vers le haut, tandis 
que le point nr — 1 se déplace vers le bas. De même, le produit 
Un (An + 1/Anu) représente le travail accompli par les forces 
1/À, et 1/Auu de l’état fictif appliquées au point » le long du dépla- 
cement y, de l'état réel. Le troisième terme de l'expression (24.8) 
représente également le travail de l'effort 1/XÀ,41 suivant la défor- 
mation ÿ,+1, le signe moins indiquant que l'effort et la déformation 
sont de sens opposés. 

Exprimons le travail accompli par les forces constituant des 
couples unitaires le long des déplacements réels en fonction des 


Fig. 39.8 
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efforts intérieurs M, N et Q engendrés par ces couples unitaires, 
et des eflorts intérieurs M,, N, et ©, engendrés par les charges 
effectivement appliquées. En vertu de la formule (12.8) nous pouvons 
écrire : 


: OR 4 { — 
T7 An 7n-1 2 (- Fa Faq —): Un — Inn 


D IL RDIUE 130 0. 


Et, par conséquent, 


CDUE >ir NE in Diotpe. (25.8) 


Cette dernière expression sera désignée par le nom de formule 
universelle des charges fictives exprimées en fonction des efforts 
internes. Appliquée au cou des déformations des poutres à âmes 
pleines et des portiques cette formule se simplifie considéra- 
blement, car seul le terme qui dépend des moments fléchissants 
doit être retenu. Dans les arcs il faut tenir compte également des 
efforts normaux. Quant à l'influence des efforts tranchants, celle-ci 
n'est prise en considération que dans des cas tout à fait spéciaux. 
Pour les systèmes articulés (poutres en treillis) seul le terme dépen- 
dant des efforts normaux doit être conservé. 

Dans le calcul des charges fictives relatives à différents points 
de la construction. les couples unitaires doivent être appliqués 
consécutivement aux éléments adjacents de l'ouvrage. 

Une fois déterminées les charges fictives correspondant aux 
points choisis, on peut procéder aux calculs des déplacements (ilè- 
ches). À cette fin ces charges doivent être appliquées à une poutre 
de référence appropriée. Les ordonnées de l’épure des moments M » 
engendrées par les charges fictives dans cette poutre seront numé- 
rijuement égales aux valeurs des déplacements cherchés. La rela- 
tion entre la poutre de référence et la construction consiste en ceci : 

1) à tout point du système étudié qui reste fixe doit correspondre 
un point de la poutre de référence où le moment engendré par les 
charges fictives doit être égal à zéro. Par contre, à tout point de la 
construction réelle qui subit un déplacement doit correspondre un 
point de la poutre de référence sollicité par un moment fléchissant 
différent de zéro ; 

2} si en un point quelconque de la construction réelle la tangente 
à la déformée change d'’inclinaison ou, en d’autres termes, si l’axe 
de cette construction subit une rotation, la section correspondante 
de la poutre de référence devra être soumise à l’action des efforts 
tranchants engendrés par les charges fictives. 
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Par exemple, dans le cas d’une poutre encastrée à l’une de ses 
extrémités (y, — 0, , — 0) et dont l’autre extrémité est libre 
(Ye Æ 0 ; vw 0), il devrait avoir au point a de la poutre de ré- 
férence : | 


Ma=0 et Q—0. 


Par contre, à l'extrémité B de la poutre de référence il devrait 


exister un moment ME et un effort tranchant Q$ différents de zéro. 
Au tableau 5.8 nous donnons les schémas des poutres de référence 
correspondant aux systèmes représentés dans la colonne de gauche. 


Tableau 6.8 


Poutre de référence 


Pour conclure nous indiquerons l’ordre qu’il convient d'adopter 
lors de la construction des épures des déplacements : 

1) on construit d’abord les épures des eïforts internes M, N, 
et Q, engendrés dans la construction étudiée par les sollicitations 
réelles ; 

2) on choisit ensuite les points de cette construction qui pour- 
raient caractériser le mieux l’allure générale de la déformée ; 

3) à tous les points ainsi choisis on applique deux par deux les 
couples unitaires adjacents, les directions des forces constituant ces 
couples étant parallèles aux déplacements cherchés ; 

4) on construit les épures des efforts intérieurs M, N et Q 
engendrés par les couples unitaires (fig. 39.8); 

5) on calcule les valeurs des charges fictives soit par intégration 
directe, soit en ayant recours à La méthode de Véréchtchaguine ; 
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6) on adopte une poutre de référence conformément aux types 
des liaisons caractérisant la construction réelle ; 

7) on construit pour cette poutre de référence (du côté des fibres. 
tendues) l’épure des moments fléchissants engendrés par les charges 
fictives. Les charges fictives positives seront toujours dirigées dans 
le même sens que les forces adjacentes de deux couples unitaires 
voisins. 

Les ordonnées des moments fléchissants obtenues ainsi pour la 
poutre de référence correspondront tant en direction qu’en valeur 
aux ordonnées de la déformée de la construction réelle. | 

Les charges fictives appliquées à la poutre de référence au droit 
dé ses appuis n'’influent point sur l'épure des moments et, par 
conséquent, le calcul de ces charges est superflu. 


$ 12.8. Expression développée des charges fictives 
pour les poutres à âme pleine et les portiques 

Quand on désire trouver la déformée d’un élément à âme pleine 
on subdivise son axe en tronçons suffisamment petits pour pouvoir 
admettre avec une approximation, suffisante. que les épures des 
efforts unitaires restent rectilignes dans les limites de ces 
tronçons. 

Considérons deux tronçons adjacents d’un élément de construc- 
tion quelconque qui se touchent au point n (fig. 40.8,a). Les épures 
des moments fléchissants construites pour les charges réelles sont 
portées. du côté des fibres tendues. Les efforts normaux dans les 
limites de chaque tronçon sont considérés constants et po- 
sitifs. 

Afin de trouver la charge fictive W,, appliquons au système 
deux couples formés par des forces verticales 1/X, et 1/14: 
(fig. 40.8,0) ce qui correspondra à une direction verticale de la 
charge fictive elle-même. 

Les sens des deux couples seront choisis de telle façon que les fibres 
tendues de l'élément soient situées du même côté que sous l’action 
des charges réelles. Les forces formant les couples unitaires provo- 
queront dans chaque tronçon des efforts normaux qui seront égaux : 

1) dans le tronçon limité par les points 7 —1 et’n: 


a Â : 
N,;=— — 7 "sin Pa; 
rm 
ol 
Ân = Sn ° COS Pa, 
et, par conséquent, 
No sin fn _—— te Pn . 
LE Sn COS Pr Sn ” 


23* 355 


2) dans le tronçon limité par les points n et n +1: 


{ : 
Nr en Fra sin Pare 


où 
hi = S, +1 cos Pass 


et, par conséquent, 


N ___Sinfings tg Pn+1 
nH — ET 


Sn+4 COS Pn+1 Sn+1 


En multipliant par la méthode de Véréchtchaguine l'épure des 
moments fléchissants réels (voir fig. 40.8,a) par l’épure des moments 


Flat réel 


a) 


Fig. 40.8 


provoqués par les couples unitaires (fig. 40.8,b) on obtiendra 
l'expression de la charge fictive sous la forme suivante (cette expres- 
sion ne tenant compte que des moments fléchissants) : 


Wh=S | Hi = M +2M 3) + 


+ RE Mn + Mau). (26.8) 
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Pour tenir compte des efforts normaux déterminons fa valeur 
de l'intégrale : 


S 
N AA 0 gr MnSn 
Le UE lue “à EF, À 
1 TSBnrr Mn4Sn4i Nan Nn+1 ” 
F Sa EFni1 — EF tg Pr + EFni1 (g Pa+ — 


— — ig Pr + En+1 ig Pre 


Dans cette expression #, et €e,+1 sont les déformations unitaires 
longitudinales des éléments $, et S,+1 causées par les froces nor- 
males W, et N,u:1. 

Aïnsi l'expression développée des charges fictives qui tient 
compte tant des moments de flexion que des efforts normaux se 
présente sous la forme suivante: 


S'n Sn 
Wang (M1 + 2M 3) + C2 (2Mn + Mh,1) 


Nh Nh 4 
ne EFn tg Pr + EF ig Ds (27.8) 


Notons que la détermination de la charge fictive s'effectue 
beaucoup plus rapidement à l’aide de l'expression développée qu’à 
l’aide de la formule générale, car on est dispensé dans ce cas d’un 
nombre d'opérations intermédiaires. Ainsi, on n’a plus besoin 
d'appliquer les forces qui constituent les couples unitaires de 
construire les épures des efforts internes correspondants et d'effec- 
tuer la multiplication des épures des efforts provoqués par des 
charges ‘effectivement appliquées par celles correspondant aux 
couples unitaires. 

La charge fictive déterminée à l’aide de l'expression développée 
devra être dirigée dans le même sens que les forces adjacentes des 
deux couples unitaires voisins pour autant que la valeur de cette 
charge est positive. 

Quand l’épure des moments fléchissants. engendrés dans la 
construction réelle par les charges effectivement appliquées reste 
du même côté dans les deux tronçons $, et $,:, et quand le calcul 
de la charge fictive s'effectue sans tenir compte des efforts normaux, 
cette charge fictive W, sera dirigée vers l’épure des moments flé- 
chissants réels. 

Problème. On demande de construire la déformation d’une poutre encastrée 
EE Ve une charge concentrée unique appliquée à son extrémité libre 

19, 41.0). 
. Solution. Subdivisons la poutre en deux parties égales et choisissons comme 
points caractéristiques les points ?, Z et 2 à leurs extrémités. Construisons l’épure 
des moments fléchissants réels et disposons-la du côté des fibres tendues. 


À l'aide de l'expression développée (26.8) déterminons les valeurs des char- 
ges fictives aux points 0 et 1. Il est inutile de calculer la charge relative au 
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point 2, car cette charge n'a aucune influence sur les épures des efforts tranchants 
et des moments fléchissants dans la poutre de référence. | 
La valeur de la charge fictive au point 0 calculée en admettant que la 


D] 


liaison d'appui soit douée d'une rigidité infiniment grande sera égale à 


CS ho | l À | EE 
Gé rs (M_1 + 2M0) TT (2M5+M:) — 


_d ee PI\ . 5PE 
. (eaTeto) 12ÈJ (2pe +) ” 24ET 


en 
La charge fictive au point 7 sera: 


ke __d Hs Pi: 
Es, CMit)= Ts (ee | 2.) ” 


se (2.5 +0) = 
UT 12EJ 2 T7} Z4EJ 


W (Mo + 2M:) + 


__M 
17 GEJ, 


Appliquons ces deux charges à la poutre de référence correspondante, dont 
l'extrémité droite est encastréc (fig. 42.8), ces charges étant appliquées aux 


My=Pl 


Fig. 41.8 Fig. 42.8 


points 0 et 1 respectivement. Construisons ensuite l’épure des moments fléchis- 
sants engendrés par ces charges en portant les ordonnées positives du côté des 
fibres tendues. 

Les charges fictives sont dirigées vers le haut, c'est-à-dire vers l’épure des 
moments réels. Les moments fléchissants aux points 0, Jet 2 de la poutre de 
référence seront respectivement : 


Î 
5PB 
28ET 


PI 


F Ve F 
M, =0; Mi =Wok, = BET ‘ 


7 l 
M5 =Wol+Wis+ Wa-0= 


L'épure des moments fléchissants provoqués dans la poutre de référence 
par les charges fictives est représentée à la fig. 42.8. Elle constitue Ia déformation 
cherchée de la construction réelle. Notons qu'aux points 0, 1 et 2 les ordonnées 
de l'épure de la déformation coïncident exactement avec celles de l’épure 
des moments fictifs, tandis qu'aux points intermédiaires elles diffèrent 
quelque peu. | 

En subdivisant la construction réelle en un plus grand nombre de secteurs 
on aurait obtenu la déformation avec plus de précision. 
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$ 13.8. Expression développée des charges 
fictives pour les systèmes articulés 


Pour les poutres en treillis, l'expression (25.8) peut s'écrire sous 
La forme suivante: 


SL — 
= Di NA. (28.8) 


— N 
— T 
W= DN.— 
Dans cette expression {V représente les efforts normaux engendrés 
par (les couples unitaires appliqués au nœud # pour lequel on désire 
trouver la valeur de la charge 
fictive tandis que Al, repré- 
sente l’allongement ou le rac- 
courcissement des barres sous 
l'effet dessollicitations réelles. 
__ La détermination des dé- 
formations des systèmes arti- 
culés par la méthode des char- 
ges fictives sera illustrée par 

l'exemple suivant. 

Mettons qu'il s’agit de 
trouver par ladite méthode les 
déformations de la membrure 
inférieure de la poutre. en 
treillis représentée à la Fig. 43.8 
fig. 43.8,a. Cette poutre est 
sollicitée par une charge verticale P — 1 tonne appliquée au nœud 
3 et dirigée vers le haut. Les sections transversales de toutes les 
barres sont Îles mêmes. 

Pour obtenir la déformée le la membrure inférieure calculons 
les charges fictives pour les nœuds 7, 2, 3, 4 et 5. Appliquons à cette 
in des couples unitaires à chaque paire de barres adjacentes formant 
cette membrure. 

Si c'était la déformée de la membrure supérieure que l’on se 
proposait d'obtenir, les couples unitaires devraient être appliqués 
aux nœuds correspondants. 

La construction d’une épure des déformations des points situés 
sur la ligne brisée 0-1’-2-3"-4-5"-6 aurait nécessité le calcul des 
charges fictives relativement aux nœuds 1°, 2, 3", 4 et 5”. 

Déterminons la charge fictive W, qui n'est autre chose que l’angle 
de rotation de la barre 0-7 par rapport à la barre 7-2. Appliquons 
à cette fin aux barres 0-7 et 1-2 des couples unitaires formés par des 
forces 1/4 — 1/3 (fig. 43.8,b) et déterminons les efforts normaux 
provoqués dans les barres par ces couples. 

Il est facile de voir que les couples mentionnés n’engendreront 
des efforts intérieurs que dans les barres 0-1, 0-1°, 1'-2, 1-2 et 1-1", 
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toutes les autres barres n’entrant pas en jeu. Les réactions d’appui 
resteront également nulles. 


Les efforts dans les barres mentionnées sont donnés au 
tableau 6.8. 


Tableau 6.8 
n° de la barre Effort dans la barre 

| 

0-1 rx 

| 4. 
1-2 . 
, 5 
0-1 +5 
11 5 
1-2 +73 
, 2 

1-1 a. 


Les efforts engendrés dans toutes les barres du système par la 
charge P — 1 tonne sont indiqués au tableau 7.8. Ce tableau contient 
également les données concernant les longueurs et Îles sections 
transversales de toutes les barres. En se servant des données des 


Tableau 7.8 


Lon- Section | 
n° de la gucur | transver- Effort 


de la | Sale de la! dans la 
barre barre barre en | barre ent 
m 


Lon- Section 
o gueur | transver-| Effort 
n' de Id de la | sale de | dans la 
barre | la barre | barreent 
en nm en ma 


barre 


3 

8 

3 

8 
0-1: 5-6| 5 F Fi 2-8 341 3 F E 
41 9. ; | D 3-3"; 4 F | 
HUE 0 di 8 ze: 55| 4 F 0 
1-2": 4-5") 3 F ++ 2-21: 44| 2 F 
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deux tableaux ci-dessus calculons la charge fictive W: 


A ET _ 
Wi= > NN; 5 = 2p WoiVoilor + MiWinlis + NoiNoiloi + 


+ NioNilie + NirNad) = 5 (—£) +3 + 
= (ar ts8 (D 84 (Do 


g 
dE 16GEF 


Par raison de symétrie la charge fictive W, sera égale à WA, 
c'est-à-dire 
9 
LT EF ° 


Pour calculer la charge fictive appliquée au nœud 2 appliquons 
des couples unitaires aux barres 1-2 et 2-3 (fig. 44.8,a). 


Seules les barres 7°-2’, 2-3", 1-2, 2-3, 1-1’ et 3-3’ seront solli- 
citées par ces couples. 


Les valeurs des efforts engendrés sont données au tableau 8.8. 


Tableau 8.8 
o i Effort 0 Effort 0 Effort 
n°” de la n° de la n° de la 
dans la dans la dans la 
barre barre barre barre parre barre 
5 | 4 
1'-2 —— — 1-7 —— 
12 4 3 
{ 5 À 
1-2" = Ei 3-8" _— 
4 12 3 
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Tous les calculs relatifs à la charge fictive W, sont rassemblés 


au tableau 9.8. Ces calculs sont basés sur les données tirées des 
tableaux 7.8 et 8.8. 


_ Tableau 9.8 

CE LE - 
es unitaires) | 

ee e 5 _S 125 

EF 42 8 96 EF 


La valeur de W, sera obtenue en additionnant toutes les grandeurs 
de la dernière colonne du tableau 9.8:. 


9 
Po nt 

Par raison de symétrie la charge fictive W, est égale à W;. Les 
valeurs négatives de ces deux charges fictives indiquent que la rota- 
tion réciproque des deux barres 1-2 et 2-3 s’effectue dans le sens 
contraire à l’actiou des couples unitaires. En d'autres termes, la 
rotation de la barre 1-2 par rapport à la barre 2-3 s'effectuera dans 
le sens des aiguilles d’une montre, tandis que celle de la barre 2-3 
par rapport à la barre 7-2 s’eflectuera en sens contraire. | 

Il reste maintenant à déterminer la charge fictive W3. A cette 
fin.on appliquera des couples unitaires aux barres 2-3 et 3-4 
(fig. 44.8,b) et on répétera tous les calculs comme ci-dessus. Ces cal- 
culs sont rassemblés au tableau 10.8. 

En additionnant toutes les valeurs de la dernière colonne de ce 
tableau nous obtenons 


167 
Wa Er 
Les valeurs des charges fictives W1, W:; et W; étant positives, 
ces charges seront dirigées vers le haut, c’est-à-dire du même côté 
que les forces adjacentes des couples unitaires voisins. Les charges 


fictives W: et W, dont les valeurs sont négatives, seront dirigées 
vers Îr bas. 


An à 


Tableau 10.8 


n° de la l N (engendré | N, (engendré NN pl 
se | à [ARRels] De 
| - 
2-3 9 + o +0 pe 125 
è ÊF 12 8 96 EF 
| 5 5 5 125 
ii EF LEE FE | TGEr 
3 1 9 27 
di EF T4 TT TI EF 
3 1 9 27 
+ EF TE “à T3 Er 
, 4 2 8 
di EF 73 = TI 


Le système de référence correspondant à la poutre en treillis 
considérée (fig. 45.8,a) consistera d’une poutre droite à deux appuis. 
Cette poutre de référence avec les charges fictives qui lui sont appli- 
quéés est représentée à la fig. 45.8,b. 


a) Construction réelle 
é  # 3j 4! $ 


M M M 
Fig. 45.8 


Les réactions d’appui de la poutre de référence sont dirigées vers 
le bas et valent: 
À 1 9 167 5 g 23 
2 EF (2 +7 24 — x +1) | 6EF : 
Pour obtenir la. déformée de la membrure inférieure il suffit 
maintenant de calculer les moments fléchissants dans les sections 


A 


correspondant aux points d'application des charges fictives de la 
poutre de référence : 


23 93 
Mie y ME = Vs — Gr I — 557 : 
23 9 341 
EF __ Es PE == Ne Et me à ee ee © à 
Mig Mi = — 5 Er = 6x: 
23 9 5 127 
F — Sn dt re 
MS = ys= —-557 9+ 16EF 6 DEF D —75r 


Ces données étant calculées, on construira du côté des fibres 
tendues de la poutre de référence l'épure des moments engendrés 
par les charges fictives (fig. 45.8,c).. Les ordonnées de cette épure 
seront égales tant en grandeur qu'en direction aux ordonnées de Ia 
déformée de la membrure inférieure de la poutre en treillis. On voit 
que sous l'effet d’une charge dirigée de bas en haut tous les nœuds 
de la membrure subiront des déplacements également dirigés vers 
le haut. 

On peut contrôler l’exactitude des calculs effectués par cette 
méthode en déterminant à l’aide de la formule de Mohr le déplace- 
ment du nœud 3 causé par l’application d’une charge verticale P — 
- { tonne. 

La valeur de ce déplacement sera donnée par 

PP EF EF” 
car dans ce cas N est égale numériquement à N,, la charge P étant 
égale à une tonne. Toutes les données nécessaires aux calculs peuvent 
être tirées du tableau 7.8: 


ber=r= gr(R)-2.4+ (35.64 (524 


: f9\? o 1. 4 108-750-4321 4864256 127 
| (3) RER 4]= EF 64 _ 4EF: 
On voit bien que la valeur du déplacement du point ä ainsi trou- 
vée coïncide exactement avec celle déterminée par la méthode des 
charges fictives. 


$ 14.8. Déplacements des systèmes isostatiques 
causés par un dénivellement d'appui 


Un dénivellement d'appui d’une construction isostatique ne 
provoque aucun effort dans les éléments de cette construction pour 
autant que ce dénivellement s'effectue suivant les directions des 
liaisons d'appui. 

Prenons comme exemple le portique de la fig. 46.8. Admettons 
que sous l’effet d’un affouillement des fondations ou pour toute autre 
cause l'appui à rouleau (appui droit) représenté schématiquement 
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par une barre d'appui verticale B s’abaissera verticalement d'une 
quantité À. Un tel dénivellement ne pourra engendrer ni moments 
fléchissants, ni efforts normaux ou tranchants dans les barres du 
système. 

Déterminons le déplacement suivant i-i du point 4 de la traverse, 
c'est-à-dire le déplacement A;14. Admettons que le portique est solli- 
cité par une charge unitaire X; dirigée suivant le déplacement 


Etat réel État imaginaire 


Fig. 46.8 Fig. 47.8 


cherché (fig. 47.8). Désignons par À la réaction engendrée par la 
charge unitaire à l’appui subissant le déplacement. 

En vertu du théorème de la réciprocité des travaux relatifs aux 
deux états représentés aux fig. 46.8 et 47.8 dans l’un desquels 
(l'état réel) le système supporte une charge nulle, nous pouvons 
écrire : 


XiA;a — RA— 0, 
OU 
1-A;a—RA=O, 
d’où 


c'est-à-dire le déplacement À;1, d’un point quelconque d'un système 
isostatique causé par un dénivellement À d'un appui est égal au 
produit de ce dénivellement par la réaction À à l’appui mentionné, 
engendrée par une charge unitaire appliquée au droit et suivant la 
direction du déplacement cherché. Ce déplacement sera considéré 
comme étant positif quand la réaction R et le déplacement de la liai- 
son d'appui sont dirigés en sens contraires et négatif quand leurs sens 
coincident. 
On aurait pu obtenir le même résultat en écrivant: 


+ Xiôx + XiAia — RA —  Xiô. 


La partie gauche de cette équation représente le travail accompli 
par toutes les forces extérieures (y compris les réactions d'appui) 
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sollicitant le système isostatique donné (fig. 48.8,a) au cas où le 
dénivellement de l'appui B commencerait après l’acquisition par 
la charge fictive unitaire X; de sa valeur définitive. La partie 

. droite de la même équation représente 
les travaux accomplis par les mêmes 
forces au cas où le dénivellement de 
l'appui serait terminé avant l’applica- 
tion de la charge unitaire X; 
(fig. 48.8,b). Les deux parties de cette 
équation doivent être égales car la 
déformation finale du système dans les 
deux cas doit être exactement la même. 
Il en découle que l'énergie potentielle 
accumulée dans le premier cas (repré- 
sentée par La partie gauche de l’équa- 
tion) doit être la même que l'énergie 
potentielle accumulée dans le deuxième 
cas qui est représentée par le terme 
unique de la partie droite de cette 
équation. Etant donné que X; — 1, 
on tire de cette équation 


Aia = RA. 


Le résultat identique a été obtenu 
ci-dessus en se fondant sur le théorème 
| de la réciprocité des travaux. 

Fig. 48.8 Considérons maintenant la poutre 

à articulation intermédiaire repré- 

sentée à la fig. 49.8,a dont la section au droit de l’encastrement 
aurait subi une rotation A4. Déterminons le déplacement vertical 
À, du point C de notre poutre. À cette fin appliquons au système 
dans la direction du déplacement cherché une charge unitaire 
X; (fig. 49.8,b). En vertu du théorème de la réciprocité des 
travaux nous pouvons écrire | 


Xi 051 = 0; 


ou bien 
Î. À + 0,54 A — 0, 


et, par conséquent, 
À, — —0,0/,- A. 


Le fait que le déplacement obtenu a une valeur négative indique 
que le point € se déplacera dans la direction opposée à la charge 
appliquée, c’est-à-dire vers le haut. 

Passons maintenant au cas plus général caractérisé par des dépla- 
cements simultanés de plusieurs liaisons d'appui d’un système 
isostatique. Prenons comme exemple le système représenté à la 


SITE 


fig. 50.8;a dont l’état déformé est montré en pointillé. Cette défor- 
mation a été causée par une translation horizontale de l’appui droit 
combinée à un dénivellement de ce même appui. 


a) À "Etat réel 


Fig, 49.8 


Déterminons l’angle de rotation au nœud Æ du système donné. 
A cette fin appliquons suivant la direction du déplacement angulaire 
cherché un moment unitaire X; (fig. 50.8,b). 


a) Etat réel b)  £tat imagiñaire 


Fig. 50.8 


Ce moment provoquera à l’appui droit une réaction dont les 
composantes verticale R1 et horizontale R: seront respectivement 


4 
l 2h ° 
En se fondant sur le théorème de Betty exprimons que les travaux 
effectués par les forces extérieures dans le cas réel (fig. 50.8,a) et 
l’état imaginaire (fig. 50.8,b) sont égaux à 


XiA;a — Ra + Rob = 0, 
d'où (X; étant égal à 1): 
Aa —= kR,a cou R:0d. 


égales à Let 
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En remplaçant les réactions À, et À; par leurs valeurs, 

on obtiendra 
a b 
Ain — EE DES 5h . 

Ainsi pour déterminer les déformations causées dans un système 
isostatique par des déplacements de ses appuis (s’effectuant suivant 
les directions des liaisons existantes) il faut : 

4) choisir un état imaginaire du système dans lequel l'appui 
en question reste immobile ; 

2) appliquer au système une sollicitation unitaire X; sui- 
vant Ia direction du déplacement cherché ; 

3) déterminer les réactions engendrées par la sollicitation unitai- 
re suivant les directions de celles des liaisons d’appui qui, restant 
fixes dans l’état imaginaire, se déplacent réellement; 

4) écrire l'équation exprimant que le travail accompli par les 
forces extérieures, qui correspondent à l’état imaginaire suivant 
les déplacements de l’état réel, est égal à 0: 

5) obtenir la valeur du déplacement cherché en solvant l’équation 
mentionnée par rapport à ce déplacement. 


$ 15.8. Déplacements d’une chaîne cinématique causés 
par une rotation réciproque de deux chaïînons adjacents 


Par chaîne cinématique nous entendrons un système composé 
d'éléments séparés, généralement rectilignes, disposés suivant une 
ligne brisée. 

Examinons quel sera le déplacement d'un point quelconque C 
d'un tel système dans la direction i-i quand l’angle formé par les deux 


Fig. 91.8 


chaînons adjacents n — 1, n et n, n + 1 subit une modification 
(fig. 51.8). Mettons que l’angle en question s’est déformé d'une 
valeur A, et que la partie du système à gauche du nœud n reste 
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immobile. La déformation angulaire mentionnée causera un dépla- 
cement du point € qui viendra en €”. Il est évident que l'angle 
C'nC est égal à A, et, étant donné la petitesse de la déformation 
angulaire, l’arc de cercle CC” peut être assimilé à une droite normale 
à la direction nC. 

Désignons par À; la projection du déplacement CC” sur la direc- 
tion i-i et par y l'angle formé par la droite nC avec la droite Cd 
normale à la direction i-i (fig. 51.8). Des deux triangles semblables 
CC'Ciet C nC’ on tire immédiatement que CC; = À; = C'C' cos y — 
—=nC. Ap, - cos y. Or, comme n€ cosy—Cd=—r on trouve A;=Ag,-r. 
En d'autres termes, le déplacement A; d’un point quelconque 
du système causé par une modification de l'angle y, d'une quantité 
Av, est égal au produit de A, par la distance r qui n’est autre chose 
que la projection de la distance nC sur une direction normale au 
déplacement cherché A;. 

Si la grandeur A, était représentée par un vecteur (fig. 51.8) 
appliqué au point = et dirigé parallèlement au déplacement cherché 
À;, ce déplacement serait numériquement égal au moment de ce 
vecteur par rapport au point € dont on désire trouver le déplacement. 

Ainsi pour déterminer le déplacement À; d’un point quelconque 
de la chaîne suivant la direction i-i, ce déplacement étant causé 
par la modification d’un seul angle @, compris entre les deux chaî- 
nons adjacents d’une quantité A, il faut : | 

1) représenter la déformation angulaire A, par un vecteur; 

2) appliquer ce vecteur au point » du système suivant la direc- 
tion du déplacement cherché : 

3) calculer le moment de ce vecteur par rapport au point dont 
on cherche le déplacement, ce moment étant numériquement égal 
au déplacement A; requis. 

Le déplacement À; d'un point quel- 
conque du système causé par la modifi- 
cation de plusieurs angles pourrait se 
calculer par la formule : 


À = AQu:rs + ADo ro + APE + AP 7m — 
= ) Apr. (29.8) 
L- > 


Problème. Déterminer les déplacements 
horizontal et vertical du point € du système 
représenté à la fig. 52.8, ce déplacement étant 
causé par la rotation de tout le système autour 
du point a dans le sens des aiguilles d'une 
montre. La valcur du déplacement angulaire 
est égale à As. Fig. 52.8 

Solution. Pour déterminer A? appliquons 


au point a le vecteur horizontal Ap, et calculons son moment par rapport au 
point €, ce qui nous donnera immédiatement la valeur du déplacement cherché : 


A? = APoh. 
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Procédant d’une façon exactement semblable pour le déplacement vertical 
nous obtenons 


A} = Ava. 


_ Le déplacement résultant du point € (distance CC”) sera donné par l’expres- 
sion 


CC'=V (A+ (A5) = 4qa VE FE. 


Le même résultat aurait pu être obtenu par la méthode décrite au paragraphe 
précédent. 


$ 16.8. Détermination des déplacements 
des charpentes tridimensionnelles 


Chaque section transversale d’un système plan ne pouvant être 
sollicitée que par trois efforts intérieurs 7, N et ©, l'expression 
générale des déformations de tels systèmes ne contient donc que trois 
termes, dont chacun tient compte de la déformation causée par 
chacune des trois sollicitations mentionnées. 

Par contre, chaque section transversale d’une barre de charpente 
tridimensionnelle est sollicitée dans le cas général par six efforts 
intérieurs : les moments fléchissants M, et M, rapportés aux axes 
d'inertie principaux y et z de la Section. consider ee. le moment de 
torsion M, rapporté à l’axe longitudinal x de la barre, l’effort normal 
N, et les efforts tranchants Q, et Q, parallèles aux axes y et z. Dans 
ce cas l’expression générale des déplacements contiendra donc six 
termes dont chacun tiendra compte de l’un des efforts intérieurs 
mentionnés. 

Cette expression obtenue par un raisonnement tout à fait analogue 
à celui employé au paragraphe 6.8 lors de l’établissement de l’expres- 
sion (16.8) pour systèmes plans s’écrira: 


Q _ x | 
2 Qum Gr L + 2 [a 2 SRE (30.8) 


Dans cette expression M, et WM,, désignent les moments flé- 
chissants causés par l'application au système d’une sollicitation 
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unitaire (charge concentrée quand il s’agit d'un déplacement linéaire 
et moment quand il s’agit d’une rotation angulaire) dont la direction 


coïncide avec celle.du déplacement cherché; M,, désignera le 
moment de torsion causé par cette sollicitation et N,,, Qym et 


Om les valeurs de l'effort normal et des efforts tranchants respecti- 
vemént causés par la même sollicitation. M,,, Mn, Man, Nxns 
Qun et Qrn désigneront les efforts intérieurs causés par les charges 
effectivement appliquées. 

Les coefficients n, et n, se détermineront en fonction de la con- 
figuration de la section transversale (voir indications du $ 2.8). 

La valeur de J, qui dépend de la géométrie de la section et qui 
entre dans l'expression de la rigidité à la torsion peut être prise 
approximativement égale à: pour une section carrée J, — 0,143a*; 
pour une section en rectangle allongé (a => b) J, = . (a — 0,63 b); 
pour les sections en 7, en À ou autres, composées de rectangles 


très allongés, J, — La (où Z est la longueur et d la largeur du 


: : : nd nré 
rectangle); pour une section circulaire J, —J, — 35 — 5 etpour 
L1 - TI JC 
une section annulaire J x — ne (déxt — dint) = > (réxt — Tânt), les 


indices «ext» et «int» se rapportant aux dimensions extérieures 
et intérieures de l’anneau. 

Quand les sections transversales de chaque barre restent constan- 
tes, les rigidités EJ,, EJ,, GJ,, EF, GF, ainsi que les coefficients 
n, et n- de l'expression (30.8) peuvent être placés devant Le signe de 
l'intégrale. | | 

Le calcul des déplacements s'effectuera à l’aide de l'expression 
(30.8) exactement de la même façon que le calcul des systèmes plans 
décrits au $ 6.8. Quand il s’agit de systèmes tridimensionnels à 
nœuds rigides on ne tiendra généralement compte que des trois 
premiers termes de l’expression (30.8) en négligeant l'influence des 
efforts normaux et tranchants. Par contre, dans le calcul des dépla- 
cements de systèmes tridimensionnels articulés on ne tient compte 
que de l'influence des efforts normaux. 


Problème 1. On demande de calculer le déplacement de l'extrémité libre € 
d’une poutre en Z de la fig. 53.8,a. Cette poutre d’une section transversale 
circulaire de diamètre d est sollicitée par une charge verticale P. On adoptera 
G = 0,4 E. | 

Solution. A la fig. 53.8,b nous avons représenté l'épure des moments flé- 


chissants verticaux M* ._ agissant pernendiculairement à l'axe horizontal de 
flex 48 PErp : 


la section et causés par les charges effectivement appliquées, tandis qu'à la 
fig. 53.8,c nous avons donné l'épure des moments de torsion M,. Les charges 
réellement appliquées ne provoqueront pas de moments de flexion horizontaux. 
Pour déterminer le déplacement vertical du point € appliquons en ce point 
une charge unitaire verticale comme indiqué à la fig. 53.8,4. Les épures des M}... 


et Mn provoquées par ceite charge sont données à la fig. 53.8,e et f. 


24%  3STÈ 


Fig. 53.8 


La valeur du déplacement cherché sera obtenue par la méthode de Véré- 
chtchaguine en partant de l'expression {30.8) : 


| 2 l 2, 
Mis Pa 5 Fe * 1 Pl Lol 
7 EJ GJTp 


Chaque terme de la partie droite de cette expression donne la valeur de 
l’une des composantes du déplacement vertical complet du point €. Ainsi, le 


premier terme Gp représente le déplacement du point B (voir fig. 53.8,a) causé 
par la flexion de l'élément AB ; ce déplacement entraîne un déplacement identi- 
que du point C. Le deuxième terme 2 représente le déplacement vertical du 


point C causé par la flexion de l'élément BC. 
Le moment de torsion M}, — Pl engendré dans l'élément AB par la charge P 
Ml; = Plol 
Gdp GJh 
Cette rotation entraîne un déplacement du point € suivant là verticale dont 
la grandeur est donnée par 


fait tourner la section B autour de son axe d’un angle @— 


Plil3 
Pi = . 
2 GJp 
Fa remplaçant dans l'expression ci-dessus 7, J, et G par leurs valeurs 
| 4 
J =T s Jp = _ et G — 0,4 Æ respectivement, on obtiendra 
__ 64P [Ë B Ou 
sas (stitoe) 


Problème 2. Soit un système polygonal encastré à son extrémité gauche et 
formé de trois barres de sections circulaires de diamètre 4 (voir fig. 54.8,a). 
On demande de trouver le déplacement horizontal À suivant la direction de 
l'axe BC du point Æ de ce système, ainsi que l'angle de rotation ç dans le 
plan BCD d'une section transversale passant par le même point À. 

Solution. La fig. 54.8,b, c et d représente les épures des moments flé- 


chissants M}, agissant dans des plans verticaux, M de agissant dans les plans 


horizontaux, ainsi que l'épure des moments de torsion M}, tous ces moments 
étant provoqués par les charges réelles. Les épures correspondantes sont placées 
comme toujours du côté des fibres tendues de chaque élément. Les signes des 
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moments de torsion sont indiqués sur l’épure. La direction positive sera adoptée 
pour un moment qui tend à faire tourner la partie isolée du système, vue du 
côté de Ia partie restante, dans le sens des aiguilles d’une montre. 

Pour déterminer les déplacements cherchés appliquons au point Æ une 
charge horizontale unitaire parallèle à l'élément BC (fig. 54.8,e). Les épures 


dos moments Mer) Mer et M}; provoqués par cette charge sont indiquées 
à la fig. 54.8,f. 

La formule des déplacements (30.8) donne après multiplication des épures 
par la méthode de Véréchtchaguine : 


1.1/2 { 1 1.1.4 2.2 2 { 1.2.4 
a (Ste) ts art 


Les deux premiers termes de cette expression tiennent compte des moments 
fléchissants agissant dans les plans verticaux, le troisième des moments 
fléchissants agissant dans les plans horizontaux et le dernier du moment 
de torsion. Tous ces termes ont des valeurs positives, car les épures des moments 
fléchissants, dont les quatre premiers termes représentent le produit, sont dis- 
posées d'un même côté de chaque élément envisagé, tandis que les moments 
de torsion sont de même signe. ’ 

| : ; xd 

En substituant dans l'expression ci-dessus 2J au lieu de F7, (7 7) 

nous obtenons 


4 4 tt! 16 45 
ar (gts tétz ti}. 
Afin de déterminer l'angle de rotation œ de la section À nous appliquerons 
à cette section un moment unitaire agissant dans le plan BCD (fig. 54.8,g). 


Les épures des moments Mex Mb et M, correspondant à ce chargement 


sont représentées à la fig. 54.8,4 (les moments MA. restent nuls dans toutes 
les sections du système). | 
En appliquant l'expression (30.8) nous trouvons 


_2+4 1 441.1 4.2.4 1 L 
Pen RE Er EU 0) 


Etant donné que lors de la construction des épures les sollicitations et les 
longueurs ont été exprimées en tonnes et en mètres, les valeurs de Æ doivent 
être prises aussi en t/m? et les valeurs de J en m4. Dans les solutions trouvées 
les déplacements linéaires A seront exprimés également en mètres et les 
déplacements angulaires @ en radians. Les valeurs de ces deux déplacements 
sont positives et, par conséquent, ces déplacements coïncident en direction 
et en sens avec la charge unitaire de la fig. 54.8,e et avec le moment unitaire de 
la fig. 54.8,g. 


CHAPITRE 9 


CALCUL DES SYSTÈMES HYPERSTATIQUES 


EÉLÉMENTAIRES PAR LA MÉTHODE 
DES FORCES 


$ 1.9, Généralités 


En étudiant la résistance des matériaux le lecteur a déjà eu l'occa- 
sion de rencontrer des systèmes dont le calcul des efforts intérieurs 
ne peut s'effectuer à l’aide des seules équations fournies par la stati- 
que ; leur étude exige le recours à des équations supplémentaires — 
celles des déformations. Les systèmes de ce type s'appellent systèmes 
statiquement indéterminés ou hyperstatiques. 

Les systèmes hyperstatiques se distinguent des systèmes isostati- 
ques par le fait que la répartition des efforts intérieurs y dépend 
non seulement des charges appliquées, mais également des relations 
existant entre les dimensions des sections transversales de leurs 
éléments constitutifs. Si ces éléments sont en matériaux différents, 
la répartition des efforts intérieurs dépendra en surcroît des proprié- 
tés élastiques de ces matériaux. Une autre particularité des systèmes 
hyperstatiques est leur grande sensibilité aux dénivellations d’ap- 
puis, aux variations de température, aux défauts de montage, etc., 
qui engendrent dans ces systèmes des efforts supplémentaires, alors 
que le travail des systèmes statiquement déterminés n'est guère 
influencé par les facteurs de ce type. 

Dans le domaine de la construction les systèmes hyperstatiques 
constituent une catégorie très importante et sont extrêmement répan- 
dus dans de nombreuses branches de l'industrie moderne. 

L'étude d’un système hyperstatique doit toujours débuter par 
une analyse de son schéma, cette analyse étant nécessaire primor- 
dialement pour déterminer son degré d’hyperstaticité. 

Le degré d'hyperstaticité est égal au nombre de liaisons surabon- 
dantes * dont l'élimination convertit le système donné en un système iso- 
statique invariable. Comme il a déjà été indiqué plus haut, par système 
invariable ou géométriquement stable nous entendrons les systèmes qui 
ne peuvent changer de configuration sans déformation de leurs éléments. 


* En Mécanique des Constructions nous entendrons par liaisons tout ce 
qui empêche le déplacement des divers points et sections du système les uns 
par rapport aux autres. Le terme « liaison surabondante » ne signifie nulle- 
ment que cette liaison est inutile. 
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Les systèmes isostatiques ne possèdent aucune liaison surabondan- 
te; l'élimination d’une seule liaison transforme toujours ces systè- 
mes en sysièmes déformables, c’est-à-dire en mécanismes. 


a} 
SI D a 
4 a) b) 
C} 
| D | | 
ps / "À 7 
Fig. 1.9 Fig. 2.9 


La poutre de la fig. 1.9,a constitue un système à un degré d'hy- 
perstaticité car l’une de ses barres d'appui fournit une liaison sur- 
a) abondante avec le sol. En 
éliminant l’une quelconque 
des barres d'appui (fig. 1.9, 
b) ou en introduisant dans 
la poutre une articulation 
(fig. 1.9,c) on obtiendrait 
un système isostatique inva- 
riable. 

Le cadre de la fig. 2.9,a 
constitue un système à trois 
degrés d'hyperstaticité car 
sa transformation en systè- 
me isostatique requiert que 

Fig. 3.9 l’on sectionne l’un de ses 

éléments (fig. 2.9,b), ce qui 

équivaut à l'élimination de trois liaisons internes. Les réactions 

développées par ces liaisons sont: l’effort normal, l'effort tranchant 

et le moment fléchissant agissant au droit de la section. Les équa- 

tions fournies par la statique ne permettent pas de trouver ces réac- 

tions. Tout autre contour fermé se trouverait, au point de vue stati- 

que, dans les mêmes conditions, les cadres et contours fermés plans 

à nœuds rigides constituant toujours des systèmes à trois degrés 
d'hyperstaticité. | 

Les portiques de la fig. 3.9 présentent des exemples de systèmes 
pareils. Dans le portique encastré de la fig. 3.9,b le sol peut être 
considéré comme constituant une barre infiniment rigide. 
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Contour 
fermé 


b) 


Contour 
fermé 


Le système représenté à la fig. 4.9,a est muni d’une articulation 
au centre de la traverse supérieure. Dans une section prise au droit 
de cette articulation on n'aurait que deux efforts intérieurs W et 
Q (fig. 4.9,b). Par conséquent, le contour supérieur est deux fois 
hyperstatique, tandis que le degré d'hyperstaticité de l’ensemble 
du système est égal à 5, car le contour inférieur est fermé et par 
conséquent hyperstatique au troisième degré. Le même système 


a) 


LAS L s ? 


Fig. 4.9 


avec toutes ses liaisons surabondantes éliminées pourrait être cons- 
titué par deux barres encastrées à leurs extrémités inférieures et 
portant des consoles horizontales comme indiqué à la fig. 4.9,b. 

Le degré d’hyperstaticité du système envisagé pourrait être 
déterminé également de la façon suivante: son contour supérieur 
muni d'une articulation intérieure possède deux liaisons surabondan- 
tes et par conséquent ce contour est hyperstatique au deuxième degré. 
En outre, chacun des encastrements d'appui est équivalent à trois 
liaisons et par conséquent les deux encastrements du portique repré- 
sentent au total six liaisons. La statique ne permettant de déterminer 
que trois forces de liaison, les trois autres sont des liaisons surabon- 
dantes. Nous voyons donc que le système en entier est hyperstatique 
au cinquième degré. 

Notons que pour un système hyperstatique donné l'élimination 
des liaisons surabondantes transformant ce système en système 
isostatique peut généralement s'effectuer de plusieurs façons dif- 
férentes, mais le nombre de liaisons éliminées restera toujours le 
même. Ainsi, par exemple, les systèmes isostatiques représentés 
à la fig. 1.9,b et c ont été obtenus en partant d’un même système 
hyperstatique (fig. 1.9,a), l'un en éliminant l'appui intermédiaire 
et l’autre par l'introduction d’une articulation, c’est-à-dire par 
l'élimination de la liaison qui s'opposait à la rotation mutuelle des 
deux tronçons de poutre situés de part et d’autre de l'articulation. 
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Le remplacement d'un nœud rigide formé par la rencontre de deux 
barres par une articulation ou l'introduction d'une articulation dans 
l'une des barres d'un système statiquement indéterminé élimine toujours 
une liaison et abaisse le degré d’'hyperstaticité du système d'une unité. 
Ci-dessous nous désignerons les articulations de ce type par le terme 
articulation ordinaire. 

En éliminant les liaisons surabondantes d’un système il faut 
toujours veiller à l’indéformabilité de ce système. À ce point de 
vue il serait inadmissible d'éliminer une des barres d'appui vertica- 
les supportant le portique de la fig. 5.9,a, car les directions des trois 
barres d'appui restantes s’intersecteraient alors en un seul et même 


a) : b) CS 


Fig. 9.9 


point À et par conséquent ces barres ne pourraient plus s’opposér 
à la rotation du système autour de ce point. Une façon correcte 
d'éliminer les liaisons surabondantes de ce système est représentée 
à la fig. 5.9,c. 

Pour les systèmes hyperstatiques compliqués la détermination 
du degré d'hyperstaticité peut s'effectuer en se basant sur le fait 
que chaque articulation introduite au droit d’un nœud formé par 
la rencontre de X barres abaisse le degré d'hyperstaticité du système 
de (X — 1), car une telle articulation remplace (X — 1) articula- 
tions ordinaires (fig. 6.9,a). Il s'ensuit que pour déterminer le degré 
d’hyperstaticité d’un système il faut multiplier par trois le nombre 
de contours fermés qui le constituent (on admet que toutes les arti- 
culations, y compris les articulations d'appui, sont remplacées par 
des .assemblages rigides) et ensuite réduire le nombre obtenu parle 
nombre d'’articulations ordinaires en tenant compte du fait qu’une 
articulation introduite au droit d’un nœud vaut, comme nous venons 
de l'indiquer, (À — 1) articulations ordinaires. Mathématiquement 
cette règle peut s'exprimer par l'équation suivante: 

n = 3m — À. (1.9) 

Dans cette expression n est le degré d'hyperstaticité du système, 
m est le nombre de contours fermés constituant le système et À est 


le nombre d’articulations ordinaires. On se souviendra qu'une arti- 
culation introduité au droit d’un nœud formé par la rencontre de 
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deux barres est une articulation ordinaire, une articulation 
introduite au droit d'un nœud formé par trois barres est une arti- 
culation double et ainsi de suite. 

Pour le système représenté à la fig. 6.9,b on peut compter 8 con- 
tours fermés (numérotés en chiffres romains) et au droit de chaque 
articulation nous avons inscrit le nombre correspondant à son équiva- 
lent en articulations ordinaires. Les barres horizontale et verticale 


a) À rticulaiion, Commune b) 


Fig. 6.9 


formant les nœuds extérieurs du système sont considérées comme 
une seule barre coudée car elles sont rigidement reliées l’une 
à l’autre. Par conséquent, m—8, A—=3+3+3+4+1 + 
+2+HA+LA+HA +1 = 20 et h — 3-8 — 20 — 4, ce qui veut 
dire que le système possède un degré d'hyperstaticité égal à quatre. 

Comme déjà indiqué, l'élimination d'une liaison quelconque 
d'un système isostatique transforme immédiatement ce système 
en mécanisme et par conséquent le système isostatique comprend 
le nombre de liaisons strictement minimum nécessaire pour en assurer 
l'invariabilité. Toute liaison introduite en surplus de ce nombre 
minimum est une liaison surabondante qui transforme le système 
en système hyperstatique. Il est clair que dans tout système hypers- 
tatique on peut éliminer au moins une des liaisons sans préjudice 
à son indéformabilité. Toutefois il y existe d’autres liaisons auxquel- 
les on ne peut toucher sans porter atteinte à l’invariabilité du 
système. Ci-dessous nous désignerons les liaisons de ce genre par le 
terme liaisons essentielles. Notons que les efforts correspondant 
à ces liaisons peuvent toujours être déterminés à l’aide des équations 
fournies uniquement par la statique. Comme exemple d'une liaison 
essentielle citons les barres d'appui verticales du portique de la 
fig. 9.9,a. L'élimination de l’une quelconque de ces deux barres 
rend immédiatement le système géométriquement instable. 
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Les liaisons dont l'élimination peut s'effectuer sans préjudicier 
à l'invariabilité du système sont des liaisons surabondantes ordi- 
naires. Les efforts correspondant à ces liaisons ne peuvent plus être 
déterminés uniquement à l’aide des équations d'équilibre. Comme 
exemple de liaisons de ce type citons les barres d'appui horizontales 
du même portique (voir fig. 9.9,a). 

Nous savons que pour chacun des systèmes de forces qui se trouvent 
dans un même plan et qui s’équilibrent mutuellement la statique 
fournit trois équations d'équilibre indépendantes. Donc, si un syste- 
me quelconque est relié au sol par-trois barres 
d'appui, les efforts engendrés dans ces barres 
peuvent être déterminés à l’aide des équations 
de Ia statique, indépendamment du degré 
d'hyperstaticité de l’ensemble du système. Par 
conséquent, un système hyperstatique à trois. 
liaisons d'appui (voir fig. 2.9,a) est appelé syste- 
me intérieurement hyperstatique. Éxtérieurement 
un tel système est isostatique, car toutes les réac- 
tions d'appui qui ensemble avec les charges 
forment pour le système donné les sollicitations 
extérieures, peuvent être trouvées en partant 
uniquement des équations d'équilibre. Pour de tels systèmes 
toutes les liaisons extérieures constituent des liaisons essentielles. Par 
contre, si un système hyperstatique possède plus de trois liaisons. 
d'appui on peut le considérer à volonté soit comme étant extérieu- 
rement hyperstatique, soit comme l’étant intérieurement, soit comme 
l’étant tous les deux à la fois. En effet, parmi toutes les liaisons nous 
pouvons choisir arbitrairement celles que nous considérerons comme 
surabondantes. Ainsi par exemple le portique une fois hyperstatique 
de la fig. 5.9,a peut être considéré comme étant hyperstatique 
extérieurement, si c'est la barre d'appui horizontale droite que l’on dé- 
cide d'éliminer pour le convertir en système isostatique (fig. 5.9,c). 
Par contre, si l’on adopte comme liaison surabondante la liaison qui 
s'oppose à la rotation d’une partie de la traverse par rapport à l’au- 
tre, c'est-à-dire si l’on décide de convertir le système de départ en 
système isostatique en introduisant l'articulation indiquée à la 
fig. 7.9, le système devra être considéré comme étant intérieurement. 
hyperstatique. Le portique de la fig. 8.9,a dont le degré d'hypersta- 
ticité est égal à six peut être considéré : a) comme étant trois fois 
hyperstatique intérieurement et trois fois extérieurement, si sa 
transformation en système isostatique représenté à la fig. 8.9,b 
s’opère par élimination de trois liaisons extérieures (élimination 
d’un encastrement et de trois liaisons intérieures); b) comme étant 
deux fois hyperstatique extérieurement et quatre fois intérieure- 
ment, si l’on décide de convertir ce système en système isostatique 
comme indiqué à la fig. 8.9,c; c) finalement, ce système sera con- 
sidéré comme étant six fois hyperstatique intérieurement, si son 


Fig. 7.9 
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convertissement en deux systèmes isostatiques séparés s'effectue 
comme indiqué à la fig. 8.9,d. Par contre, on ne peut considérer le 
portique donné comme étant hyperstatique seulement du point 


HRAR 


Fig. 8.9 


de vue de ses liaisons extérieures, car le système possède en tout six 
liaisons surabondantes et le nombre maximum de liaisons extérieu- 
res, qui peuvent être éliminées sans préjudicier à la stabilité du 
système, ne s'élève qu'à trois. il s'ensuit que la transformation du 
système donné en système isostatique ne peut pas être effectué sans 
élimination de liaisons intérieures. 


$ 2.9. Equations canoniques de Ia méthode des forces 


Au paragraphe précédent nous avons mentionné que le calcul 
des efforts intérieurs engendrés dans les systèmes hyperstatiques 
requiert l’utilisation d'équations supplémentaires constituées par 
les équations des déformations ou des déplacements du système. 
Afin d'obtenir ces équations par la méthode dite des forces il faut 
transformer en premier lieu Le système donné doué d'un degré 
d'hyperstaticité égal à n en un système isostatique par élimination 
des liaisons surabondantes. Le système obtenu de cette façon sera 
désigné ci-dessous par le terme système isostatique principal. 

L'élimination des liaisons ne modifie en rien les efforts intérieurs 
ni les déformations, si au lieu de ces liaisons on introduit 
des efforts et couples supplémentaires équivalents aux réactions 
développées par les liaisons éliminées. Par conséquent, si le système 
principal est soumis en surplus des charges extérieures aux réactions 
qui correspondent aux liaisons surabondantes éliminées, les défor- 
mations de ce système et les efforts intérieurs qui y seraient engendrés. 
seront exactement les mêmes que dans le système de départ et 
les deux systèmes deviendront équivalents. 
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Les liaisons rigides du système de départ annulent les déforma- 
tions de ce système suivant leurs directions et par conséquent dans 
le système principal tout déplacement suivant la direction des 
liaisons correspondantes doit être également nul. Il s'ensuit que Les 
valeurs des réactions surabondantes doivent rendre les déplacements 
du système principal suivant leurs directions égaux à zéro. 

L'équation exprimant cette condition peut s’écrire en vertu 
du principe de superposition sous la forme suivante: | 

= A+ Aist... + Ai, n-1 + Ain + Aip=0. (2.9) 

Dans cette expression le premier des deux indices placés en bas 
de À indique la direction du déplacemen: (qui coïncide avec le numé- 
ro de la liaison éliminée) et le deuxième — la cause de ce déplace- 
ment. De cette facon le terme AÀ;; doit être interprété comme dépla- 
cement suivant la direction à causé par fa réaction de la liaison #. 
Quant au terme A;, il indique le déplacement suivant la direction 
de la liaison à causé par le système des charges extérieures données. 

Désignons la valeur de La réaction au droit de la liaison 4 (cette 
réaction pouvant être soit un moment, soit un effort) par À 4 et 
remplaçons les déplacements A;, par des déplacements unitaires 
Ô;1 qui, comme on le sait, sont reliés par l'expression A;, — X20;x. 
L'expression (2.9) devient alors: 


| A; X 1014 + X r0i2 + see + Xn-idi, n1 + Xndin + Aip= 0. (3.9) 


De cette façon l’équivalence du système de départ et du système 
isostatique principal s'’exprimera mathématiquement par un système 
de n équations de premier degré: 


« — 
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Les équations (4.9) sont les équations des déformations permet- 
tant de résoudre le problème des réactions d’appui et des efforts 
intérieurs engendrés dans le système hyperstatique donné. La pre- 
mière de ces équations exprime que le déplacement du système prin- 
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cipal suivant la direction de la première des liaisons éliminées 
(c’est-à-dire suivant la direction de l'effort ou du moment X;} est 
égal à zéro, la deuxième que le déplacement du même système 
suivant la direction de la deuxième liaison éliminée l’est également, 
et ainsi de suite. 

Les équations (4.9) seront désignées ci-dessous par le terme 
équations canoniques de la méthode des forces. Cette expression indique 
tout d’abord que ces équations sont écrites conformément à des 
règles bien définies et deuxièmement, que les inconnues contenues 
dans ces équations sont des efforts correspondant aux réactions des 
liaisons éliminées. Le nombre des équations sera toujours égal au 
nombre des liaisons éliminées et par conséquent au degré d’'hypersta- 
ticité du système de départ. 

Notons que les équations canoniques, en ce qui concerne le 
nombre de termes contenus dans chaque équation et le nombre des 
équations elles-mêmes, sont déterminées complètement par le degré 
d’'hyperstaticité du système et ne dépendent guère des autres parti- 
cularités de ce dernier. 

Les coefficients accompagnant les inconnues dans le système des 
équations (4.9) représentent les déplacements unitaires du système 
principal isostatique causés par les efforts et moments unitaires 
agissant suivant les directions des liaisons éliminées. Les valeurs 
numériques de ces coefficients dépendent de la configuration du 
système ainsi que des dimensions des sections transversales de ses 
éléments et des matériaux dont ces derniers sont constitués. 

Le coefficient Ô;, du système des équations canoniques représente 
donc le déplacement suivant la direction ?, engendré par un effort 
unitaire agissant suivant la direction 4. Les déplacements unitaires 
Ô;; disposés suivant la diagonale dite principale du système des équa- 
tions canoniques et ayant deux indices identiques seront désignés 
par le: terme -déplacements principaux afin de les distinguer des 
déplacements secondaires Ô;, disposés suivant les diagonales dites 
secondaires et ayant deux indices différents. En vertu du théorème 
de Betty-Maxwell les déplacements secondaires situés symétri- 
quement par rapport à la diagonale principale doivent être toujours 
ÉLaUX !: 

dir — Ôpi *. 


Cette considération permet de réduire considérablement le volu- 
me des calculs nécessaires pour La détermination des coefficients du 


——— 


* Rappelons que la dimension des déplacements unitaires est donnée par 
le quotient d’un déplacement suivant la direction d'un effort par l'effort qui 
l'a causé. Par conséquent, la dimension d’une translation unitaire causée par 
une force sera donnée par cm/kg ct celle causée par un couple unitaire par 

cm 
kgcm kg 
pour dimension 1/kg et celle causée par un couple unitaire 1/kgcm. 


De même, une rotation unitaire causée par une force unitaire aura 
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système des équations Canoniques. Ce calcul s'effectue en détermi- 
nant les déplacements du système principal suivant les directions 
des efforts inconnus X causés par les forces et les couples unitaires 
agissant suivant les directions des efforts inconnus. Il est recomman- 
dé d'effectuer ces calculs en se servant des expressions des déplace- 
ments développées au chapitre précédent. 

Il est ainsi recommandé de tracer les épures unitaires des 


moments fléchissants M, agissant dans le système principal (c'est-à- 
dire des moments fléchissants engendrés par les efforts unitaires 
X;) en prenant soin de désigner chacune de cés épures par le 
numéro de l’inconnue correspondante. L’épure causée par les charges 
réellement appliquées (épure des M,) doit être construite à part. 
Le déplacement unitaire 6;4 s’obtient en multipliant l’épure unitaire 


M; par l'épure unitaire M, tandis que le déplacement causé par 
les charges effectivement appliquées A;, s'obtient en multipliant 
l'épure unitaire M; par l’épure réelle M, *. 

Les déplacements principaux sont toujours positifs. Quant aux 
déplacements secondaires et aussi aux déplacements réels, ils peuvent 
être soit positifs, soit négatifs. 

Ayant déterminé ainsi tous les coefficients des inconnues du 
système des équations (déplacements unitaires) ainsi que tous les 
termes connus de ces équations (déplacements engendrés par les 
charges réelles) on procède à la solution de ce système, ses racines 
fournissant les valeurs des réactions cherchées. Ensuite on procède 
à la construction des épures des moments fléchissants engendrés par 
chacune de ces sollicitations, c’est-à-dire par X1, Xo, . .. X;, etc. 
À cette fin il est commode d'utiliser les épures unitaires construites 
précédemment dont toutes les ordonnées devront être simplement 
multipliées par les valeurs des sollicitations correspondantes. 

La sommation des ordonnées caractéristiques des épures des 
moments causés par tous les efforts À et des ordonnées des moments 
causés par les charges réellement appliquées donnera l’épure défini- 
tive des moments fléchissants agissant dans le système hyperstatique 
de départ. 

Cette épure peut être obtenue également de Îa façon suivante: 
on applique au système isostatique principal les charges effective- 
ment appliquées ainsi que tous les efforts inconnus qui viennent 
d'être déterminés et l’on construit par les méthodes ordinaires l’épure 
générale des moments fléchissants causés par l’ensemble de toutes 
ces sollicitations. 

Notons que pour une seule et même construction on peut choisir 
plusieurs systèmes isostatiques principaux différents. Parmi ceux-ci 


.* Dans le raisonnement ci-dessus nous avons négligé l'influence des efforts 
normaux et tranchants. Si l’on désirait en tenir compte il faudrait construire 
les épures correspondantes que l’on multiplierait ensuite les unes par les 
autres. 


AN? 


il faut choisir soigneusement le meilleur, ce choix étant basé sur 
le nombre des déplacements secondaires qui se réduisent à zéro, ce 
nombre devant être aussi important que possible. On doit tenir 
compte aussi de la simplicité des épures des moments fléchissants 
dans le système principal envisagé. 

Prenons comme exemple le portique de la tig. 9.9,a et examinons 
plusieurs variantes des systèmes isostatiques principaux. Admettons 


a) b - 


Système Système 
dé départ préneipal 


Fig. 9.9 


qu'on décide d'éliminer trois liaisons qui s'opposent aux déplace- 
ments horizontal et vertical de l'extrémité inférieure du montant 
gauche ainsi qu’à la rotation de cette même extrémité. Dans ce cas 
on obtiendrait le système isostatique principal de la fig. 9.9,b. Les 
inconnues X1, X> et X: représenteront les réactions des liaisons 
éliminées et Le système des équations exprimera que les déplacements 
suivant les directions de ces liaisons sont nuls. 

Adoptons un autre système principal obtenu en sectionnant la 
traverse comme indiqué à la fig. 9.9,c. On élimine ainsi trois liaisons 
qui s'opposent aux déplacements mutuels des extrémités de l' élément 
sectionné situées immédiatement de part et d'autre de la section. 
Par conséquent, chacune des inconnues X;,, X: et X: représente 
dans Ce cas un groupe formé par deux efforts ou deux couples opposés. 

Quant au système des équations canoniques ce système conserve 
toujours la même forme indépendamment du choix du système prin- 
cipal. 

Si ce choix serait tombé sur le système représenté à La fig. 9.9,b, 
les équations canoniques exprimeraient l'égalité à zéro des déplace- 
ments de l'extrémité inférieure du montant gauche du portique 
Par contre, si l’on avait choisi pour système isostatique principal 
celui montré à la fig. 9.9,c, les équations exprimeraient qu’il n'y 
a aucun déplacement mutuel des deux extrémités adjacentes de la 
traverse au droit de la section considérée. En même temps ces équa- 
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tions n’excluent point la possibilité des déplacements communs ou 
rotations communes de ces deux sections. 

Cela étant, le coefficient Ô12 relatif au système principal de la 
fig. 9.9,b représente Le déplacement horizontal de l'extrémité infé- 
rieure du montant gauche du portique sous l’effet de l’effort unitaire 
vertical X>. En même temps pour le système principal repré- 
senté à la fig. 9.9,c Ô12 représente la modification de la distance 
verticale entre deux sections adjacentes de la traverse causée par le 
groupe de deux efforts horizontaux X° = 1 


$ 3.9, Calcul des systèmes hyperstatiques simples 


Examinons l’ordre des opérations à effectuer lors du calcul des 
systèmes hyperstatiques en prenant comme exemple une poutre 
encastrée à l'extrémité gauche et simplement appuyée à l'extrémité 
droite (fig. 10.9,a). | 

Adoptons comme système principal la poutre encastrée à l’extré- 
mité gauche comme indiqué à la fig. 10.9,b. Ce sysième a été obte- 
nu en éliminant une liaison du système de départ, cette liaison cor- 
respondant à un appui articulé simple. Par conséquent, le système 
donné est hyperstatique au premier degré. 

Appliquons au système principal ainsi obtenu la réaction X; 
(encore inconnue) de l’appui droit ainsi que La surcharge unifor- 
mément répartie d'intensité g sollicitant le système de départ 
(fig. 10.9,b) et formons l'équation exprimant que le système princi- 
pal est équivalent au système de départ: 


X 011 + Ag = 0. (5.9) 


Cette équation montre qu'il n’y a aucun déplacement suivant 
la direction de l'appui éliminé. 

Afin de déterminer la valeur X: il faut calculer le coefficient 
Ô11 et le terme connu A1,. Le premier représente le déplacement du 
système principal suivant la direction de l'effort X, causé par l'ac- 
tion d’une charge unitaire agissant dans la même direction (fig. 10.9,c). 
Déterminons ce déplacement en multipliant l’'épure unitaire des 
moments fléchissants M, par cette même épure (fig. 10.9,c). Le ter- 
me À, (qui représente le déplacement suivant la direction de X; 
engendré par les charges réellement appliquées) est calculé en mul- 
tipliant la même épure unitaire M, par l’épure des moments des 


charges réelles M, (fig. 10.9,d). 


On a ainsi: | 
S Hat es À Mr de. a 
17 "2 3 EÆEJ 3EJ 19 7 3 2 4° EJ 8EJ 


En introduisant les valeurs ainsi obtenues de Ô:, et de A4, dans 
l'expression (5.9) et en solvant cette équation par rapport à X1, 


3$h 


on trouve: 


Afin d'obtenir l'épure résultante des moments fléchissants pour 
le système hyperstatique donné il suffit de multiplier par la valeur 
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Fig. 10,9 Fig. 12.9 


X. toutes les ordonnées de l’épure umitaire M, (fig. 11.9) et de les 
additionner aux ordonnées de l'épure des moments M, engendrés 
par les charges réelles (fig. 10.9,d). 
Ainsi à mi-portée de la poutre l’ordonnée de l’épure résultante 
des M sera égale à 
MMA EM ,n 1 
RS GS ET 8 6: 
De même, à l’encastrement l’ordonnée de l'épure résultante 
sera donnée par: 


— 3 [2 12 
M=MiX1+ MP —-< —<— . 


L'épure résultante des moments fléchissants est représentée 
à la fig. 12.9. Notons que pour déterminer la valeur extrémale de 
M et trouver ensuite sa position, il est commode de procéder d’abord 
à la construction de l’épure des efforts tranchants Q. 
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Comme on sait, la position du point où cette épure passe par zéro 
correspond toujours à l’ordonnée extrémale de l'épure des M. 

Cette même poutre (fig. 10.9,a et 13.9,a) aurait pu être étudiée 
en utilisant un autre système principal, mettons celui obtenu par 


4) Système de départ g 


Fig. 13.9 


l'élimination de la liaison qui 
s'oppose à [La rotation de la sec- 
tion d'encastrement. Le système 
ainsi obtenu est représenté à 
la fig. 13.9,b L'épure unitaire 
des moments 4, engendrés dans 
le nouveau système principal 
par le couple inconnu X; ap- 
pliqué à l'extrémité gauche de la 
poutre est donnée à la fig. 13.9.c, 
tandis que l’épure -des moments 
fléchissants engendrés dans ce 
même système par les charges 
réelles est représentée à la 
fig. 13.9,d, 

En élevant au carré l’épure 
de M,, nous obtenons : 


En la multipliant par l'’épure 
de M, nous obtenons : 


Avec ces valeurs l'expression 
(5.9) nous donne : 


On voit donc que le système 
principal est soumis à l’action 
d'un moment X: — — qgl°/8 ap- 
pliqué à son extrémité gaucheet à 
la charge uniformément répartie 
d'intensité g (fig. 13.9,e). L'épure 
résultante des moments fléchis- 
sants engendrés dans le système 
principal par ces deux sollicita- 


tions est l'épure des moments fléchissants du système hyperstatique 
de départ (fig. 13.9,f). On voit que cette épure coïncide exactement 
avec celle obtenue précédemment (fig. 12.9) en se servant d’un 
système isostatique principal différent (voir fig. 10.9,b), 
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En se basant sur l'exemple considéré on peut établir l’ordre sui- 
vant des opérations pour le calcul des systèmes hyperstatiques par la 
méthode envisagée : 

4. On choisit tout d’abord un système isostatique principal obte- 
nu par élimination des liaisons surabondantes du système donné. 

2. Les liaisons éliminées sont ensuite remplacées par des solli- 
Citations inconnues (efforts ou moments) agissant suivant la direc- 
tion desdites liaisons. 

3. On forme les équations canoniques (4.9) qui expriment que 
les déplacements du système principalsuivant les directions des liaï- 
sons éliminées sous l'effet des sollicitations qui les remplacent, 
ainsi que sous l'effet des charges réellement appliquées sont nuls. 

4. On applique successivement au système principal les sol- 
licitations unitaires X1, ÆXo, ... À, et on construit les épu- 


res unitaires des moments fléchissants correspondants A7,. En 
outre on construit également l’épure des moments engendrés par les 
charges réelles M7, *. | 

5. On détermine tous les coefficients des inconnues du système 
des équations en multipliant l’une par l'autre les épures unitaires 
mentionnées à l'alinéa précédent. 

6. On détermine de même les termes connus de ces équations en 
multipliant les épures unitaires par l'épure engendrée par les charges 
réelles. 

7. On procède à la solution du système des équations canoniques 
par rapport aux inconnues X4, À», . . . Xn. 

8. Les ordonnées de l’épure résultante des moments fléchissants 
sont obtenues en multipliant les ordonnées de chacune des épures 
unitaires par la valeur trouvée de l’inconnue correspondante et en 
les additionnant aux ordonnées de l’épure des moments engendrés 
par les charges réelles **. On peut également appliquer au système 
isostatique principal tous les efforts inconnus dont les valeurs vien- 
nent d’être trouvées ainsi que les charges réelles. L'épure des 
moments de flexion qui en résulte sera identique à l’épure engendrée 
dans le système hyperstatique de départ. 

Examinons maintenant quelques problèmes relatifs au calcul 
des systèmes hyperstatiques les plus courants. 


Problème 1. On demande de construire l’épure des moments fléchissants 
pour le portique représenté à la fig. 14.9,a. | 

Le moment d'inertie de la traverse est double de celui des montants. 

Solution. Le portique envisagé étant hyperstatique au premier degré, 
le système principal peut être obtenu en éliminant la liaison représentée par 


* Nous considérons toujours le cas des systèmes pour lesquels on peut 
négliger l'influence des efforts normaux et tranchants. S'il en était autrement, 
il faudrait construire également les épures unitaires des Qi et des NW; ainsi que 
les épures correspondantes engendrées par les charges rée les Qp et Mn. 

__ *# Il est recommandé chaque fois de tracer les épures nouvelles et non de 
changer les échelles des épures unitaires obtenues précédemment, car cette 
dernière méthode constitue une source d'erreurs fréquentes. 


389 


la barre d'appui horizontale droite (fig. 14.9,b). L'épure unitaire des moments 
de flexion ainsi que l’épure des moments engendrés par les charges réelles pour 


Fig, 14.9 


ENS 
a 


vor 


o OUIIÉE 
LE 1] 


pin, 


Fig. 15.9 


un système pareil ouet été obtenues au chapitre précédent (voir fig. 29.8,b et ch. 


X 1011 + Aip — 0. 


Nous pouvons écrire: 


Déterminons le coefficient Ô41: 
hè 2 


4 ,. hah h? 
ui —2: 9 ah: EJ: F 2EJ: SE 6EJ, (4h + 3a). 


Le terme connu a été calculé précédemment (voir $ 9.8, problème 2) : 


Ph? [h 
A = nn ( 

| 1p EJ; 

et,. par conséquent, 


& 
312) ET, 


Re Uh-+ 36); 


L'épure résultante des moments de flexion peut être obtenue maintenant 
en multipliant toutes les ordonnées de l'épure unitaire par P/2 et en les addi- 


Système 


Système 
principal 


de départ 


À; 


X2 
Fig. 16.9 


tionnant ensuite aux ordonnées de 
l’épure des moments engendrés par 
les charges réelles. Cette épure est 
représentée à la fig. 15.9. 

Problème 2. On demande de 
construire l'épure des moments 
fléchissants pour le système re- 
présenté à la fig. 16.9,a. 

Solution. Le système est hy- 
perstatique au deuxième degré. 
Adoptons comme système principal 
une poutre coudée, encastrée à 
l'extrémité droite (fig. 16.9,b). 

Ecrivons le système des équa- 
tions canoniques (4.9): 


X 1011 + X2012 + Aig = 0 ; 
X 4021 + X2022 + Ag = 0. 


Les épures unitaires et celle causée par les charges réelles dans le sys- 
tème principal sont données à la fig. 17.9. 
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Pour trouver 8: élevons au carré l'épure des M: 
__ ai 2 ë __ 4aÿ 
Ôu—=—— (Sete a) = SET ‘ 

Multiplions l’épure des M, par celle des M: 


do So — 1 a aë 
PET ER 20 LE): 
Elevons au carré l'épure des M : 
4 a? 2 a 
Ô22 | 


__ À fqañ a 3 ga __ 5ga4 
May (Es -ret 2 ] BEJ ? 
o 4 ga? a gai 
Ma ET 2 V2 4: 


En introduisant les valeurs des déplacements aïnsi obtenues dans le sys- 
tème des équations canoniques et en divisant toutes ces équations par le mul- 
3 


tiplicateur commun ET nous obtenons: 
à 1 D 1 1 1 
gg it ga=0; — Ait A2 7 ga 0. 


En solvant ce système, nous trouvons : 
3 3 
Kia; À2=5:08. 


Afin d'obtenir l'épure définitive des moments de flexion appliquons 
au système principal les efforts inconnus que nous venons de trouver, en pre- 


nant soin de diriger l'effort X; de droite à gauche, car sa valeur a été trouvée 
négative (fig. 18.9,a). 


XF 
Fig, 17.9 


Formons maintenant les équations des moments fléchissants agissant dans 
chacune des branches de notre système. 


3941 


Comme d'habitude nous considérerons l’extrémité inférieure du montant 
comme étant celle de gauche et nous la marquerons par une croix. 


a) ” 


9 
ÿ 


Epure 
résultante 
des M 
Fig. 18.9 
Section J-I: 
: à : 
M1 77 gars — + : 
pour z,—=0 M!=0; 
LS ER EE LOIRE NE LR 
pour = M = a = Eg 2 
_ 13, qe _ ge 
pour z1— M° = PL RME EDS PS 


Déterminons la valeur maximum de M!. A cette fin égalons à zéro la déri- 
vée première de M par rapport à zx: 


us 
d’où 
3 
TE 
et ainsi 
3 3 9 9 
RS ER NU RS 
Moax= 7 gag 7 gg 
Section [1I-T]: 
Jr 9 3 ga 
M = gg 0 gi TS 
2 
pour z2—=0 MT = << ; 
— 1 3 pa. ge _ ga, 
pour Z2—a M°° — JE qaa + ga 7% 


L'épure résultante des moments de flexion est représentée à la fig. 18.9,6. 
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Problème 3. On demande de construire l’épure des moments fléchissants 
agissant dans le portique de la fig. 19.9. 

Solution. Le système envisagé est hyperstatique au troisième degré. Com- 
parons trois systèmes principaux différents donnés à la fig. 20.9. Chacun de 
ces systèmes étant isostatique et géométriquement stable, nous devons décider 
lequel des trois permettra d'obtenir le résultat désiré avec un minimum de 


a) b) 


Système 
de départ 


À! 
AS | | | 

: kL Variantes possibles des systèmes 
Fig. 19.9 Fig. 20.9 


calculs. À ce point de vue la préférence doit être accordée aux systèmes symé- 
triques, car pour ceux-ci on peut construire les épures unitaires et d’en effectuer 
les multiplications pour une moitié de la construction seulement. Pour cette 
raison nous rejetons d'emblée le système représenté à la fig. 20.9,a. 


2 
Il 
‘sù 

LI] 


TITI 


Ar 
h_ _h 


ART Ce TS 


1 


Ne ALLIE TRE 


ig. 21.9 


Les deux systèmes représentés à la fig. 20.9,b et c sont symétriques mais 
il sera plus facile de construire les épures nécessaires pour celui de la fig. 20.9,c. 
Par conséquent, nous adopterons ce dernier. Les épures des moments de 
flexion correspondant à ce système sont représentées à la fig. 21.9. 

Formons les équations exprimant que les déplacements mutuels des deux 


tronçons de la traverse sont nuls: 
X 1011 + X2010 + X8013 + Aip = 0; 
X 1021 + X 2022 + X 3023 + Azp —0; 
X 4031 + X2032 + X 3033 Asp — 0. 
Notons tout d’abord que toutes les épures peuvent être divisées, en deux 
catégories: celles qui sont symétriques (M1, M3) et celles qui sont antisymé- 


triques (W2 et M,). Les ordonnées des parties gauche et droite de ces dernières 
sont égales en valeurs mais elles sont disposées des côtés différentés des élé- 
ments correspondants du portique. ZI est facile de montrer que tous les dépla- 
cements, pour le calcul desquels les épures symétriques doivent être mudltipliées 
par les épures antisymétriqués, seront toujours nuls. 
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Dans l'exemple considéré pour la raison qui vient d'être mentionnée, les 
déplacements suivants se réduiront à zéro: 


Oi2r Voir O2gs Ôger Aip €t Asp 
Par conséquent, le système des équations canoniques prendra la forme: 
X 1011 FX 30130, Kids + X3033— 05  Xo029 + Aop = 0. 
Les deux premières équations donnent immédiatement: 
X1=—0 et X3=0. 


Il ne reste qu'à résoudre La troisième équation qui donne: 


Azp 
—— 
? O2 
Calculons les déplacements An et O92: 
Re 
ep 2 2 EJ  2EJ ? 
a\2 1 2 a a a 2 a? 
de (5) 555 +2 JE 1257 (+68) 
Il en résulte que 
OPR? 


27 a(a+-6h) 
Multiplions maintenant l’épure des M2 par X2 et additionnons les ordonnées 
obtenues aux ordonnées de l’épure correspondant aux charges réelles. L’épure 
résultante des moments fléchissants ainsi obtenue est représentée à la fig. 22.9. 
Problème 4. On demande de déterminer la poussée développée par un arc 
à deux rotules représenté à la fig. 23.9,a. La fibre moyenne de cet arc suit une 
parabole du deuxième degré dont l'équation est donnée par: 


4 
y= 5 (l— x) z. 


% 


Nous avons affaire ici à un arc surbaissé, car f/1 <<:1/5, à rigidité constante 
égale à EJ. 


a) ;ÿ 
| 
AE 7 
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Solution. Adoptons comme liaison surabondante l'appui horizontal gauche 
dont la réaction est égale à la poussée (fig. 23.9,b) et écrivons l’équation : 


Etant donné que la fibre moyenne de l'arc est curviligne on ne peut em- 
ployer la méthode de multiplication des épures et, par conséquent, l'intégrale 
de Mohr devra être calculée de la façon classique. | 

Pour un arc surbaissé ce problème n’est pas compliqué, car on peut sans 
erreur appréciable égaler ds à dr et prendre cos o — 1. Dans ce cas l’intégra- 
tion s'effectuera entre x = 0 et x =! L'angle ® mentionné ci-dessus est 
l'angle compris entre la tangente à la fibre moyenne de l’arc et l’axe des ahbacis- 
ses. Notons qu’en déterminant les déplacements d'un arc surbaissé causés par 
une De horizontale .on doit prendre en considération l'influence de l'effort 
normal. 

Par conséquent, nous déterminerons Ô;, en utilisant l'expression : 


8 S __ 

Çe Mids Nids 
su=\ ET +\ Er: 

0 0 ee 


dans laquelle 
_ A _ 
M=-ty=— x (l—x)s, Ni —1.cos p—= — cos p. 


En remplaçant ds par dx et posant cos—1, nous obtenons: 
l 
1672 | 1 __ 8 fl l 
TS AET: \ a (a) dr TE \ ds ET TE 
0 0 
Le déplacement A;,, se calculera d'après la formule: 
& MM pds 
Aip —= ET 3 
0 


dans laquelle 


et, par conséquent, 


8 
4 4 qx 
Ap = \ l (1— x) 2. (l— x) ds & 
0 


__EJ 
l 29f LA 
2qj q 
STE) \ (zx) adi= —5pr \ ({222— 21z$ + xd). dx — 
0 0 
REC COUR CLS DL) ES | Le 
LE (: 8 2 Hs )= 15EJ 


La solution de l'équation (6.9) donnera immédiatement la valeur de la 
poussée cherchée X;: 


gl? 
X= —{——. 
45 J 
SE 
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Problème 5. On demande de faire le calcul du système articulé représenté 

à la fig. 24.9,a. Les sections transversales de toutes les barres sont identiques. 
Les barres 5 et 6 n’ont pas d'articulation commune au centre de la figure. 

Solution. Le système étant hyperstatique au premier degré, nous pouvons 

obtenir le système principal en 


a) b) coupant la diagonale 6 (fig. 24.9,b). 
Système de départ Système préncipal je ec l'équation correspon- 
a : 


X 1011 + Asp — 0. 


Les déplacements ôu et Ai 
peuvent être déterminés en utilisant 
les expressions relatives aux poutres 
en treillis: 


Ni 1 
du D gr 27 2 Ni 


; NiN pl 1 = 
Fig. 24.9 hp= DE = pr DNiN pl. 


Dans ces expressions NW; représente les efforts engendrés dans les barres 
du système principal par la charge unitaire X41 et 4, les mêmes efforts 
engendrés par les charges réelles P. 

Tous les calculs nécessaires seront consignés au tableau ci-dessous, dans 
lequel nous avons omis la colonne relative aux sections transversales des barres, 
ces sections restant constantes. 


Tableau 1.9 


n° de la | N, | N) | NN)! | N?t 
| 
| Pa a 
i 3 es P un — . 
V2 V2 : 
4 d .- { p en Pa LA 
VE V2 2 
1 a 
K Ce — ————— {1 0 — 
V2 . 
1 Pa a 
4 q ———— P — —— Es 
V3 V2 … 
5 a V2 { — P V2 — 2Pa a V2 
6 a V2 { | 0 q) a V2 
_ Pa | = À 
Total 7 (3+2 V2) (2412 V2)a 


; Conformément aux données de ce tableau les déplacements 8,4: et A:, seront 
gaux : 


Pa | __ 4 — 
= C+2 V2) dur (2+2 2). 
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En introduisant ces valeurs dans l'équation canonique, nous obtiendrons : 


2 V2 +4 
La valeur des efforts dans chacune des barres du système hyperstatique 
donné pourra maintenant être calculée facilement en utilisant l'expression : 
Ni=N;ip+tNiXi 


Le premier terme de la partie droite de cette expression donne la valeur 
de l'effort dans la barre du système principal engendré par les charges exté- 
rieures P, le deuxième — la valeur de l’effort dans la même barre engendré 
par la réaction de la liaison surabondante. Notons que cette formule est basée 
sur le principe de superposition. 

Ainsi dans la barre 2 l'effort total sera égal à 


: 1 3722 _. 3+2V2 
PANNE MM Ce (— 75) F2 +2 44472) 
Problème 6. On demande de calculer la poutre sousbandée représentée 

à la fig. 25.9,a. 

Ce système est caractérisé par la présence d'une poutre principale travail- 


lant en flexion, dont la longueur est égale à la portée à franchir, et d’un sys- 
ème auxiliaire qui la renforce, dont les éléments travaillent comme ceux 


a} 
a P ©, 
# 


ALU EM 


L] 
Lara dd 


Système de départ 
P P 


PE 


dystème principal 
Fig. 25.9 Fig. 26.9 


d'un système articulé, c’est-à-dire en compression ou en extension pure. Dans 


la construction donnée toutes les sections transversales des éléments auxiliaires 
sont les mêmes. 


En calculant les déplacements de chacune des deux parties de la construc- 


tion on emploiera les expressions tenant compte des particularités du travail 
de chacune d'elles. 


Solution. Nous obtiendrons le système isostatique principal en sectionnant 
la barre 1-2 comme indiqué à la fig. 25.9,b. L'équation canonique aura la forme: 


Xrô11 + Asp = 0. 


Pour déterminer les valeurs du coefficient de l’'inconnue X, et du terme 
connu entrant dans cette expression, construisons les épures des moments de 


flexion M, et M; (fig. 26.9) pour la poutre principale et calculons les efforts 
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‘normaux dans les éléments de renforcement. Sous l'effet d’un effort unitaire 
X, agissant dans la barre horizontale 7-2 les montants subissent une com- 
pression dont la valeur est aussi égale à l'unité. Ces efforts sont repris direc- 
tement par la poutre principale. Dressons le tableau suivant pour les éléments 
du système de renforcement : 


Tableau 2.9 


2-3 
1-4 
2-5 


Total 
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CE 


Calculons les déplacements: 


a-2+-aa) -|- a (3+4 V2)=— 


a, 1 (S-< 
NT "gJ \ 2 3 


0 0 2a V2 

(8) 0 a 

0 0 2a V2 

0 0 & 

0 0 a 
Fr fon 


Ba3 nu 
= + pr B+4 V2): 


1 T Pa? 
Bip Z7 | 5 


2 


3 


} a-2— Pata | = — 


DPaÿ 
3EJ 


Substituons les valeurs de 6: et A; dans l’équation canonique et résol- 


Fig. 27.9 


vons-la par rapport à X!:: 
P 


3 EJ(3+4 V2) 
ITS Era 


À1 = 


La construction des épures des 
moments fléchissants et des efforts 
normaux s'effectuera comme d'habi- 
tude en additionnant les ordonnées 
des épures unitaires multipliées 
par X41 à celles des épures des 
charges réelles. 


Pour les systèmes représen- 
tés à la fig. 27.9 le lecteur est 
invité à: 


4) déterminer . leur degré 


d'hyperstaticité ; 


2) trouver des systèmes isostatiques principaux et en choisir les 
meilleurs : 

3) former les systèmes d'équations canoniques ; 

4) construire les épures unitaires ; 

o} calculer l’un quelconque des déplacements unitaires pour chacun 
de ces systèmes. 


$ 4.9. Calcul des systèmes hyperstatiques 
aux effets thermiques 


Les équations canoniques utilisées dans la méthode des forces 
prennent dans le cas des sollicitations thermiques la forme suivante: 


X 1011 EG X 2040 + À ads +... + Xndun + Au: = 0; 
RE (7.9) 


XiÔn1 + X0n2 au X 3073 + NS hs X nÔnn + An: mn 0; 


Dans ces équations O4, Oo, . . ., Onn Ont la même signification 
que précédemment, tandis que A4, Au, . .., À, représentent les 
déformations thermiques du système isostatique principal suivant 
les directions des réactions surabondantes X1, Xo ..., X,. 

Ces déplacements peuvent être calculés en utilisant les expressions 
(19.8) ou (20.8) données ci-dessus, dont la démonstration a été faite 
au $ 7.8 *: 

I | | l 
Am= D a 2 | Mn dz+ Date ÜNndz (19.8) 
Û 0 


(ALL 


Ami= Da 20;7+ Ya tb o. (20.8) 


Comme d'habitude les équations (7.9) expriment que les déplace- 
ments du système principal suivant les directions des liaisons éli- 
minées sont nuls. 

Problème. On demande de déterminer l'effort engendré dans le système 
hyperstatique au premier degré représenté à la fig. 28.9 et de construire l’épure 
des moments fléchissants dans le cas d’une augmentation de la température 
intérieure de 10°C, la température extérieure restant constante. 


#* On admet que les sections transversales des éléments sont symétriques 
par rapport aux axes passant par leurs centres de gravité. 
Î Î REA : li — 1 
1 f2 devrait être remplacé par #2 + : e Y» 


S'il en était différemment, 


y étant la distance de la fibre portée à la température #: au centre de gravité de 
la section. 
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Solution. Le système principal choisi est représenté à la fig. 29.9. L'équa- 
tion correspondante aura la forme: 


X 104 + Age = 0. (8.9) 
Ea utilisant l'expression (20.8) qui vient d'être mentionnée, nous obtenons: 
10 —0 a-a 14040 a? 
Au —@e he — (a+ 5 )-c- 5 a —15a ——5an. 
La valeur de ô4: sera trouvée en élevant au carré l’épure des Mi: 
À aa 2 | 4aë 
DÉC RES 7 DS 77, 


nons. 


TE  ., 


L'épure des moments fléchissants engendrés dans le système donné 
par l'accroissement de température mentionné sera obtenue en multipliant 


Fig. 29.9 


toutes les ordonnées de l'épure de M, par X:. Cette épure est représentée 
à la fig. 31.9, 


sl 


Fig. 31,9 


$ 5.9. Calcul des efforts engendrés 
par les déplacements d’appuis 


Dans un système hyperstatique des efforts intérieurs peuvent 
être engendrés non seulement par des sollicitations extérieures 
(charges ou effets thermiques) maïs également par les déplacements 
des appuis, translations, rotations ou les deux ensemble. 
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Etudions {a mise en équation du cas considéré en prenant comme 
exemple le portique de la fig. 32.9,a. La configuration de ce portique 
après le déplacement de l'appui droit est représentée à La même figure. 
Mettons que les composan- 
tes horizontale et verticale 
de ce déplacement sont éga- 
les à a et b respectivement, 
la section d'appui ayant en 
outre subi une rotation d’un 
angle . 

Choisissons trois systè- 
mes isostatiques principaux 
différents représentés à la 
fig. 32.9,6,c, d et examinons 
la formation des équations 
relatives à chacun de ces 


Système 
principal 


Système 
principal 


Système 
principal 


systèmes. X, } 
Prenons le système de la À À 
fig, 32.9,b. Sa caractéristi- *2 

que essentielle réside dans 

le fait que tous les efforts 

inconnus agissent suivant 

les directions des déplacements de l’appui. L'’effort X\ coïncide avec 
la direction du déplacement horizontal, l'effort X2>: avec celle 
du déplacement vertical (quoique agissant en sens contraire) tandis 
que le couple X, agit suivant Ia direction de la rotation de la section 
d'appui. 

Les valeurs de ces efforts doivent être telles que les déplacements 
du système principal soient exactement les mêmes que ceux de 
l'appui stipulés dans l’énoncé du problème. 

Les équations canoniques exprimant cette idée prendront l’al- 
lure suivante : 


Fig. 32.9 


X' 101 + À + X 3043 = €; 
X 1021 + Aope + Z30923 = — D; (9.9) 
X 1031 + X20 30 + X'a03 = P. 


Le signe moins précédant le membre droit de la deuxième équa- 
tion est dû au fait que l'effort X, agit en sens contraire au déplacement 
vertical de l'appui. 

Si l’on adoptait comme système principal celui représenté à la 
fig. 32.9,c, il faudrait considérer les déplacements donnés de l'appui 
B comme une charge et introduire dans les équations canoniques 
les termes connus correspondant à cette charge, ces termes étant 
désignés comme d'habitude par Ain, Aoa et Aza. On voit immédiate- 
ment que ces termes auront les valeurs suivantes (voir $ 14.8): 


Aa=a; Aga=—b+ip, Asa =. 
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Par conséquent, les équations canoniques prendront la forme: 


X 4014 + 2042 + Xa043 + a = 0; 
| X 1021 + X2022 + X 3023 — D + lp = 0; (10.9) 
À 1 0g4 + X2032 + 3033 + p — 0. 


Pour le système principal représenté à la fig. 32.9,d les mêmes 
équations deviennent : 


X 041 + X'od12 + Xa043 + Asa = 0; 
X 1021 + X'2020 + X 3093 + Aoa = p; (11.9) 
Xi 0a1 + XL 2032 + X 3033 + A3a = 0; 


Aya Aoa et Asa étant les déplacements du système isostatique prin- 
cipal suivant les directions de X1, X, et X, causés par les transla- 
tions de l’appui droit égales à a et b sui- 
vant l'horizontale et la verticale respec- 
tivement *. 

Nous avons vu au $ 14.8 que 
ces déplacements peuvent se calcu- 
ler facilement à l’aide de l’expres- 
sion : 


XiAia + >'RA=—D0, 


dont le membre gauche représente le 
travail des forces de l’état fictif le long 
des déplacements du système principal 
causés par les translations des 
appuis. 

L'état fictif du système principal, 
qu'il faut envisager pour trouver son 
déplacement angulaire suivant la direc- 
tion de À, causé par les translations 
a et b de l'appui droit, est représenté 
à la fig. 33.9,a. 

Dès lors le travail accompli par les 
forces de l’état fictif le long des dépla- 

Fig. 33.9 cements du système principal isosta- 
. tique, dont l’appui droit se déplace 
verticalement et horizontalement, pourra être exprimé par: 


PE | 
XiAa+srat+zb=0 


* La rotation de l’appui droit n'’entraîne aucun déplacement suivant les 
directions de X1, X2 et X: du système principal choisi. 
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d’où 


Le travail accompli par les forces de l'état fictif représenté à la 
fig. 33.9,b suivant les déplacements du système principal, causés par 
les mêmes translations de l’appui droit, sera donné par: 


| 1 
XaA 24 + Dh a—=- d = 0 
d'où 
ü 


b 
A2a — on one 


Le déplacement Aga sera donné par l'équation (fig. 33.9, c): 
Xsh34——a=0 
d'où 
a 
A3a=— . 


En introduisant les valeurs de Aya, Ava et Asa dans le système 
des équations (11.9) nous obtenons: 


X 1021 + Lo020 + X3023 — (5 ) =; | (12.9) 


X0a1 + Logo + K3033 + F = (. 


Notons que tous les termes des membres gauches de ces équations 
représentent les déplacements du système principal suivant les 
directions des liaisons sura- 
bondantes engendrées par les 
réactions de ces mêmes liaisons 
où par les translations de 
l'appui B. 

Les équations obtenues ci- 
dessus sont basées sur le prin- 
cipe .de superposition. On 
peut montrer facilement que 
les mêmes équations peuvent 
être obtenues en vertu du 
théorème de Betty. En effet, 
envisageons deux états du sys- 
tème  isostatique principal 
représentés à la fig. 34.9,a et b. 
et écrivons en se basant sur le Fig. 34.9 Fig. 35.9 


Troisième 
état 
féctif 


Premier 
état 
fectif 


théorème mentionné l'équation suivante: 
X 1011 + Xo0o1 — X 3021 == { “ (13.9) 


Le membre gauche de cette équation représente le travail des 
forces de l’état réel (fig. 34.9,a) suivant les déplacements de l’état 
fictif Z (fig. 34.9,b) et son membre droit, le travail de l'effort unitai- 
re X; de l’état fictif mentionné suivant le déplacement de l'état 
réel, ce déplacement étant connu et égal à a. 

Les deux autres équations peuvent être obtenues d'une façon 
analogue (fig. 35.9,a et b): 


X 1040 + X 2022 + X 3032 = — 1-b, | 
X 1013 + X2023 + Ads = 1: p. 


Les membres gauches de ces équations représentent les travaux 
accomplis paï les forces de l’état réel suivant les déplacements causés 
par les efforts unitaires des états fictifs 2 et 3 (fig. 35.9,a et b) tandis 
que leurs membres droits, ceux 
accomplis par les efforts des états 
| fictifs 2 et 3 suivant les déplace- 
P érLr ments de l'état réel. 
fictif La comparaison des équations 
(9.9) obtenues précédemment pour 
le système représenté à la fig. 32.9,b 
avec celle découlant du théorème 
de Betty [(13.9) et (14.9)] montre que 
ces deux systèmes d'équations sont 
absolument identiques, car Oo — 
= Oo, Vis — Our et 23 — O3. 
Néanmoins les idées contenues 
dans ces deux systèmes d'équations 
sont tout à fait différentes. En 
effet, les équations basées sur le prin- 
cipe de superposition expriment 
que les sommes des déplacements 

Fig. 36.9 suivant les directions des liaisons 
surabondantes sont nulles ou éga- 
les à des quantités prédéterminées. Quant aux équations basées sur 
le théorème de la réciprocité des travaux, elles expriment que les tra- 
vaux accomplis par les efforts de l’état réel du système isostatique 
principal le long des déplacements de ce système, engendrés par un 
ellort unitaire, sont égaux aux travaux accomplis par cette sollicita- 
tion unitaire et les réactions d’'appuis correspondantes suivant les 
déplacements de l’état réel. 

Pour mieux comprendre la méthode qui vient d'être décrite 
reprenons le calcul du même portique mais en adoptant, comme 
système principal, le portique triarticulé de la fig. 36.9,a. Les états 
fictifs correspondants sont indiqués à la fig. 36.9,b, c, d. 
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(14.9) 


Le système d'équations canoniques basées sur le théorème de la 
réciprocité des travaux s'écrit: 


un qu” 


b 
X 1 01a + Kodo1 + Kad = FH FT 
b 
X 1042 + Xo092 + X 3032 — P+xT ; (15.9) 
X 048 + X 2023 + Xa033 = —— - ] 


En comparant ces expressions avec celles obtenues précéderm- 
ment sur la base du principe de superposition [équations (12.9)] 
on s’aperçoit encore une fois que les deux systèmes sont absolument 
identiques. 

Dans la pratique courante les équations relatives au cas d’un 
déplacement des appuis sont généralement basées sur le théorème 
de Betty, cette méthode étant plus évidente. La même méthode 
aurait pu être employée pour l'étude des systèmes hyperstatiques 
soumis à des charges extérieures mais elle perdrait l’avantage qui 
vient d’être mentionné, la méthode basée sur le principe de superpo- 
sition représentant mieux l’état réel des choses. 


$ 6.9. Construction et contrôle des épures 
des efforts tranchants et normaux 


Une fois les réactions de toutes les liaisons surabondantes 
X1, Xo, ..., X, trouvées comme décrit plus haut, elles peuvent 
être appliquées en même temps que les charges réelles au système 
principal pour le calcul, par des méthodes ordinaires applicables 
aux systèmes isostatiques, des efforts tranchants © et des efforts 
normaux ÜV. Ces efforts ainsi que leurs épures représenteront les 
efforts et épures relatifs au système hyperstatique de départ. 

Les efforts normaux et tranchants agissant dans les systèmes 
hyperstatiques peuvent également être déterminés en partant de 
l'épure résultante des moments fléchissants. Envisageons en efiet 
un élément rectiligne AB de longueur isolé d’un système hypersta- 
tique par deux sections transversales À et PB. Dans le cas le plus 
général cet élément sera sollicité par (fig. 37.9,a): 

a) les charges extérieures : 

b) les moments fléchissants M,3 et M4 agissant dans les 
sections transversales À et B dont les valeurs peuvent être relevées 
directement sur l'épure correspondante ; 

c) les efforts tranchants Q,, et Q,4 ainsi que les efforts nor- 
maux Nix et Nha agissant dans les mêmes sections transversales. 

Convenons que la première des deux lettres apposées en indice 
aux M, N et Q indiquera la position de la section dans laquelle la 
sollicitation considérée agit, tandis que l’ensemble de ces deux 
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| lettres indiquera l'élément du 

a) Systére de charges donné système contenant cette sec- 

ù Ms tion. Ainsi M AB désignera le 

y, moment fléchissant dans la 

#4 section À de l'élément AB. 

| Etant donné que l'élément 

(APP AB est en équilibre, les efforts 

pe———#+ Qapr QgA et VzA peuvent être 

considérés comme les réac- 

b) Système de charges donné tions R4, Rget Æ respective- 

À —————, rent d'une poutre à deux 

appuis (que nous désignerons 

encore une fois par le terme 

« poutre de référence ») repré- 
sentée à la fig. 37.9,b. 

II s'ensuit que les efforts 
intérieurs agissant dans une 
section d'abscisse x de l'élé- 
c) Système de charges donné ment AB (fig. 37.9,a) et de la 

: L poutre de référence AB 
(fig. 37.9,b) seront identiques. 
En vertu du principe de su- 
perposition le moment fléchis- 
sant M agissant dans la sec- 
tion d'abscisse x de l'élément 
d) AB sera égal à la somme des 
moments engendrés dans la 
section correspondante de la 
poutre de référence par les 
sollicitations indiquées à la 
fig. 37.9,c et d': 
M — 
Fig. 37.9 Mi Min V4 — 


M dans cette expression étant le moment engendré dans la poutre 
de Sr par les charges extérieures (fig. 37.9,c) et Min + 
ne M pa AE 


M np et M BA (tig. 37.9,d) aux sections d' extrémité de cette poutre. 
Prenons, en vertu du théorème de Jouravsky, la dérivée première 
de cette expression. Nous trouvons: 


x, le moment résultant de l application des moments 


M __dM0  Mpa— Mas 
de Cp 
ou encore 
— Mag 
(Ge (16.9) 


406 


Dans cette expression Q0 est l'effort tranchant engendré dans la 
section correspondante de la poutre de référence par les charges qui 
lui sont directement appliquées (fig. 37.9,c). 

Les expressions que nous venons d'établir permettent de déter- 
miner les moments fléchissants et les efforts tranchants dans chaque 
section d’un élément rectiligne d’un système hyperstatique, pourvu 
que l’on connaisse les moments fléchissants agissant dans les sections 
extrêmes de cet élément ainsi que les charges qui lui sont directe- 
ment appliquées. 

Si les ordonnées de l’épure des M sont portées du côté des fibres 
tendues de chaque élément du système, on pourrait se servir de la 
règle suivante pour . a détermination du signe des efforts tranchants : 
l'effort tranchant est positif si l'axe de l'élément doit subir une rotation 
dans le sens des aiguilles d’une montre pour venir en coïncidence avec 
la tangente à l’épure des moments fléchissants dans la section correspon- 
dante, pourvu que l'angle de rotation ne dépasse pas 90°. N'umérique- 
ment la valeur de l'effort tranchant est proportionnelle à la tangente 
de cet angle de rotation. Cette règle, dont la démonstration a été 
donnée au $ 1.2, permet de déterminer le signe des efforts tranchants 
dans chaque section de l'élément AB, 

On sait que, selon la convention de signes adoptée, l'effort 
tranchant est considéré comme étant positif quand il impose une 
rotation dans le sens des aiguilles d'une montre à l'extrémité du 
tronçon de la poutre contiguë à la section considérée par rapport 
à l’autre extrémité de ce même tronçon. 

Pour déterminer les efforts normaux on peut isoler les nœuds du 
système en y appliquant les charges extérieures, les efforts tran- 
chants déjà trouvés, ainsi que les efforts normaux encore iñconnus 
et écrire ensuite les équations exprimant que chacun de ces nœuds 
est en équilibre. On peut également avoir recours à l'artilice exposé 
au début de ce paragraphe. 


Problème. On demande de construire les épures des Q et des N pour le por- 
tique dont l’épure des moments fléchissants est donnée à la fig. 38.9 

Solution. Commençons ia construction de l'épure des efforts tranchants 
par le montant 1-2. L'épure des moments fléchissants relatifs à cet élément 
est délimitée par une ligne droite, aucune charge extérieure n’y étant appli- 
quée. Par conséquent, l'effort tranchant restera constant tout le long de cet 
€lément. Cet effort tranchant sera négatif, car l’axe de l’élément doit tourner 
dans le sens inverse des aiguilles d'une montre pour coïncider avec la tangente 
à l’épure des moments (cette tangente étant confondue dans ce cas particulier 
avec la ligne délimitant l’épure). La valeur de l'effort tranchant sera numé- 
riquement égale à la tangente de l'angle de rotation mentionné, c'est-à-dire à : 


10,8 15,4 
Q12 = Qui = — DÉS 27 t, 


__ On aurait obtenu la même valeur de l'effort tranchant @Q:2 en utilisant 
1a formule déduite au début de ce paragraphe: 


Ma —M 
Qu2= Qui = Qfe dan 
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Etant donné qu'aucune charge extérieure n'est appliquée à ce montant, 
la valeur de Q%, se réduit à zéro et, par conséquent : 


Mos — M —10,8 — 5,4 
rame MaiMie 108 CSS pe 
12 


En faisant les calculs des efforts tranchants il faut toujours placer men- 
talement chacun des éléments envisagés en position horizontale. 

Ceci fait, on considérera le moment fléchissant qui cause une extension 
des fibres supérieures de l'élément comme étant négatif et celui qui cause une 
extension des fibres inférieures comme étant positii. 


g=24t/m.c. 


RTTTTMATTITATI 


Fig. 38.9 Fig. 39.9 


L'effort tranchant dans le montant droit de notre portique sera trouvé 
par un procédé analogue. Cet effort s’élèvera à 42,7 tonnes. 

Passons maintenant à la traverse 2-3. L'efiort tranchant agissant à une 
distance x du nœud 2 sera donné par l'expression: 
Q=0Q0 4 PM = + 2e —2,4x pt OS) 
| 23 


L'effort tranchant dans la section d'abscisse x — © (c'est-à-dire au droit 
du nœud 2) vaudra: 
Q93— +10,8 t. 


De même, l'effort tranchant dans la section d'abscisse x - 9 mètres (c'est- 
à-dire au droit du nœud 8) sera égal à 


Q32 = +10,8—2,4:9= — 10,8 t. 


L'épure des efforts tranchants ainsi calculée est donnée à la fig. 39.9. 

Pour construire l’épure des efforts normaux on doit être en possession 
de l’épure des efforts tranchants ou, alternativement, on doit connaître les 
réactions de toutes les liaisons surabondantes. 

Procédons à la détermination des cfforts normaux en partant de l’équi- 
libre des nœuds. | 

Isolons pour commencer le nœud 2 (fig. 40.9). Nous voyons que ce nœud 
est sollicité par un effort tranchant Q:3=— + 10,8 tonnes agissant dans la section 
extrême gauche de la traverse, cet effort étant. dirigé de haut en bas, par un 
effort tranchant @Q:, — — 2,7 tonnes agissant de gauche à droite au sommet 
du montant, par un effort normal W:, agissant dans la traverse et par un effort 
normal {V>:, agissant dans le montant (comme positifs nous considérerons les 
efforts normaux qui compriment les éléments correspondants). 

Les considérations d'équilibre du nœud 2 donnent immédiatement W:3 — 
= + 2,7 tonnes ct Vo — + 10,8 tonnes. 
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| L'effort normal agissant dans le montant droit sera déterminé en isolant 
le nœud &, il vaudra 10,8 tonnes. 
_L'épure des efforts normaux est représentée à la fig. 41.9. 


Fig. 40.9 Fig. 41.9 


L'’exactitude des épures des 7, des Q et des Vpeut être contrôlée 
en examinant l'équilibre soit de l’ensemble du système, soit des 
nœuds ou de toute autre partie préalablement isolée. Ainsi la somme 
des projections sur la verticale de toutes les réactions d'appui d'un 
portique devra toujours équilibrer la composante verticale de la 
résultante des charges extérieures. De même, la somme des moments 
de toutes les réactions par rapport à un point quelconque devra. 
équilibrer le moment des-charges extérieures par rapport au même 
point, et ainsi de suite. 

L’épure des © peut également être vérifiée par comparaison 
avec l’épure des . Ainsi dans toute section où la tangente à l’épure 
des M est parallèle à l’axe de l’élément l'effort tranchant doit être 
égal à zéro. Dans toutes les sections d’une barre rectiligne pour 
lesquelles la tangente à l’épure des A reste inclinée vers le même 
côté le signe des efforts tranchants devra rester constant. L'’effort 
tranchant sera plus important dans celle des deux sections dans 
laquelle l’inclinaison de la tangente à l’épure des moments sur l'axe 
de cette même épure sera plus grande. 

Les moments fléchissants agissant au droit de chaque nœud 
devront toujours être équilibrés, et par conséquent, quand le nœud 
est formé par la rencontre de deux barres seulement, les ordonnées 
des deux épures au droit de ce nœud seront toujours numériquement 
égales, à condition qu'aucun couple extérieur n’y est appliqué. 
Les efforts normaux appliqués à chaque nœud ne s’équilibrent géné- 
ralement pas, ceci étant-vrai pour les efforts tranchants. Toutefois 
l’ensemble des efforts tranchants et normaux doit former un système 
équilibré. 

Le contrôle des épures basé sur les seules considérations d’équili- 
bre ne peut pas être considéré comme étant un contrôle rigoureux, 
car les conditions d'équilibre peuvent être satisfaites même pour 
des réactions des liaisons surabondantes erronées. Ceci découle du 
fait que l’épure des moments fléchissants d'un système hyperstatique. 
résulte de la sommation des épures des moments fléchissants 
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engendrés dans le système isostatique prin- 
cipal tant par les charges extérieures que 
par les réactions des liaisons surabondantes. 
Donc, si ces épures ont été construites cor- 
rectement, l’épure des moments du système 
hyperstatique doit satisfaire aux équations 
d'équilibre même si les valeurs des efforts 
surabondants sont entachées d'erreurs. 
Dans la majorité des cas les erreurs 
dans le calcul des réactions des liaisons sur- 
ga abondantes peuvent être décelées en procé- 
A dant à une vérification basée sur la compati- 
. résultante desM  bilité des déformations avec les données du 
problème. Nous exposerons cette méthode 


en nous servant de l’exemple suivant. 
c La fig. 42.9,a montre une poutre en 
| coude hyperstatique au deuxième degré. 
g L'épure des moments de flexion déduite des 


calculs effectués est représentée à la 
fig. 42.9,b. Transformons cette poutre en 


He un système isostatique en éliminant deux 

HS liaisons qui s'opposent au déplacement de 

Ve. g son extrémité inférieure (fig. 42.9,c) et 

"4 remplaçons-les par les réactions correspon- 

d} ; dantes À, et RA (fig. 42.9,c). Nous savons 


que l'épure des moments fléchissants en- 

gendrés par les sollicitations mentionnées 
(GG) dans le système isostatique sera exactement 

la même que dans Île système donné 
(fig. 42.9,b). 

En guise de contrôle calculons le dé- 
placement vertical AV de l’extrémité infé- 
rieure de la poutre afin de s’assurer que ce 
déplacement est réellement nul. A cet effet 
construisons l'épure des moments fléchis- 
sants engendrés par un effort unitaire agis- 
sant suivant la direction du déplacement 
cherché (fig. 42.9,d) et multiplions-la par 
l'épure résultante representée à la fig. 42.9,b. 
Nous obtenons: 


2 2 
Fig. 42.9 A? 1 1 qa# 1 qaÿ 2 | 0 


ET dd | 3 SE 3 


Vérifions maintenant que le déplacement horizontal AH du 
même point est également nul. À cette fin multiplions l’épure des 


moments fléchissants M engendrés par un effort unitaire horizontal 
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(fig. 42.9,e) par la même épure résultante (fig. 42.9,b): 


A de ee ne 
14 2 3 8 D At 14 2 

ga? { qai 1 4 1 { 

2 = (& 2 +5 2%) 0 

Nous voyons ainsi que le contrôle des calculs par la méthode 
mentionnée s'effectue dans l'ordre suivant : 

4. Le système hyperstatique donné est transformé en un système 
isostatique par élimination de toutes les liaisons surabondantes. 

2. Chacune de ces liaisons est remplacée par une sollicitation 
unitaire (couple ou force selon [le type du déplacement auquel la 
liaison éliminée s’opposait). 

3. Pour chacune de ces sollicitations unitaires on construit 
l'épure des moments fléchissants M. 

4. Le déplacement du système isostatique suivant la direction 
de chacune des liaisons éliminées est obtenu ensuite en multipliant 
l'épure des M par l'épure résultante 
des moments fléchissants trouvée pour 
le système hyperstatique donné. 

9. Si les déplacements ainsi trouvés 
sont compatibles avec les données du 
problème (égales à zéro dans la majorité 
des cas), on peut être certain que 
l'épure des moments  fléchissants 
trouvée pour le système hyperstatique 
est exacte. 

Le système isostatique adopté pour 
ce contrôle ne doit pas coïncider nécessairement avec le système 
principal utilisé lors des calculs qu'on désire vérifier. En surcroît, 
des systèmes isostatiques différents peuvent être adoptés pour le 
calcul des différents déplacements du même système hyperstatique. 
Ainsi par exemple, pour vérifier l'exactitude de l’épure résultante 
des moments fléchissants représentée à la fig. 42.9,b on aurait pu 
déterminer le déplacement horizontal de la section extrême droite 
de la poutre en utilisant le système isostatique représenté à la 
fig. 43.9,a, tandis que la rotation de cette même section aurait pu 
être contrôlée en se servant du système de la fig. 439,0. 

On peut utiliser également les épures unitaires des moments 
fléchissants relatives au système principal déjà construit lors des 
calculs. Le contrôle se réduit dans ce cas à la multiplication de 
chacune de ces épures unitaires par l'épure définitive des moments. 
Le produit de cette multiplication devra toujours être égal à zéro. 

Le contrôle par la méthode qui vient d'être décrite se simplifie 
particulièrement quand le système hyperstatique donné consiste 
de contours fermés ou, ce qui est la même chose, de contours dont 


Fig. 43.9 
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les deux extrémités sont encastrées. Mettons que nous venons d'’effec- 
tuer le calcul d’un système formé par une série de cadres ou de por- 
tiques (fig. 44.9,a) encastrés. Isolons l’un des portiques et appli- 
quons au droit des coupures des couples et des forces longitudinale 
et transversale égales aux moments, efforts tranchants et efforts 
normaux agissant dans le système de départ (fig. 44.9,b). 

Il est clair que dans les limites du portique isolé l’épure des 
moments fléchissants ne subira aucune modification. 

Prenons maintenant une section quelconque à travers l'un des 
éléments du portique déjà isolé et appliquons encore une fois au 
droit de cette section les moments fléchissants ainsi que les efforts 


6) b} 


Fig. 44.9 


tranchants et normaux qui y agissent (fig. 44.9,b). De nouveau aucun 
changement ne se produira dans les épures des moments fléchissants 
relatives aux deux parties du portique. Montrons qu'au droit de la 
section considérée il ne se produit aucune rotation mutuelle des deux 
parties. À cette fin multiplions l’épure définitive des moments par 
l’épure unitaire des moments engéndrés par un couple unitaire appli- 
qué au droit de cette section (fig. 44.9,c). Les ordonnées de cette 
épure étant partout égales à l'unité, la multiplication des épures 
se réduit au calcul de la somme algébrique des surfaces délimitées 
par l’épure des moments engendrés par les charges réelles le long. 
de tout le contour considéré. Cette somme devra être égale à 0. 
Si les éléments du portique possèdent des rigidités différentes, la 
surface de l’épure relative à chacun de ces éléments devra être préa- 
lablement divisée par sa rigidité. 

Nous voyons ainsi que pour un contour fermé la somme algébrique 
des surfaces des épures des moments (divisée le cas échéant par ET) 
doit être égale à zéro. En effectuant cette sommation, les surfaces 
de l’épure qui se trouvent à l’intérieur du contour seront considé- 
rées comme ayant même signe tandis que les surfaces situées 
à l'extérieur du contour seront prises avec un signe opposé. 

Le procédé que nous venons d'exposer est l’un des plus simples. 
Si les résultats d’un tel contrôle sont satisfaisants, on peut être 
raisonnablement sûr que tous les calculs relatifs au cadre ou portique 
encastré étudié ont été effectués correctement. (Il est à noter que 
ce procédé ne peut être appliqué aux systèmes ou parties de systèmes 
hyperstatiques pourvus de rotules.) 
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Toutefois on ne peut être absolument certain de l'absence de toute 
erreur dans les calculs qu'après les vérifications dont le nombre doit 
être égal au nombre de liaisons surabondantes du système, à condition 
qu'aucune de ces vérifications ne se répète *. Ainsi par exemple, si 
l’on a calculé les surfaces des épures des deux contours adjacents, 
on ne peut appliquer ce contrôle au système constitué par les deux 
contours mentionnés, car ceci se réduirait à une répétition ne pouvant 
apporter aucune donnée nouvelle. 


$ 7.9, Calcul des déformations et déplacements 
des systèmes hyperstatiques 


En établissant les expressions générales des déplacements (15.8) 

à (17.8) (voir $ 6.8) nous avons envisagé des systèmes réticulés 
de dont le matériau suit la Loi de Hooke et dont les défor- 
mations sont très petites comparées à leurs dimensions (voir $ 2.8). 
Il s'ensuit que ces expressions ainsi que la technique des calculs 
correspondants restent applicables aux systèmes hyperstatiques au 
même degré qu'aux systèmes isostatiques. 

Déterminons par exemple le déplacement vertical du point 
€' situé sur l’axe neutre d'un élément du système représenté à la 
fig. 49.9,a, ce système supportant des charges uniformément réparties 
d'intensité q. Le calcul de ce système a été effectué au problème 
2 du $ 3.9 (voir fig. 16.9,a). L'’épure résultante des moments de 
flexion est répétée à la fig. 45.9,b. 

Pour déterminer le déplacement vertical A+ du point C appli- 
quons en ce point un effort vertical unitaire. La fig. 45.9,e montre 
l'épure des moments engendrés par cet effort dans le système hyper- 
statique donné **, 

En multipliant par la méthode de Véréchtchaguine les ordonnées 
des épures représentées à la fig. 45.9,b et c nous troüverons le dépla- 
cement À: 


._fgaÿ a 2  8a ga? 2, S3a 1 
ho — a TT 
a 1 f 3a qa* a qa? 3a qa? a ga? 
He (Ge 2 2) + 
a 1 fa go? Ja ga a  qa? 
T2 g | RE AL Bt 
he 
_. EJ 48EJ ‘ 


* Ces vérifications s’effectuant tant par multiplication des épures unitai- 
res par l’épure résultante que par le calcul des aires délimitées par cette der- 
mière. 

** Pour ne pas encombrer le texte les calculs appropriés sont omis. 
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Le fait que la valeur de ce déplacement est négative indique 
que le point € se déplace en sens contraire à l’effort unitaire appli- 
qué, c’est-à-dire vers le haut. 


Système 
de départ 


Fig. 45.9 


La détermination des déplacements par la méthode qui vient 
d’être décrite est assez compliquée car elle requiert le calcul du systè- 
me hyperstatique non seulement à l’action des sollicitations réelle- 
ment appliquées mais également aux sollicitations unitaires. L'opé- 
ration peut être considérablement simplifiée compte tenu des consi- 
dérations suivantes. Si l’on élimine toutes les liaisons surabondantes, 
mettons les deux liaisons d'appui au point À, ce qui transformerait 


4î4 


le système de départ en un système isostatique (dans Le cas considéré 
en une poutre en coude encastrée à son extrémité B) et si l’on appli- 
quait au système ainsi obtenu (fig. 45.9,d) les charges réelles ainsi 
que les réactions des liaisons éliminées, on obtiendrait pour Les deux 
systèmes des épures des moments fléchissants 7 aïnsi que des épures 
des Q et des N qui ne différeraient en rien (fig. 45.9,a). Les déforma- 
tions des deux systèmes seront aussi exactement égales. Par consé- 
quent, le déplacement du point € peut être calculé avec le même 
succès non plus pour le système hyperstatique donné mais pour le 
système isostatique dérivé du précédent par élimination des liaisons 
surabondantes. Appliquons à cet effet une charge unitaire suivant 
la direction du déplacement cherché à la poutre de la fig. 45.9,e et 
construisons l’épure des moments fléchissants correspondants. La 
multiplication de cette épure par celle des moments fléchissants 
(voir fig. 45.9,b) fournira le déplacement cherché: 
Âc & a (+ 1 ga? =) 4 qai 


2 2 2 \ 56 “3 28 3} EJ A48EJ 


Le calcul des déplacements d’un système hyperstatique peut s’ef- 
fectuer en se servant d'un système isostatique quelconque obtenu 
par élimination de ses liaisons surabondantes. Il n’est pas nécessaire 
que ce système auxiliaire coïncide avec le système principal utilisé 
pour le calcul des efforts intérieurs. Ainsi dans l'exemple envisagé 
plus haut on aurait pu calculer le déplacement du point C en adop- 
tant comme système isostatique auxiliairé celui indiqué à la 
fig. 45.9,f. En appliquant à ce système un effort unitaire suivant 
la direction du déplacement cherché, on obtiendrait, après avoir 
construit l’épure des moments correspondants (comme indiqué à la 
même figure), la valeur du déplacement cherché par multiplication 
de cette épure par celle des moments donnée à la fig. 45.9,b: 


_fgaÿ a 2 a  qaÿ 2, a LA 
AG te nd HN 
x (+ 2 +. LE gai 
2 \ 14 - +) EJ  LBET ‘ 


Le choix du système doit être basé sur les considéra- 


tions suivantes: il faut en premier lieu que l’épure unitaire M ait 
une configuration des plus simples, que sa construction soit des plus 
faciles, que le nombre d’éléments auxquels cette épure s'étend soit 
minimum et que les ordonnées de cette épure soient égales à zéro 
partout où la configuration de l’épure résultante devient trop 
compliquée. Par conséquent, dans l'exemple envisagé plus haut on 
devrait choisir comme système auxiliaire celui de la fig. 45.9,e de 
préférence à celui de la fig. 45.9,f. 

Des cas peuvent se présenter quand on doit calculer le déplace- 
ment d'un système hyperstatique sans qu’on ait besoin de connaître 
toutes les sollicitations internes de ce système. 
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On peut alors se dispenser du calcul de tous les efforts intérieurs 
engendrés dans ce système par les charges réelles et se borner à la 
détermination des efforts engendrés par une sollicitation unitaire 
dirigée suivant le déplacement cherché. Le déplacement se déter- 
minera alors en multipliant les ordonnées de l’épure unitaire engen- 
drée dans le système hyperstatique par l'épure des moments engen- 
drés par les charges réelles dans un système auxiliaire isostatique. 
Dans l'exemple cité on pourrait déterminer le déplacement A: en 


a 


multipliant l'épure des 7 donnée à la fig. 45.9,c par celle des M 
de la fig. 49.9,g: 


PÉRORCRNT RE ARMES NS 
Ac=[# "5% 24 t CHE rt) ler 
_ qa* 

— "  &48ET ‘ 


Nous voyons ainsi que pour effectuer le calcul du déplacement 
d'un point d'un système hyperstatique il est indispensable de construire 
l'une des épures, soit celle engendrée par les charges réelles, soit celle 
causée par la sollicitation unitaire dans le système hyperstatique donné, 
l'autre épure pouvant être construite pour le système auxiliaire dérivé 
du premier par élimination des liaisons surabondantes. 

Le calcul des déplacements et déformations des systèmes hyper- 
statiques articulés s'effectuera exactement de la même façon, seule- 
ment les épures des moments fléchissants devraient être remplacés 
dans toutes les opérations par les épures des efforts normaux. 


$ 8.9. Méthode du centre élastique 


Le calcul des systèmes hyperstatiques requitrt généralement la 
solution simultanée de plusieurs équations à plusieurs inconnues. 
L'augmentation du nombre des inconnues rend ces calculs de plus 
en plus ardus et de moins en moins précis. Ainsi des erreurs assez 
considérables peuvent s’introduire dans les résultats définitifs quand 
on a affaire à des systèmes suffisamment compliqués. Par conséquent 
il est toujours désirable d'aboutir à une répartition des inconnues 
telle que chacune d'elles ne paraisse qu’une seule fois dans chaque 
équation. Le même résultat serait obtenu par la formation de plu- 
sieurs groupes d'équations, chacun de ces groupes ne contenant aucu- 
ne des inconnues paraissant dans les autres groupes. 

Il est évident qu'un système hyperstatique au deuxième degré 
conduit à un système d'équations tellement simple que sa simplifi- 
cation ultérieure n’est pas à être considérée même si une telle simpli- 
fication serait possible. | 

Passons maintenant aux systèmes hyperstatiques au troisième 
degré et examinons de quelle façon on pourrait simplifier le calcul 
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d'un contour fermé comme celui représenté à la fig. 46.9,a. Elimi- 
nons les liaisons d'appui gauche et remplaçons-les par les trois efforts 
inconnus À 1, À 2 et X 3, (fig. 46.9,b). Pour déterminer ces trois efforts 
il faudrait normalement résoudré un système de trois équations 
à trois inconnues. Tâchons de trouver une méthode qui permettrait 
de se dispenser de la solution d’un tel système d'équations. A cet 
effet munissons l'extrémité gauche libérée par l'élimination des 
liaisons surabondantes d’une console infiniment rigide ab dont la 
direction et la longueur restent encore indéfinies (fig. 47.9). 


Système principal 


st 


Fig. 46.9 Fig. 47.9 


À l'extrémité libre de cette console (c'est-à-dire au point b) 
appliquons deux forces Z, et Z: dirigées suivant les axes d’un systè- 
me de coordonnées rectangulaire w et v, et un couple Z:. Si l'on 
trouvait pour ces sollicitations des valeurs telles qu’elles rendraient 
immobile l'extrémité b de la console supposée infiniment rigide, on 
satisferait en même temps la condition d'immobilité de la section 
d'appui du système. En d’autres termes, le système hyperstatiqué 
donné et le système transformé seraient au point de vue de leurs 
déplacements dans des conditions identiques. 

_Exprimons maintenant la condition d'immobilité de l'extrémité 
libre de la console en fonction des trois inconnues Z:, 22 et Z3: 


Zaôu + Zoôs + Zi + Aip = 0 ; 
Lido + Z2022 + Za0o3 + Aap = 0 ; (17.9) 
Zads1 + Za0s2 + Z3033 + Asp = 0. 


Les coefficients Ô;, de ce système d'équations représentent les 
déplacements de l’extrémité libre de la console engendrés par des 
sollicitations unitaires Zi, Z2 et Z3. 

Ces déplacements sont eux-mêmes fonction de la longueur de Ia 
console et de La direction des axes des coordonnées u et v. Choisissons 
la position du point b et la direction de ces axes de telle façon que 
toutes les déplacements secondaires du point b se réduisent à zéro. 
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Dans ce cas chacune des trois équations ne contiendra plus qu'une 
seule inconnue et le système des équations (17.9) se réduira à : 


A 
11 
7. — __ 22. | (18.9) 
à D2 ’ 
Z3— — Ô33 . J 


Exprimons mathématiquement Îes conditions qui ont déterminé 
le choix du système d’inconnues. Désignons par u et v les coordonnées 
d’un élément ds du nouveau système principal (voir fig. 47.9). Dès 
lors: 

MiMo ds se 
EJ . 


© 
= 
D 
| 


MM ds 
EJ 


MoM 3 ds 
EJ 


© 
N 
co 
Î 


© 
[= 
© 
] 
SCD QD SCD 
Il. 
OC De Orne OUT) 
Lo 
ty e 
Ge 
(72) 
] 
D 


En multipliant les équations par Æ£, nous obtenons : 
l L ! 


ds ds 
\uR=0; \vT=0; | ou + =0. 
0 0 0 


On peut facilement trouver une interprétation géométrique des 
conditions ainsi exprimées. Subdivisons le système en éléments 
ds et appliquons au centre de gravité de chacun de ces éléments une 
masse élastique ds/J. Dans ce cas les deux premières intégrales du 
dernier groupe d'équations exprimeront que le moment statique 
de ces masses élastiques par rapport aux axes des coordonnées ayant 
pour origine le point b doit être nul: Or cette condition ne peut être 
satisfaite que si le point b coïncide avec le centre de gravité des 
masses mentionnées. La troisième des intégrales qui exprime l’éga- 
lité à zéro du moment d'inertie polaire des mêmes masses élastiques 
signifie que les axes w et v doivent être confondus avec les axes 
d'inertie principaux de ce système. 

Il en découle que Le choix du nouveau système des axes des coor- 
données doit être conditionné par les considérations suivantes: 
afin d'obtenir des valeurs nulles pour tous les déplacements secondaires 
lors du calcul d'un contour fermé hyperstatique au troisième degré il 
faut faire coïncider l'origine des coordonnées avec le centre de gravité 
des masses élastiques ds/J en faisant coïncider les directions des axes 
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u et v avec les axes d'inertie principaux des mêmes grandeurs. Si le 
système donné est un système symétrique, ces axes principaux seront 
confondus avec les axes de symétrie. 


Fig. 48.9 


L'origine des coordonnées s'effectue en utilisant les équations 
bien connues fournies par la mécanique rationnelle. Ainsi en adop- 
tant les désignations indiquées à la fig. 48.9 les coordonnées du 
centre de gravité des masses élastiques ds/J seront données par: 


l l 
ds ds 
To pure ; Yo = l — (19.9) 
(a # 
J J 
0 0 


Le numérateur de chacune de ces expressions représente la somme 
des moments statiques des masses élastiques élémentaires ds/J par 
rapport à un système de coordonnées arbitraires, tandis que le déno- 
minateur représente la somme de ces masses elles-mêmes, les 
deux sommations s'étendant à l’ensemble du système. 

L'angle d’inclinaison des axes d'inertie principaux se détermi- 
nera à l’aide des formules empruntées au cours de Résistance des 
Matériaux : 


te 2a— ——"ce , (20.9) 


Dans cette expression : 


(21.9) 


Sr 
Cas 
Le 
Ï 
OC Orge OC — 
«Q 
© 
à 
Le cent erentttee ee pee” 
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Par analogie avec le centre de gravité d’un système, l’origine 
des axes des coordonnées nouvelles déterminées par les expressions 
(19.9) sera désignée par Le terme.centre élastique du système donnant 
ainsi le nom à la méthode de calcul envisagée. 

Notons que l'utilisation de cette méthode n'est pas toujours 
justifiée. Par exemple, pour des systèmes asymétriques les calculs 
supplémentaires nécessaires à la recherche du nouveau système de 
coordonnées peuvent s'avérer plus ardus que la solution du système 


L1 
AO 
ate 


Fig. 49.9 Fig. 50.9 


d’équations classiques. Cette méthode devient très commode quand 
le système est doué d’un ou de deux axes de symétrie. Un nombre 
de systèmes appartenant à cette dernière catégorie est réprésenté à la 
fig. 49.9, | 


Problème. On demande de trouver la position du centre élastique pour 
un arc encastré de la fig. 50.9 dont la fibre moyenne suit la parabole y — 


T4 = 2)æet dont les moments d'inertie des sections transversales varient 
0. “ 


en -proportion inverse à cos q. : Je , Jx étant lo moment d'inertie 
Lin we 

de Ia section transversale d’ordonnée z; J, le moment d'inertie à la clé 

de l’arc et. l'angle formé par la tangente à la fibre moyenne de l'arc 

au point d’ordonnée x avec l'horizontale. 

Solution. Déterminons les coordonnées du centre élastique par rapport 
aux axes de coordonnées zoy. Etant donné que le système est symétrique 
tant au point de vue géométrique qu’au point de vue de la rigidité de ses sec- 
tions transversales, l’une des coordonnées de ce centre est connue a priori, eur 
ce centre sera nécessairement situé sur la verticale passant par la clé. Par con- 
séquent, æzo — Î/2. 

L'autre coordonnée sera donnée par la formule (19.9) en tenant compte que 


ds = dx — Ts ; 
COS Pr COS Px 
Par ronséquent, 
l 
Af dx 
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$ 9.9. Lignes d'influence pour systèmes 
hyperstatiques simples 


Le tracé des lignes d'influence pour les systèmes hyperstatiques 
peut s'effectuertant par la méthode dérivée de la statique que par la 
méthode cinématique. 

Exposons ces deux méthodes en prenant comme exemple une 
poutre de rigidité constante représentée à La fig. 51.9,a. 

Désignons par x la distance de la charge unitaire mobile 
P à l'extrémité gauche de la poutre. Traçons la ligne d'influence 
de la réaction d'appui droit X1. 
Comme système isostatique prin- a) 
cipal adoptons celui représenté , 
à la fig. 51.9,b. 


Epure des Mb 
*) Ms 


Système principal 
Fig. 51.9 Fig. 52.9 


L'équation exprimant que le déplacement du système principal 
suivant la direction de X', est nul s'écrit : 

: X 1041 + Vip = 0 
d’où 


Ô | 
Xi — 4: (22.9) 


Pour trouver les déplacements G:, et 011 construisons les épures 
des 7, et des M; engendrées par l'application de la charge unitaire 
P et de la réaction unitaire X, au système principal, ces épures étant 
représentées à la fig. 52.9,a et b. Les déplacements 6,, et Ô;: seront 
dès lors donnés par: 


En introduisant ces valeurs dans la formule (22.9), nous obtenons : 


Vip _ 22(3l—x)3EJ 2% (32) 
O1t ni _ GEJIS 2E3 ° 


= 


421 


L'expression obtenue donne la valeur de la réaction X1 de la 
liaison surabondante pour n'importe quelle position de la charge 
— 1 le long de la poutre considérée. La représentation graphique 
de cette expression nous procurera la ligne d'influence cherchée. 


L L L 
Œ "02 2 
qne d'infl TES 
ex, real IMSNE 
DE à À 71 Ligne d'influence de Q° 
Fig. 53.9 Fig. 54.9 


Les ordonnées de cette ligne d'influence sont consignées au 
tableau 3.9, leur calcul ayant été effectué pour les points écartés 
de 1/41. Ces ordonnées ont servi au tracé de la ligne d'influence 
représentée à la fig. 53.9. 

Tableau 3.9 


Ordonnée de la ligne 


Distance x | 49 31—x 


d'influence 
de 1 
0 31 0 
1 B #1, 1 
4 46 Æ 128 
JL 8 5, 5 
à 4 2 16 
3, Es 9; Bt 
4 16 4 128 
‘72 21 { 


Traçons maintenant la ligne d'influence de l'effort tranchant 
agissant dans une section transversale € d’abscisse z = //2 de la 
même poutre. | 

En vertu du principe de superposition la valeur de l'effort 
tranchant QQ peut être calculée à l’aide de l'expression : 


Qc=Qc+0QcXi (23.9) 
Q& étant l'effort tranchant engendré dans la section C du système 
principal (poutre encastrée à l'extrémité gauche) par la charge 
unitaire et @:, l'effort tranchant engendré dans la même section 
par une réaction d'appui unitaire X. Par conséquent, la valeur 
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de Qg sera constamment égale à (—1), c'est-à-dire Qc — — 1. 
Quant à QË, si la charge P est à droite de la section C, on a QE = 1. 
Si la charge P est à gauche de la section, on a Q6 — 0. La ligne 
d'influence de Q$ est représentée à la fig. 54.9. La valeur du second 
terme de l'expression (23.9) pour une position quelconque de la 
charge unitaire P est égale à la réaction d'appui X;, multiplieé par 
(—1). La ligne d'influence de ce terme QcX; — — X;, est donnée 
à la fig. 55.9. 


Fig. 55.9 Fig. 56.9 


La sommation des ordonnées des lignes d'influence de Q6 et 


de QcX: nous donnera les ordonnées de la ligne d'influence de 
l'effort tranchant Q; agissant dans la section € de la poutre hyper- 
statique donnée (fig. 56.9) 
La ligne d'influence des moments fléchissants pour la même 
section € de la même poutre pourra s’obtenir d'une façon analogue. 
En effet le moment fléchissant sera toujours égal à 


Me FF Mc de MocX:, 
M& étant le moment fléchissant engendré dans la section C du 
système principal par la charge unitaire P,et M4 le moment dans 


cette même section engendré par une réaction unitaire X1, la Valeur 
de ce moment étant constante et égale à 7/2. 


Les lignes d'influence de M et MLX1 sont représentées à la 
fig. 97.9. La ligne d'influence du moment M4 obtenue en addition- 
nant les ordonnées correspondantes de ces deux lignes d'influence 
est représentée à la fig. 58.9. 

La méthode que nous venons d'exposer est basée sur des considé- 
rations d'équilibre et par conséquent ressort de la statique. 

Si, en vertu du théorème de la réciprocité des travaux (théorème 
de Betty), on remplace dans l'expression (22.9) ô;, par 6, on obtient: 

Ôpi 
X1— — Sn (24.9) 

Or il y a une différence d'espèce entre les déplacements 6:, et 

Ôh1 qui toutefois numériquement seront toujours égaux l’un à l’autre. 
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Le premier de ces déplacements 01» est le déplacement d’un point 
fixe qui est le point d'application de l'effort À; engendré par une 
charge mobile P située arbitrairement. Quant à 0,4, c’est le déplace- 
ment du. point d'application de la charge mobile P causé par un 
effort unitaire agissant suivant la direction de l'effort fixe X4. 
Donc le diagramme de variation de Ô,, représente l'épure des 
déflexions de la poutre chargée par une force X, — 1. Si toutes les 
ordonnées de ce diagramme étaient divisées par (—G11) (dont la 
valeur reste constante), on obtiendrait la représentation graphique 


Ligne d'influence de Me 


Lt 
Lg T4 


Ligne d'influence de M4 


de la loi de variation de l’effort X, en fonction de la position de la 
charge P le long de la poutre ou, en d’autres termes, la ligne d'in- 
fluence de l'effort inconnu X: demandée. 

Par conséquent, la ligne d’influence de la sollicitation inconnue 
X, aura la même allure que l’épure des déflexions subies par un 
système isostatique principal sous l'effet d’une sollicitation unitaire 
agissant suivant la direction de X,. La grandeur de (—G::) représen- 
tera l'échelle permettant de convertir les ordonnées de l'épure des 
déflexions en ordonnées de la ligne d'influence. 

Nous conviendrons de désigner cette méthode de tracé des lignes 
d'influence des réactions surabondantes par le terme méthode ciné- 
malique. | 

Afin de comparer cette méthode à la méthode découlant de la 
statique reprenons la poutre de la fig. 51.9,a et déterminons la 
ligne d'influence de la réaction d'appui X, par la méthode ciné- 
matique en utilisant l'équation (24.9). 

Pour la construction de l’épure de 6, nous aurons recours à une 
méthode grapho-analytique, dite des moments fictifs, dans laquelle, 
au lieu de calculer les ordonnées des déflexions réelles, on calcule 
les ordonnées de l’épure des moments d’une poutre de référence 
sollicitée par des charges réparties suivant l’épure des moments 
de la poutre réelle, qu’on divise ensuite par la rigidité £J. La poutre 
de référence correspondant au cas envisagé est représentée à la 
fig. 59.9, 
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Déterminons la valeur du moment de flexion agissant dans une 
section d’abscisse x de cette poutre: 


fix 2 (l—z)xz x 1 
ae (5 à A D ler 


d'où 
x? 
Nous voyons que la valeur de 6,1 obtenue par la méthode ciné- 


matique coïncide exactement avec la valeur de &:, obtenue par la 
méthode statique. Le signe moins qui précède le membre droit de 


Fig. 59.9 


l'expression obtenue indique que sous l'effet de la sollicitation 
X1 — 1 la poutre de la fig. 51.9,b fléchira vers le haut, tandis que 
les déflexions positives sont dirigées dans le même sens que la 
charge unitaire P, c'est-à-dire vers le bas. 


La valeur de 04, sera obtenue en élevant au carré l’épure des M, 
(voir fig. 52.9,b), ce qui donne * : 


13 
Ou = 37 


Par conséquent, l'équation de la ligne d'influence de l'effort X; 
sera donnée par: 
RCE) 


— — — — 


ki = Ou 23 


Cette expression coïncide encore une fois avec l'expression obte- 
nue pour cette même réaction par voie statique. 

La méthode cinématique peut êtré employée avantageusement. 
pour le tracé des lignes d'influence des efforts intérieurs agissant. 
dans les éléments d’un système hyperstatique et en particulier des 
lignes d’influence des moments fléchissants et des efforts tranchants. 
Ainsi la ligne d'influence de M4 représentée à La fig. 58.9 aurait 
pu être obtenue par la méthode cinématique en adoptant comme 
liaison surabondante non la réaction de l’appui droit mais le moment. 
fléchissant M4. Dans ce cas le système isostatique principal pren- 
drait l’allure indiquée à Ia fig. 60.9. 


* Dans le cas envisagé cette valeur aurait pu être trouvée en substituant ! 
à x dans l'expression de 6,, dont on devrait changer le signe, l'effort X1 = 1 
et la charge P = 1 agissant en sens contraires.: 
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L’équation exprimant que l'angle de rotation mutuel des deux 
sections contiguës à l'articulation est nul devient alors: 


X 104 + Op = 0 


ou encore 
X 1041 Je Ô pt = 0 
d'où 
Ôp1 
Vs. 7 
| O4 


On voit donc que, dans le cas étudié, l’épure des déflexions du 
système principal sollicité par les moments X, — 1 a exactement la 
même allure que la ligne d'influence demandée. 


Het FA re 
2 2 
Fig. 60.9 Fig. 61.9 


Ainsi la méthode cinématique permet une détermination facile 
de la configuration des lignes d'influence des efforts intérieurs 
envisagés, cette configuration étant semblable à l’épure des dé- 
flexions du système principal sollicité par un effort ou un couple 


Fig. 62.9 Fig. 63.9 


unitaire. Cette analogie peut être utilisée d'une part pour le contrôle 
des lignes d'influence déterminées analytiquement et d'autre part, 
pour la recherche rapide des parties de la construction qui devraient 
être chargées lors de la recherche des valeurs maximales et mini- 
males de l'effort X1. 

Quand la méthode cinématique est employée pour le tracé des 
dignes d'influence des efforts tranchants Q: la connexion de la partie 
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gauche de Ia poutre à la partie droite pourrait être représentée par 
trois barres disposées comme indiqué à la fig. 61.9. On sait que 
l'effort engendré dans la barre verticale de ce type de connexion 
aura exactement la même valeur que l'effort tranchant agissant 
dans la section envisagée. 

Le système isostatique principal chargé par les forces unitaires 
X, qui permet la détermination de l'effort tranchant Q+ consi- 
déré comme réaction surabondante est représenté à la fig. 62.9. 


4 À 


Fig. 64.9 Fig. 65.9 


L'équation qui nie la possibilit 
extrémités de la poutre adjacentes 
à l’autre prend la forme: 


X 011 + dip = 0, 


d’un déplacement vertical des 
1 


é 
à la section C l’une par rapport 


d'où 
Ôtp 
X,—= — 
: Ôu 
ou encore 
Op 
X — nn — e 
k Ô41 


Il s'ensuit que dans ce cas la forme de l’épure des déformations 
du système principal engendrées par un effort unitaire À, sera encore 
une fois la même que celle de la ligne d'influence cherchée. 

Les deux branches de la déformée aux points immédiatement 
à gauche et à droite de la section C (fig. 62.9) doivent avoir des 
tangentes parallèles, car les deux barres de liaison horizontales ne 
permettront pas aux extrémités de la poutre situées de part et d'autre 
de cette section d'effectuer une rotation quelconque l’une par rap- 
port à l’autre. 

La partie droite de [a poutre (voir fig. 62. 9} est sollicitée par 
l'effort À, = 1 qui tend à lui imprimer une ro:ation dans le sens 
des aiguilles d’une montre (fig. 63.9,a). Pour qu'elle reste en équi- 
libre il faut que le moment développé dans les barres de connexion 
horizontales tende à lui imprimer une rotation en sens contraire ou, 
en d’autres termes, que la barre supérieure soit tendue et la barre 
inférieure comprimée (ig. 63.9,a). Dès lors les fibres tendues seront 
situées à la surface supérieure de la moitié droite de la poutre. Dans 
la moitié gauche les fibres tendues seront également placées à la 
surface supérieure (fig. 63.9,b). 
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Les épures des déflexions 6,1 nécessaires au tracé des lignes 
d'influence par la méthode cinématique peuvent être obtenues par 
un procédé quelconque, y compris celui que nous avons appelé 
méthode des charges fictives au $ 1.8. 

La même méthode cinématique peut être employée avantageuse- 
ment pour la détermination des lignes d’influence des efforts engen- 
drés dans les barres des poutres en treillis hyperstatiques. Prenons 
la poutre hyperstatique au premier degré de la fig. 64,9. 

Admettons que les sections transversales de toutes les barres 
de cette poutre sont les mêmes et adoptons comme système isosta- 
tique principal la poutre représentée à la fig. 69.9. 


‘4 Î : L 
| ” 
| Wang dinfluenge &x, 1 4 ; 
| | { | | ok sa 

l | 

| | rail | A MNT 
[TI g 3 9 3 3 
O36? 062 1 0672 0362 8 4 Ë 4% 6 


Fig. 66.9 Fig. 67.9 


L'équation qui exprime que le déplacement de la section 
correspondant à l'appui intermédiaire suivant la verticale est nul, 
s'écrira : 

: À 1041 + ip = 0 
d'où 

Ô Ô 
X.= = 
Ô11 Ô11 


La loi de variation de 0,1, quand la charge unitaire P se déplace 
le long de la membrure inférieure de la poutre, sera donnée par l’épu- 
re des déplacements verticaux des points de cette membrure sous 
l’effet d’une charge unitaire X,. Les ordonnées: de cette épure au 
droit de tous les nœuds de la poutre ont été calculées au $ 13.8 et 
l'épure correspondante est donnée à la fig. 45.8. Toutes les ordonnées 
de cette épure sont négatives car les nœuds de la membrure infé- 
rieure du système principal se déplaceront sous l’effet de la charge 
unitaire X1 vers le haut, tandis que la charge unitaire P, (voir 
fig. 65.9), dont le sens détermine la direction positive des déplace- 
ments, est dirigée vers le bas. 

La ligne d’influence de X, obtenue par la division des ordonnées 
de 8,1 par (—611), qui a pour valeur celle de 6,, au point d'applica- 
tion de la charge X,, est représentée à la fig. 66.9. Nous voyons 
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ainsi que cette ligne d'influence ne diffère de l’épure des déflexions 
8 1: que par une constante égale à (—1/6411). 

Une fois la ligne d'influence de la réaction de l'appui intermé- 
diaire trouvée, on peut procéder au calcul des efforts intérieurs qui 
seront donnés par l’expression bien connue basée sur le principe 
de superposition : 


N; Ni + NiXa, 
N? étant l'effort dans la barre i engendré par les charges réelles 


dans le système principal et W; l'effort dans la même barre engendré 
par l'effort unitaire X, appliqué au même système. 


. nf, I Le 19 n° 
Ligne d'influence de ZE "À Vigne ainfrence de li 
Ut . TL |  - | 


0407 + 


Fig. 68.9 Fig. 69.9 


On voit donc que a. ligne d’influence de W; peut être obtenue 
en additionnant les ordonnées des lignes d'influence de N? et de 
N;X1. 

Traçons par cette méthode la ligne d'influence de l'effort 
intérieur pour la barre 2-3 du système envisagé. 

Désignons cet effort par Uo3. 

L'expression ci-dessus devient alors: 


Us = Us + UrsXu. 


Pour tracer la ligne d'influence de chacun des deux termes 
séparément prenons la section 7-1 comme indiqué à la fig. 67.9,a. 
Admettons que la charge unitaire P se trouve à droite de la section 
et écrivons l'équation d'équilibre du tronçon gauche de la poutre: 


. DS M3 = A 3d—UËh —0 
ou 


Ua EE = À A4. 

Pour tracer la partie de la ligne d'influence de UF correspondant 
à la position des charges à droite du nœud 3 portors sur la verticale 
passant par l'appui gauche l’ordonnée 3d/h — 9/4 et connectons 
cette ordonnée au point d’ordonnée nulle sur la verticale de l’appui 
droit. La partie de la ligne d’influeñce correspondant à la position 
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des surcharges à gauche du nœud 3 sera obtenue en se souvenant 
que le point d'’intersection des deux droites formant cette ligne 
se trouve sur la verticale passant par le nœud 8. La ligne d'influence 
de UF, (qui constitue le premier terme dans l'expression de U;:) 
tracée pour Le système isostatique principal est donnée à La fig. 67.9,b. 


| 
Ligne d'infhiénce de by pe Dax, 
ll Li = HS | 
SI & ù "| 
| S à LS Y ] 
Fig. 70.9 


Cette même ligne d'influence montre que l’effort dans la barre 
2-3 causé par l'application au système principal d’un effort X, = 1 
sera égal à (—9/8). 

En multipliant par ce facteur les ordonnées de la ligne d'influence 
de X; (donnée à la fig. 66.9) nous obtiendrons la loi de variation du 
terme Us2X1 (c'est-à-dire la ligne d'influence du deuxième terme 
de la formule U:3) représentée à la fig. 68.9. En additionnant les 


valeurs des ordonnées des lignes d'influence de UF, et de Dax, 
(fig. 67.9,b et 68.9) on obtiendra finalement la ligne d'influence U 23 
pour le système hyperstatique donné (fig. 69. Ô). 

La ligne d'influence pour l'effort D, de la même poutre en 
treillis obtenue par une méthode tout à fait analogue est montrée 
à la fig. 70.9. 


CHAPITRE 10 


POUTRES CONTINUES 


$ 1.10. Théorème des trois moments 


Par poutres continues on entend des poutres hyperstatiques reposant 
sur appuis à articulations. Les travées extrêmes d’une poutre continue 
peuvent être en porte-àä-faux, peuvent reposer sur appuis articulés 
ou être encastrées. L'un des appuis d'une pouire continue doit 
fournir une liaison capable de s'opposer à son déplacement longitu- 
dinal. 

La fig. 1.10,a représente un tronçon d’une poutre continue 
à travées multiples soumis à un système de charges quelconques. 
Les appuis de la poutre seront numérotés de gauche vers la droite: 
0,1,2,...,n—1,n,n+1,n + 2, etc., les travées correspondan- 
tes étant désignées par lu, lo, Las + « +, Un=ts ns Ün+t €tC., l'indice 
de chaque travée correspondant avec le numéro de son appui de 
droite. Les moments d'inertie J des sections transversales d’une 
poutre continue restent constants dans chaque travée mais peuvent. 
varier d’une travée à l’autre. 

Le système principal isostatique pour une poutre continue peut. 
s’obtenir en éliminant les liaisons qui s'opposent à la rotation 
mutuelle de deux sections adjacentes au-dessus de chaque appui, 
c’est-à-dire en introduisant à cet endroit une articulation comme 
indiqué à la fig. 1.10,b. Dans ce cas les moments d’appuis seront 
considérés comme réactions surabondantes. 

L'équation qui exprime que les déplacements suivant la direc- 
tion de ces moments inconnus X, sont nuls (c'est-à-dire qu'il n’y 
a aucune rotation mutuelle de deux sections adjacentes au-dessus 
d'un appui z quelconque) prend la forme: 


se Xn-o0n, n-2 + Xn-10n, n-1 + AnÔn, n + XnH40n, nt1 + 
LE Xn400n, nt2 +... + Anp = 0. (1.10) 


Le calcul des coefficients des inconnues ainsi que du terme connu 
de cette équation s'effectue en construisant les épures des moments 
unitaires (fig. 1.10,c, d, e, f, g) ainsi que celle des moments engendrés 
par les charges réelles (fig. 1.10,h). 
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La 


La multiplication _de l'épure unitaire M, (fig. 1.10,e) par les 
épures unitaires de M», M1, M,, Mrs, Mhnso fournira les 


a des coefficients Ô,, n-2, On, n-1r Onynr On, n+tis Ôn,n+2- 
n voit que 
Ôn, _” 
2. 4 In. | 
Ôn, nu ET} trier 7 : 
2 In 2 | nu 2 .. 
dr 77e (1 PERTE Ch a 2) D 
2 2ln 2ln+1 , 
TE, VE 
4 LS l 
ô = (te. }= nti 
ALLÉE ET n41 2-3 1 GET ny ? 
Ôn, n+2 = 0. 


On s "aperçoit ainsi que dans l'équation (1.10) tous les’ coeffi- 
cients qui précèdent les inconnues à l'exception de 64, 1-1, On, n 
et Ôn,n+1 sont nuls. 

Le terme connu A,, de l'équation (1.10) sera obtenu en multi- 
pliant l'épure unitaire M, (fig. 1.10, e) par l’épure des M, (fig. 1.10,h) 
engendrés dans le système principal _ les charges réelles : 

1 | 
Anp — FT Un + FE OT 

Dans cette dernière expression Q, et Q,+1 sont les aires délimi- 
tées par l’épure des M, correspondant aux travées Z, et L,+1 (voir 
fig. 1.10,h), tandis que y, et yn+1 sont les ordonnées de l’épure 


unitaire de M, (fig. 1.10;e) mesurées au droit des centres de gravité 
de Q, et Q,, 14. 


De la fig. 1.10, e et h, on tire: 


_ In. __ bn, 
Un — TE Un+4 — RE 
et, par conséquent, 
Ace 1 | Oran 1 Qhitbnss 
PP Efn Un Efny1  Ün+1 


Désignons : 
Gran par S. n— 1 
j M 
Ontiônti PAT  OSnti,ntt 
Se n1 étant le moment statique de l'é épure des M, de la n-ième 


travée par. rapport à l'appui z — {et Sri. n+1 le moment statique 
de la même épure au-dessus de la travée (n + 1) par rapport 
à l’appui (n + 1). | 
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Système de départ 


Fig. 1.10 


28—168 


Les signes des moments statiques mentionnés S% ,_1 etS NT n+1 
coïncideront avec les signes des moments fléchissants M,. Ainsi on 
obtient finalement 


M M 
A2 SR Snti, m1 


En substituant toutes les valeurs trouvées dans l'équation (1.40) 
celle-ci devient, après transformations élémentaires 


U l I L 
XD (EL) Ann Et = 


Jn+1 
M M 
= on, m1 GS p4, mp1 
Inn In+47n+1 


Remplaçons Iles inconnues X,-:, X, et X,:1 par les momen s 
d’appuis correspondants 1,1, M, et M,:1 Dès lors la dernière 
expression prend la forme 


U U În | l 
Mn-1 7 + 2Mn (+=) Mr 


Jn#1 Jn+1 
M M 
657, n— 1 CSprs, n+ 


ne (2.10) 
Quand toutes les travées de la poutre ont la même section trans- 
versale (c'est-à-dire quand Jo = Ji = J, = J,+1) l'équation 


(2.10) devient 
Ma-iln 15 2M} (ln à G In+1) + Matiln+i = — —— — 
(3.10) 


Le membre droit de l’équation (3.10) est égal à —6RŸ si par R° 
on convient de désigner la réaction fictive du 7-ième appui du système 
principal de la fig. 1.10,b engendrée par des charges fictives réparties 
sur les deux travées adjacentes suivant l’épure des M, (fig. 1.10,h). 
Cette réaction sera positive quand les charges mentionnées provo- 
queront l'extension des fibres inférieures des travées mentionnées. 
On pourrait donc transcrire l'équation (3.10) comme suit: 


Molg + 2M (lg + la) + Mala = —6Re. (4.10) 


Dans cette expression W,, Mc et Ma désignent les moments 
fléchissants au-dessus des appuis gauche, central et droit res- 
pectivement, Zs et la les portées des travées situées de part et 
d'autre de l'appui central et RC la réaction fictive de cet appui. 

On désigne fréquemment chacune des expressions (2.10),(3.10)et(4.10) 
par le terme équation des trois moments, leur démonstration étant 
connue sous le nom de théorème des trois moments. Ces équations 
expriment que l'angle de rotation mutuelle de deux sections 
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# 
adjacentes au-dessus du n7-ième appui est nul. En même temps ces 
équations établissent les relations existant entre les trois moments 
d'appui voisins d’une poutre continue. Le nombre d'équations que 
l'on peut obtenir pour une poutre dont tous les appuis sont articulés 
sera exactement égal au nombre d’appuis intermédiaires. La solu- 
tion simultanée de toutes ces équations permettra de déterminer 
tous les. moments d'appui inconnus. 

Le système formé par les équations de trois moments représente 
une forme particulière du système des équations canoniques. Cette 
forme permet de se dispenser de la construction 
des épures unitaires et du calcul des coefficients 
des inconnues et des termes connus du système 
général, simplifiant ainsi considérablement 
l'étude des poutres continues. 

Une fois tous les moments d'appui déter- 
minés, on peut procéder au calcul des moments / / 
en travée et des efforts tranchants ainsi que mr 
des réactions engendrées à chacun des appuis. £pure desQ 


En effectuant ces calculs chaque travée sera 

considérée comme une poutre indépendante a 
à deux appuis sollicitée par les charges qui lui 
sont effectivement appliquées et par des mo- ” Onn-: 
ments d'appui qui viennent d’être déterminés. 

Les valeurs des moments fléchissants et Fig. 2.10 
des efforts tranchants correspondant à la 
n-ième travée d'une poutre continue peuvent se calculer à l'aide 


des expressions suivantes, dans lesquelles + est la Rene 
de la section envisagée : 


M=M + My + Re x; (5.10) 


Q=Q+ TUE | (6.10) 


Ces mêmes expressions ni la construction des épures 
des M et des © pour une poutre continue. 

La détermination d’une réaction d'appui D, s'effectue de la 
façon. suivante: on isole un élément infinitésimal de la poutre par 
deux sections situées immédiatement à gauche et à droite. du #-ième 
appui à la distance dx. La section de gauche est sollicitée par l'effort 
tranchant Q,,,-: et la section immédiatement à droite par l'effort 
tranchant O,. Ad | 

Cet élément est représenté à la fig. 2.10,a On conviendra de 
considérer que les réactions d'appui sont positives quand elles sont 
dirigées de bas en haut.. 

En projetant sur la verticale toutes les forces sollicitant l'élé- 
ment envisagé nous obtiendrons : 


Qn, n—1 + D} su On, n+i — 0 
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d’où. 
D} — Qn, nt — Q», ni. (7.10) 


Aïnsi pour une poutre continue la réaction d'un appui quelconque 
est égale à la différence des efforts tranchantis agissant dans les sections 
immédiatement à droite et à gauche de l'appui considéré. Par conséquent, 
cette réaction est égale à la valeur du gradin dans l'épure des efforts 
tranchants (fig. 2.10,b). 

En déterminant la réaction d'appui D, il est commode de repré- 
senter les travées d'une poutre continue aboutissant à cet appui 
comme deux poutres simplement appuyées (fig. 3.10), ces poutres 


Charges données Charges donnees 


Fig. 3.10 


étant sollicitées tant par les charges effectivement appliquées que 
par les moments d'appui déjà trouvés. La réaction D, pourra se 
déterminer alors par la sommation de D,,, de l'appui supportant 
l’extrémité droite de la poutre gauche et de D, à de l'appui suppor- 
tant l'extrémité gauche de la poutre droite, c'est-à-dire 


Dr = Di,g + Dan. (8.10) 
Dans cette expression : 
Mn-1 —Mh 
EE (9.10) 
TD). 0 Mn —M*n | È 
Da, a = Da, a da D CU 


D},g et Dh,a représentant les réactions des appuis 7, et 7a 
des poutres à deux appuis causées uniquement par les charges directe- 
ment appliquées, : c'est-à-dire sans tenir compte des moments 
d'appui. 


* Les valeurs de Dn,g et Dh, a peuvent se calculer également en partant 
des considérations d'équilibre. des poutres simplement appuyées. 
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En substituant les expressions (9.10) dans (8.10) nous obtenons: 


M n—1 


— M Mnu — M 
Da Dh, g+ Dia HR UR + Ann, 


In+1 


(10.10) 


Les deux formules (7.10) et (10.10) permettent de déterminer 
toutes les réactions d'appui d’une poutre continue quand tous 
les moments d'appui sont connus. Si une poutre continue se termine 
par une travée en porte-à-faux la réaction de l’appui qui supporte 


cette travée devra être calculée à l’aide de la formule (7.10), c'est- 
à-dire en évaluant la différence entre les efforts tranchants de part 
et d’autre de cet appui. On se souviendra que l'effort tranchant 
du côté de la console sera égal à Ia somme des projections de toutes 
les forces qui sont appliquées à cette console sur une normale 
à Son axe. 

Prenons la poutre continue représentée à la fig. 4.10,a et rédui- 
sons graduellement la travée extrême gauche. 

À la limite, quand /;, tend vers zéro, la tangente à la déformée 
au droit de l'appui gauche coïncidera avec l'axe non déformé de la 
poutre (fig. 4.10,b), ce qui veut dire que la section transversale de 
la poutre située au-dessus de l’appui / ne subira aucune rotation. 
On voit ainsi que la poutre de la fig. 4.10,a peut être considérée 
comme une poutre encastrée si La longueur de la travée Z, tends vers 
zéro (fig. 4.10,c). 

Par conséquent, le calcul des poutres continues encastrées aux 
extrémités peut s'effectuer également à l'aide des équations de trois 
moments, en considérant qu'une extrémité encasirée est équivalente 
à une travée supplémentaire de longueur | — © reposant sur deux appuis 
articulés. 
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Pour terminer, indiquons l'ordre qu'il est recommandé de suivre 
lors des calculs des poutres continues. 

1. On trace le schéma de la poutre continue, sur lequel on indi- 
que toutes les charges appliquées. Si l’une des extrémités de la 
poutre est encastrée, on ajoute à cette extrémité une travée supplé- 
mentaire L de portée égale à zéro. | 

2. On. procède à la numération de tous les appuis et de toutes 
les travées de gauche à droite. 

3. Pour chacun des appuis intermédiaires de la poutre on écrit 
les équations des trois moments. 

4. En résolvant simultanément toutes ces équations on obtient 
les valeurs de tous les moments d'appui, à l'exception des appuis 
extrêmes: | 

5. Les moments fléchissants et les efforts tranchants en travée 
sont déterminés ensuite en se servant des expressions (5.10) et (6.10), 
ce qui permettra la construction des épures correspondantes. 

6. Les réactions d'appui de la poutre continue sont calculées 
à l'aide des formules (7.10) et (10:10). 

7. Le contrôle de l'exactitude de ces épures est finalement 
effectué par les méthodes exposées au $ 6.9. 


Problème 1. On demande de construire les épures des M et des Q pour une 
poutre continue de section transversale constante représentée à la fig. 5.10,a. 

Solution. Construisons l’épure des M,. en considérant chaque travée comme 
une poutre à deux appuis (fig. 5.10,b) et écrivons pour l’appui 1 l'équation 
des trois moments. La formule (4.10) donne : 


Moli+-2M (l4+-lo) + Molo= —6RŸ. 


La poutre ainsi que le système des charges étant symétriques par rapport 
à l'axe passant par son centre, les moments fléchissants au-dessus des appuis 1 et 
2 auront la même valeur, c'est-à-dire M, — M2. En outre, on a M5 —=0 
et 4 —= Lo — {, 
Dès Iors | 


RS TT TE 
et, par consequent, 
2M; 2 -+—Mil— — PT 
d'où 
Mi = Mo — me 


Comme les valeurs des moments d'appui 4, et M, sont négatives Îles fibres 
tendues au droit de ces appuis se trouveront à la face supérieure. Pour construire 
l’épure des M déterminons le moment fléchissant au point d'application de la 
charge P à l’aide de la formule (5.10) : 


3PI (- 3P1 ) 
PI 3Pl 7 40 40 L 
4 40 l 2 40 


M, — 
2 
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Connaissant les valeurs des moments d'appui 4, et M, ainsi que la valeur 
du moment fléchissant au milieu de la travée centrale nous pouvons construire 
J'épure résultante des moments fléchissants pour l’ensemble de la poutre toute 
entière (fig. 5.10,c), 


La formule (6.10) permet de déterminer les efforts tranchants dans toutes 
les sections de la poutre. 
Ainsi dans la travée 0-1 on a 


3P1 


| 
40 3P 
M po a 
et dans la travée 1-2 pour 0 < x & 1/2, c'est-à-dire entre l'appui Z et la char- 
ge P, 
__3P1 e PL 
rime æ) _» 


Ces données ont servi à la construction de l’épure des efforts tranchants 
pour la partie gauche de la poutre représentée à la fig. 5.10,d. L’épure des @ 
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pour la moitié droite de la poutre a été construite en se basant sur les considé- 
rations de symétrie. 

Les réactions d'appui seront déterminées à l’aide de la formule (7.10) : 

3P 3P P 3P 23P 
D ge ee ar 0 2 2 40 }= 40 

La fig. 5.10,e représente la. poutre ainsi que toutes les forces extérieures 
(y compris les forces de liaison) qui lui sont appliquées. On se rend immédia- 
tement compte que l’ensemble du système est en équilibre. 

Procédons au contrôle de l'épure des M en nous basant sur la compati- 
bilité des déformations. Les considérations de symétrie requièrent que l'angle 
de rotation v, de la section située directement sous la charge P soit égal à zéro. 
Pour déterminer la valeur de cette rotation éliminons les appuis 2 et & et appli- 
quons au système isostatique ainsi obtenu un couple unitaire au droit de la sec- 
tion envisagée. L'épure des M cngendrés par ce couple unitaire est repré- 
sentée à la fig. 5.10,f. Multipliant cette dernière par l’épure réelle de M (5.10,c) 


nous obtenons: 
{ 3P1 2 7PL BPI\ 4 1! 
= | 6 it 5) 5 51] 
_ PI2 7 3 
= (++) =0 


ce qui indique que l'angle de rotation de la section du milieu est effective- 
ment nul. 

Problème 2. On demande de construire les épures des M et des Q@ pour 
la poutre continue représentée à La fig. 6.10,4 en tenant compte des moments 
d'inertie différents des travées. 

Solution. Le schéma de la poutre avec l'encastrement gauche remplacé 
par une travée supplémentaire de longueur À — 0 est donné à la fig. 6.10,b, 
tous les appuis et toutes les travées étant dûment numérotés sur ce schéma. 

Afin de trouver la valeur des membres droits de chacune des équations 
des trois moments construisons l’épure des moments fléchissants M, pour cha- 
cune des travées considérée comme étant simplement appuyée (fig. 6.10,c). 
L’épure des moments pour la partie en console sera construite en partant de son 
extrémité droite tout comme pour une poutre à encorbellement isostatique. 

Seuls les moments d'appui M, et M, sont inconnus, le moment d'appui 
M3 étant égal à — 5 tonnes-mètres comme on se rend compte en examinant 
la fig. 6.10,c. Ecrivons les équations des trois moments pour les appuis 1 et 2: 


1 


Mots (+ 2) nes D), 722. 

Ji Lies Ji Ja FM Ja UJs Jo 
M 

Mila + om, (+) + me tr ss 

Jo 2U Je Ja Ÿ J3 loJo la] 3 


Etant donné que M5—=0, Ma —5 tm, l4—0, 1 —6 m, l3=4 m, Jo—2J, 
Js=J on a : | | 


51; 0 

Coin a ae 2 Lie ne Sn 
He ÈE (4 a) 46: 
sh = pis 18. 


D} P-5t 1 


‘An 10 tm g=3im 
4 2 HU + 
7. . Q 
| 3m Jim 2m 2m T1 
| Le 
] | | Fest 
b} JR 10 tm L pes | 
2 ñ | ALLIE 


Fig. 6.10 


et, par conséquent, 


2M3-6 6 _ 6(—15). 

27 TMS GO : 
M,.6 16 4 5.4 6.15 6.18 
te Gr) es 


Après simplification ces équations deviennent : 
AM +2Mo=S ; 6M,+28M;:— — 29, 
Leur solution donne: 
Mi—1,98 tm; Mo —1,46 tin. 


À l'aide de la formule (5.10) nous pouvons maintenant trouver les valeurs 
des moments fléchissants agissant dans toutes les travées de la poutre donnée ; 
{pour la travée en console cette valeur est déjà connue). 


Travée 1-2 


— 1,46 —1,98 
6 


pour 0<r<3 m; M=—Ÿ 541,984 x = 1,98 —2,24x ; 


pour x—3m; M—1,98—2,24.3— - 4,74 tm; 
pou 3m<z<6 m; M= 102 241,98 


_ — 1,46 — 1,98 
6 
pour z—3m; M—11,98—2,24.3—5,26 tm ; 
pour z—6m; M—11,98—72,24.6-- —1,46 tm. 
Travée 2-3 
pour O<Lr<2m; M—4,9r— 1 
= — 1,46 +3,615x— 1,5r2; 
pour æ—2m; M——1,46+3,615.2—1,5.22— — (0,23 tm; 


—5+41,46 
TT x = 


x = 11,98 — 2,247 ; 


. 4 
1,464 DELS 


pour 2m<r<4m: M—4,57—3.2(x—1)—1,46+ 
— 4,54 — 2,385x ; 
pour x—2m; M—4,54—2,385.2— —0(0,23 tm. 
pour æ—4m; M—4,54—2,385.4— —5,00 tm. 
L'épure résultante des moments fléchissants construite à l’aide des don- 
nées présentées ci-dessus est donnée à la fig. 6G.10,d. 
Pour obtenir les expressions des efforts tranchants dans toutes les travées 


<e la poutre prenons les dérivées premières des expressions des moments flé- 
chissants agissant dans ces travées. 


Travée 1-2 

Q=— —2,24 t. 

Travée 2-3 

OKr<2m; Q—3,615—3z; 

pour æ=Û Q=—3,615 t; 

pour z—2m Q—3,615—3.2—- 2,385 t. 


Déterminons la section pour laquelle l'effort tranchant Q passe par zéro 


Q— 3,615 — 3x —0 
d’où 


Dans cette section le moment fléchissant passera par un maximum * 


Max = —1,46-+3,615.1,205 — 1,5.1,2052— 0,72 tm : 
pour 2m<r<4m; Q—=—2,385 t. 


L’épure des efforts tranchants Q construite à l’aide des données qui vien- 
nent d'être obtenues est représentée à la fig. 6.10,e. 

Les réactions d'appui seront trouvées comme précédemment à l’aide 
de la formule (7.10) : | 


Di=—2,24t;  Do—3,645—(— 2,24) —5,855 t: 
Da—5—(— 2,385) — 7,385 t. 


__ La fig. 6.10,f représente la poutre envisagéc avec toutes les forces exté- 
rieures (y compris les forces de liaison) qui lui sont appliquées. Voyons si les 
conditions d'équilibre sont satisfaites 


DY= —2,24+5,855+7,385— 3.2 5—13,24— 13,240 ; 
D Mi=1,98+ 10 —5,855.6—7,385.10 3.2.7 + 5.11 — 108,98 — 108,98 — 0. 


Effectuons maintenant le contrôle de l’épure des M en nous basant sur 
les déformations de la poutre. A cette fin déterminons le déplacement verti- 
cal A: de la section située au-dessus de l'appui 3. Il est évident que la valeur 
de ce déplacement doit être nulle car l'appui s’oppose à toute translation 
de cette section suivant la direction considérée. Appliquons un effort unitaire 
vertical à la section correspondante d'une poutre isostatique obtenue par éli- 
mination des appuis 2 et #. L’épure des moments fléchissants engendrés dans 
ce système par la charge unitaire mentionnée est représentée à la fig. 6.10, g. 
En multipliant l’épure des M (fig. 6.10,d) par l’épure que nous venons de trou- 
ver, nous obtenons: 


A= À (—2-10.4,98+-2.7.4,74 + 10-4,74— 71,98) 


5 (—2.7.5,26-2.4.1,46-+7.4,46—4.5,26) —1_ 


2EJ 
2 1 2 442 1 
LEE 0 e / e « e _ e a —— , e © —— à ne nn 

++ (241,46 42.2.0,28-+4-0,28-4 21,46) ——— 1.5.2. 
2.2 2 A4 4 1 | 

DS RE e — 0. — es EE ns, — — === 

= (0,23 S +5 5) 27 = 7 (5,075—18,105 +5,48 —6 43,64) —0. 


On voit ainsi que le déplacement A, est effectivement nul. 


* Notons que le terme maximum n'indique pas dans le cas donné la valeur 
absolue là plus grande du moment, maïs signifie simplement que la tangente 
à l'épure des moments au droit de cette section sera horizontale. 
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$ 2.10. Méthode des foyers 


Le paragraphe ci-dessous sera consacré au calcul des poutres 
continues par la méthode des foyers. Cette méthode est particulière- 
ment indiquée pour les poutres à grand nombre de travées et égale- 
ment quand seulement une partie des travées supporte les charges. 


0. un ue Ou ue me de eut EUR QAR ŒNEER GIN ŒR UR CE QE SU 


Fig. 7.10 


Considérons la poutre continue à section constante dont tous 
les appuis sont à articulation et dont la n-ième travée seulement 
est chargée (fig. 7.10,a). Eliminons toutes les liaisons surabondantes 
en introduisant des rotules au droit de chaque appui intermédiaire 
et remplaçons ces liaisons par des moments d’appui encore inconnus. 
Pour les déterminer écrivons consécutivement les équations des 
trois moments pour chacun des appuis intermédiaires. 

a) Appui J. L’équation des trois moments aura la forme 


Mols + 2Mà (la + lo) + Mols = 0, 


or comme M, —0 
2M: (li + Le) + Mal =0, 


Mo __ 2(li+lo) | 
MN M 


Cette dernière relation montre que: 

4) les moments d'appui M: et M, sont de signes contraires ; 

2) le rapport W,: M; ne dépend que de la longueur des travées 
d, et L, mais non de la grandeur des moments ni des charges situées 
sur les travées droites. 

Dans le cas particulier quand ./; = { le coefficient K, — 4 
ou en d’autres termes le moment d'appui ÂW;, est quatre fois plus 
important en valeur absolue que le moment 1. 

. L'épure des moments fléchissants pour la travée Z: prend l'allure 
indiquée à la fig. 7,10,b. Cette épure montre que dans la moitié 
gauche de la travée il existe un point dans lequel le moment fléchissant 
devient nul. Nous désignerons ce point par F, et nous l’appellerons 
foyer gauche ou point focal gauche de la deuxième travée. La position 
de ce point le long de la travée dépend: de la valeur de À, que nous 
appellerons rapport focal gauche de la deuxième travée. Cette position 
ne dépend ni des longueurs des travées suivantes ni de La distribu- 
tion des charges le long de ces travées. Les moments aux appuis 2 
et Z pourront varier tant en fonction de l'intensité des charges que 
de leur distribution, mais le rapport entre ces deux moments restera 
toujours constant, et par conséquent, aussi longtemps que les travées 
dl, et Là restent non chargées, le moment fléchissant au point focal F: 
restera toujours nul. 

La distance w entre le point focal F, et l'appui gauche de fa 
travée considérée sera égale à : 

=." 

2 44 Ko 


Dans le cas particulier quand 4 —l,—1 


U 


b) Appui 2. L'équation des trois moments prend la forme: 
Mil +2M (l+ 3) + Mals— 0. 
Remplaçons dans cette équation la valeur de M, par — 2: 
2 
M3 3 | 
x. L + 2M (b + ls) + Mal =0, 


ho Dé 2 ou + | mu 


On. voit que la relation entre les moments d'appui M3: et M: 
ne dépend plus ni de la longueur des travées suivantes ni de la distri- 
bution des charges le long de ces travées. . 

L'’épure des moments fléchissants dans la travée /; a l’allure 
représentée à la fig. 7.:40,c. 


La troisième travée possède tout comme la travée précédente 
un foyer gauche situé dans sa moitié gauche au droit duquel l’épure 
des moments passera toujours par zéro aussi longtemps que les 
trois travées l1, l et l, ne supportent aucune charge. 

_. c) Appui 8. L'équation des trois moments prend l'allure 


Mols + 2M3(l+1)+Mili=0. 


substituant dans cette équation — 7 à M, on obtient comme 
| 3 


précédemment : 
M, Hot). 
M3 [2+ L (2 x.) | - Ka 


_ Ainsi le rapport focal pour la travée 4 se déterminera par la 
même expression que pour la travée à, la seule différence étant que 
tous les indices devront être augmentés d’une unité. Par conséquent, 
la formule générale donnant la valeur du rapport focal gauche de 
la r-ième travée sera 


Lu [2+7 fe a a (2 )]= n = ee 


Cette expression a le calcul successif de tous les rapports 
focaux. Pour la première travée d’une poutre, quand l'extrémité 
gauche s'appuie sur une articulation, on a: 


ce qui veut dire que le foyer gauche de la première travée coïncide 
avec l'appui extrême. 
Pour la deuxième travée on obtient comme précédemment 


= Hi. 1 2 (ati) 
Ka 2+ (2x) = 

Répétons que par foyer gauche on entend un point sur l'axe d'une 
poutre continue qui détermine pour chaque travée la section dans laquelle 
le moment fléchissant passe par zéro aussi longtemps que la travée 
considérée ainsi que toutes les travées à sa gauche restent non chargées. 

Reprenons la même poutre et envisageons maintenant les 
travées non chargées situées à droite de celles qui supportent les 
charges. Un raisonnement analogue nous permettra d'obtenir 
l’expression donnant la valeur des rapports focaux droits. 

L'épure des moments fléchissants dans les travées non chargées 
droites aura l’allure indiquée à la fig. 7.10,4. On voit donc que dans 
la moitié droite de chaque travée il existe également un point où 
Je moment est toujours nul pour autant que les travées considérées 
et toutes les autres travées à droite de celles-ci ne supportent 
aucune charge. Ces points seront appelés foyers droits. 
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L'expression générale donnant la valeur du rapport focal droit 
que nous désignerons par X, pourra être dérivée de la formule rela- 
tive au rapport focal gauche en tenant compte du fait qué les travées 
droites devront toujours être considérées par ordre des numéros 
décroissants : | 


: l 1 M 
Kn=2+ 7% (2 —— ) = — ne: 12. 
n Æ A WE, (12.10) 
Pour la travée extrême droite tout comme pour la travée extrême 
gauche le rapport focal droit devient infini quand la poutre repose 
sur un appui articulé. Tous les autres rapports focaux peuvent être 
calculés successivement en se servant de l'expression (12.10). 


Fig. 8.10 


Les expressions donnant la valeur des rapports focaux peuvent 
être étendues aux cas des poutres à extrémités encastrées si l’on 
considère l’encastrement comme une travée supplémentaire dont 
la longueur tend vers zéro. Admettons que nous avons affaire à une 
poutre encastrée à l'extrémité gauche. Ecrivons la formule donnant 
la valeur du rapport focal X,: 

| Lo 1 
Ki=2+ (2). 

Dans cette expression il faut prendre À, = © car l'appui extrè- 
me gauche de la travée auxiliaire est à articulation ; puisque Z, = 0 
on irouve: | 

K1= 2. 

Ainsi dans la travée encastrée le rapport focal est égal à deux, 
c'est-à-dire que le foyer est situé à un tiers de la portée compté 
à partir de l’encastrement. Notons que c'est la distance maximum 
qui peut séparer le foyer de l'appui correspondant, la distance 
minimale qui sépare ces deux points pouvant se réduire à zéro. 

Montrons maintenant comment les points focaux peuvent être 
utilisés pour la détermination des moments d'appui des poutres 
continues. 

À cet effet envisageons la poutre de la fig. 8.10 dont une seule 
travée (mettons la travée Z,) est chargée. 

Ecrivons l'équation des trois moments pour les deux appuis 
délimitant cette travée. 


4AT. 


Pour l'appui (7 —1) nous aurons 


M rl ; + 2M 1 (/n-1 + bn) + Mn — —6Rn_1 = — — GA; ; 


et pour l’appui 7 


Mn-iln + 2Mn (in + In+4) + Mauinu = — 681 = —6B4. 


Dans ces expressions AŸ et B£ sont les réactions fictives d'appui 


gauche et droite de la n-ième travée respectivement. 


Remplaçons dans ces expressions les moments aux appuis n — 2 
et n + 1 par leurs valeurs exprimées en fonction des rapports focaux 


correspondants: 


M M 
Mn= — = et Man = — : 


: , ÿ 
Kr Kn+: 


Nous obtiendrons : 
ln 
M1 [2 (ln-1 + In) ps + | + Man ma GA ; 


Mn-bn + Mn [2 (ln + nes) 82 |= — 68%. 


n+TI 


Divisons les deux membres de ces équations par /,: 


bis GA 
Ma [2+%= (2 -) | + = =: 
Es En +1 PE es 6, 
Mn + M 1. [2+%% (2 re) |= eu FE 
ou, en tenant compte. des expressions. (11.10) et (12.10), 
Mn-1Kn + M = | l, ) Mh-i + MK T7 ln . 


En résolvant ces équations par rapport à M, et M,: 


G(AnAn— Br), 
ln (KnK, — 1) 
6(E% En An) 

la (Knk y —1) | 


M; 


« 


(13.10) 


Quand la travée qui supporte les charges se situe à l'extrémité 
d’une poutre, mettons à l'extrémité gauche, et que l’appui gauche 
est articulé, la valeur du rapport focal pour cette travée devient 
infinie. Le moment à l'appui extrême gauche devient nul, tandis 
que la valeur de l’autre moment d'appui devient indéterminée. 
Pour lever cette indétermination il suffit de diviser le numérateur 


et le dénominateur de l'expression par K;. 
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Quand on passe à la limite, X, devient infini et on a: 


F n 


NOR 


Ayant ainsi déterminé les moments aux appuis de la travée 
chargée, on trouvera facilement tous les autres moments d'appui 
en se servant des rapports focaux. | 

Quand plusieurs travées d'une poutre continue sont chargées, 
le problème se résout en ayant recours au principe de superposition. 


Problème 1. On demande de déterminer les moments d'appui M, et Ma 
quand la travée & est sollicitée par une charge unitaire P située à une dis- 
tance z de l'appui 7 (fig. 9.10,a). 


Fig. 9.10 


Solution. Déterminons les rapports focaux gauches pour les travées Z et 
L en utilisant l'expression (11.10) 


Kj=— 1; Ko 24 (2-2) 4, 


On déterminera de la même façon les rapports focaux droits pour les tra- 
vécs L, l3 et L en ayant recours à la formule (12.10): 


n L, 1 £ 
Kÿ=2+T (2 ]=4: 
K; 24 (2- LS ) — 3,75 
i Lo 4 Abus 
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Les moments d'appui de la travée chargée se détermineront à l’aide de la for- 
mule (13.10): 


6(BFK2— AF) 
lo (K2K 5 —1) 


6 (AFKs—B?) 


PS RER 1) 


et Mi = — 


dans lesquels 


4Fp_®Uz) l Q@l—z) _U—2) (21—x)x. 
: l 2 3l 6l ; 
gr_-?U—2) _— ro _&(?— x?) 

HR Gi 


(voir l’épure des M représentée à la fig. 9.10,b). On en tire: 


—_ = 3 2)" 
[ef 2 =2)2 8 75 x (1 z?)7 
= 6 |. 
ni TE S 
__G—x) (2— x) z.3,75—x ((3— 22) 


1412 
" [ (x?) , _(—2) (21— x) #1 
ur Gi GI _ 
= | 14l _ 
___ 4r (li 2?) —(l— zx) (21—zx)z 
142 | 
Problème 2. On demande de faire l'étude complète d'une poutre à six 


travées égales dont la travée 4 supporte une charge uniformément répartie 
(fig. 10.10,a). 


3 


C} “oi, 
La ‘au 
> =. 
+ 
à pe = 
S 
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Solution. Les calculs seront commencés par la détermination des rapports 
focaux gauches en utilisant l'expression (11.10): 


| 1 
0 Ù 
l 1 15 l 1.4 96 
matt ( tj cest (et) 


Le calcul des rapports focaux pour les travées suivantes est superflu. Pas- 
sons maintenant au calcul des rapports focaux droits, en procédant de droite 
à gauche. Etant donné que toutes les travées ont la même longueur, nous aurons 


L'épure des moments fléchissants engendrés dans le système isostatique 
principal a l'allure indiquée à La fig. 10.10,5. Cette même. épure constitue 
l'épure des charges fictives.. Les réactions d'appui engendrées par ces charges 
fictives scront données par. | 

ES CL UE Le 
fau 8 3 D 2" 


En appliquant les formules (13.10) on trouve les moments fléchissants aux 


appuis 3 et 4 
6 (2 Rd) 


- 24 à 247. 1». 
a 
(15 4 
24 15 24 41 
PTS) 
15 4 


Ayant trouvé ces moments et connaissant les rapports focaux, on trouvera: 


Ms 1 , 4 Mt 


= pl — © pl3: 
12 Ka 2080 15 780% : 
Mi A1 St A1 . . 
PÉTTR m0 æ 21200: Mo 
__ Ma 14 4 à. L 
Mi T7 43100  Me=0. 


Les données ainsi obtenues permettent maintenant la construction de l’épure 
des moments fléchissants sollicitant la poutre continue étudiée (fig. 10.10,c). 


$ 3.10. Epures enveloppantes des moments fléchissants 


Quand une poutre continue supporte des charges fixes (générale-. 
ment considérées comme étant uniformément réparties) et des surchar- 
ges qui peuvent occuper des positions très diverses, le choix des 
sections transversales et le calcul des tensions normales requièrent 
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la détermination des valeurs extrêmes que les moments fléchissants 
peuvent prendre tant en travées qu'aux appuis. 

Si l’on porte au droit de chaque section de la poutre deux ordon- 
nées dont les valeurs sont égales aux valeurs extrêmes que le moment 
fléchissant peut prendre dans cette section et si l’on connecte ces 
points par des courbes continues, on obtiendra des épures connues 
sous le nom d'épures enveloppantes. L'ordre à suivre pour la construc- 
tion de l’épure enveloppante des moments fléchissants sera exposé 
en prenant comme exemple une poutre symétrique à quatre appuis 


Fig. 11.10 


(fig. 11.10,a). Admettons que les charges fixes sont réparties uni- 
formément sur toute la longueur de la poutre, leur intensité étant 
égale à g. Admettons aussi que les surcharges d'intensité p sont 
également réparties uniformément et peuvent occuper un nombre 
quelconque de travées (dans l'exemple envisagé de 0 à 4) ou être 
absentes. Supposons que l'intensité des charges fixes g s élève à 
2 t/in.c. et celle des surcharges p à 53,79 t/m.c. 

L’épure des M peut être déterminée soit par la méthode des 
foyers soit à l’aide des équations des trois moments. L'épure engen- 
drée par les charges fixes est donnée à la fig. 11.10,6. 

La fig. 12.40,a, b et c représente les épures des moments 
fléchissants correspondant aux chargements de chacune des travées 
par Les surcharges d'intensité p. Procédons maintenant à la construc- 
tion de l’épure enveloppante. À cette fin trouvons d'abord toutes 
les ordonnées positives des épures des moments fléchissants corres- 
pondant aux trois positions des surcharges et additionnons-les 
à l’ordonnée de l'épure due aux charges fixes. Le résultat donne 
l’ordonnée du moment fléchissant maximum pour la section envi- 
sagée. Ensuite, trouvons la somme de toutes les ordonnées négatives 
des épures des moments correspondant aux diverses positions des 
surcharges et ajoutons-y l’ordonnée de l’épure des moments engendrés 
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par les charges fixes. Nous obtiendrons ainsi la valeur du moment 
minimum pour la section envisagée. 
Ainsi par exemple les ordonnées de Max et Minin pour la section 
d'appui Z seront égales à : 
M max =1,0+(—3,2) = —2,2tm; 
Mmin= —4+(—3)+(—3,2)= —10,2 tm. 


a} 


p=375t/m.c. 
, OR ÉTTITTNT 


LE 


Fig. 12.10 
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En effectuant la même opération pour un nombre de sections on 
trouvera Îles valeurs des ordonnées M, et Mu; tout le long de 
la poutre. En joignant ces ordonnées par des courbes continues on 
obtient les deux épures enveloppantes des moments fléchissants 
représentées à la fig. 13.10. 

Le même procédé peut être employé pour la construction des 
épures enveloppantes des efforts tranchants. 


Fig. 13.10 


Le calcul des poutres continues à moment d'inertie constant et 
travées égales est effectué fréquemment à l’aide des tableaux appro- 
priés, permettant la détermination rapide des moments et des 
efforts tranchants maximums dans diverses sections. En guise d’exem- 
ple nous présentons ici le tableau 1.10 dressé pour une poutre con- 
tinue à trois appuis simples. 

Les calculs s’effectueront à l'aide des formules suivantes : 


M = (aq + bp) l* 
Q= (vg + ôp) L. ; ee 


Dans ces expressions qg et p représentent comme toujours les inten- 
sités des charges fixes et des surcharges mobiles respectivement 
tandis que &, B, y et Ô sont les coefficients donnés par les tableaux. 

Lors du calcul de la valeur maximum des moments fléchissants, 
le coefficient B doit être pris avec le signe plus dans la colonne 
correspondante ; quand on calcule la valeur minimum de ces moments, 
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Moments fléchissants M 


Tableau 1.10 


Efforis tranchants Q 


x ———_———— _—_— 

ra Coefficient gq | Coefficient » Coefficient q Coefficient a| Coefficient D 
EE  —— — +) a 

a | +8 | 8 | v. ) mL +6 | 6 
0,0 0 (g 0 + 0,375 | 0,4375 | 0,0625 
0 ,1 + 0,0325 0,03875 0,00625 0,275 us 0,0687 
0,2 + 0,0550 0,06750 0,04250 40,175 | 0,2624 | 0,0874 
0,3 10,0675 0,08625 0,01875 410,075 | 0,1932  0,1182 
0,379 | —<+0,0703 0,09375 0,02344 0 0,1491 | 0,1491 
0,5 -- 0,0625 0,09375 0,03125 — 0,125 0,0898 |! 0,2148 
0,6 + 0,0450 0 ,08250 11,03750 — 0,225 0,0544 | 0,2794 
0,7 + 0,0175 0,06125 0,04375 — 0,325 0,0287 0,3537 
{,75 0,04688 0,04688 — 0,375 0,0193 | 0,3943 
0,8 —0,0200 0 ,03000 0,05000 — 0,425 0,0119 0,4369 
0,85 —0,0425 0,01523 0,05773 — 0,475 0,0064 | 0,4814 
0,9 — 0,0675 0,00611 0,07361 — 0,525 0,0027 0,5277 
0,95 .—0 ,0950 0,00138 0,09638 : 0,579 0,0007 | 0,5757 
4,0 —0,1250 0 0,12500 RTE. — (0,625 0 0,6250 

Réaction d'appui A4— 4,250 | te as 1,2500 ro | 0 0 


le coefficient doit être tiré de la colonne portant en tête le signe 
moins. De même, pour le calcul de la valeur maximum de l'effort 
tranchant c’est la valeur positive de ô qui doit être prise, tandis 
que quand on désire obtenir la valeur minimum de Q ce sont les Ô 
négatives qui doivent être introduites dans la deuxième des formu- 
les (14.10). Le même tableau permet le calcul des valeurs maxi- 
males positives et négatives des réactions d'appui engendrées tant 
par les surcharges mobiles que par les charges fixes. La forme des 
expressions utilisées pour la détermination des réactions d'appui 
est exactement la même que celle utilisée pour le calcul de l’effort 
tranchant. 

Notons que les tableaux tels que 1.10 prévoient la possibilité de 
la répartition des surcharges non seulement sur des travées entières, 
mais également sur certaines parties de ces travées. Par conséquent, 
les épures enveloppantes construites à l’aide de ces tableaux seront 
plus précises que celles qu'on obtiendrait en procédant de la façon 
exposée au début du paragraphe, c'est-à-dire en n’envisageant que 
le cas des surcharges réparties sur des travées entières. 


Problème. On demande de trouver le moment fléchissant et l'effort tran- 
chant dans une section distante de 0,47 de l'appui gauche d’une poutre à trois 
appuis d'un plancher en béton armé dont le poids propre s'élève à 600 kg/m.c. 
et sa couche d'isolation thermique à 200 kg/m. c. La couche isolante 
peut être appliquée sur des secteurs séparés du plancher (fig. 14.10). 
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Solution. La détermination du moment fléchissant s’eflectue à l'aide 
de la première des formules (14.10). En développant cette cxpression, nous 


obtenons : 
M=aql?+fpe-M,;+M,. 


Dans cette expression «qi? représente la valeur du moment fléchissant 
engendré dans la section considérée par les charges fixes d'intensité q — 
— 600 kg/m. c. Pour z = 0,4! le coefficient &« donné par le tableau 1.10 est 
égal à + 0,0700. Par conséquent 


. My=agl2 =0,0700.600.102—4200 kgm. 


Le 1leuxième terme de la partie droite de l'expression M, représente la 
valeur extrême que le moment fléchissant engendré par les surcharges peut 
atteindre. Nous savons que cette valeur peut être tant positive que négative. 


P=200 kgjm 
le RE LL DOTE 
| | xE 


Fig. 14.10 


Pour la section donnée (c'est-à-dire pour x — 0,4!) la valeur du coeïlicient $ 
correspondant au maximum positif s'élève à + 0,09500, Par conséquent, 


M, = Bpl? = 0,09500- 200.102 — 1 900 kgm. 


La valeur extrême négative du moment fléchissant se détermine d'une 
façon analogue mais en tirant la valeur du coefficient 6 de la 4€ colonne 
du tableau: 


Mp=fBpl== —0,02500-200.102= — 500 kgm. 


Le choix des sections de la poutre sera basé sur le moment fléchissant 
maximum engendré tant par les charges fixes que par les surcharges mobiles 
qui s'élève pour la section considérée à: | 


Si l’on prenait la somme du moment fléchissant engendré par les charges 
fixes et du moment minimum provoqué par les surcharges mobiles on 
obtiendrait : 

Mmin = 4 200 — 500 — 3 700 kgm. 


Comme ces deux valeurs extrêmes du moment fléchissant sont de même 
signe on n’en retiendra pour le calcul que la plus grande des deux, c’est-à-dire 
celle du Max: 

_ Procédant exactement de la même façon mais en utilisant la deuxième 
des expressions (14.10) on obtiendra les valeurs de Qinax ©t de Qmin Pour 
la même section: 


Qmax=(—0,025:600 +0,1359.200).10— —150+- 271-121 kg; 
Qmin =(—0,025-600 —0,1609-200).10 = —150—321 = — 471 kg. 
La valeur de la réaction d'appui 4, qu'il faudrait introduire dans les 
calculs sera donnée par (voir tableau 1.10) 
A=(4,250q + 1,250p) & — (1,250 -600 + 1,250. 200) «10 — 10 000 kg —10 t. 
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$ 4.10. Lignes d'influence pour poutres continues 


Examinons le cas d’une poutre continue sollicitée par une charge 
mobile unitaire P qui se déplace Le long de la travée Z, (fig. 15.10, a). 
Désignons la distance de cette charge à l'appui n — À par x — 1, 
(fig. 15.10,b) et cherchons La valeur des moments d'appui M, 
et M, 1. Les réactions fictives aux appuis de la travée considérée 
deviennent : 

1 2 
Gr nant g (ing nn) 
n d: 
Em) mb ba (D + + Lx (Am) 
n'in D 3" L{ 
1, 


l 
Br (1—m) nur — An = (1m) ni : 


Dès lors les formules (13.10) donnent : 


= (1m) ni 7; 


{+n 
Es 


_ 64, =b,). 1—n}n, 
Mh-1 = In (KnKy 1) — Sr [(2 — n) An DE | 
—(1+n)]= —-c({—0) nn) x —(1-+n)] | 4510) 
a — _FŒrkr— An) mue une 
D DE. 2—n, 
PE ln 
c désignant EN GET 


Dressons à l’aide des formules (15.10) un tableau donnant les 
Valeurs de W,-_, et de 7, pour diverses positions de la charge mobile 


(à intervalle de 0,14, ). 
Tableau 2,10 


| Expression de Mn-1 | Expression de “Un 


0 

— c (0,099K, — 0,174) 
—c (0,192X, — 0,288) 
— c (0,273Kn —0,357) 
—c (0,336Kn — 0,384) 
— c (0,375X» — 0,375) 
— c (0,384Kn — 0,336) 
) 

) 


| 0 
c (0,171Æ;, — 0,099) 
c (0,288K°;, —0,192) 
c (0,357K;, — 0,273) 
—c (0, 384K — 0,336) 
—_c (0,375K/, — 0,375) 
— c (0,336K;, — 0,384) 
—c (0,273K;, —0,357) 
— c (0,192K; —0,288) 
— c (0,099ÆK/ —0,171) 
0 


à 1 


L 1 


—_c (0,357Kn —0,273 

— c (0,2884n —0,192 

—c (0,171Kn —0,099) 
0 


= © © OO 0 © © © © © 
© QD I OO Or È © D 


A — 9 —————"—m pète 
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Connaissant les valeurs des moments d'appui données par le ta- 
bleau 2.10, ainsi que Les valeurs des rapports focaux K,, et K, 
on peut calculer tous les autres moments d'appui pour une position 
quelconque de la charge dans toute travée de la poutre. Ayant 
obtenu ces derniers on peut ensuite procéder au tracé de la ligne 

d'influence des moments fléchis- 


4) | P=} | sants ou des efforts tranchants 
Mag Re RER se m, pourlasection choisie de la travée 
2) l, ainsi qu'à celui de la ligne 


d'influence de la réaction D, 
engendrée à l’un quelconque des 
appuis. 

Prenons comme exemple la 
poutre continue représentée à la 
fig. 16.10 et proposons-nous de 
tracer les lignes d'influence de 
tous les moments d'appui, des 

Fig. 15.10 moments fléchissants et. des 

efforts tranchants engendrés dans 

la section Z-7 de la deuxième travée, ainsi que la ligne d'in- 
fluence de la réaction d'appui D. 

_ Nous commencerons les calculs par la détermination des rapports 
focaux et par le tracé des lignes d'influence des moments aux appuis 
de la travée considérée quand la charge unitaire P se déplace le 
long de cette travée. 

Dans ce qui suit nous apposerons deux indices numériques à la 
lettre M désignant un moment d'appui, le premier de ces iridices 


indiquant le numéro d'appui et le deuxième, le numéro de la travée 
dans laquelle la charge mobile est située. Aïnsi par exemple M 
désignera le moment à l'appui 2 engendré par une charge se déplaçant 
dans les limites de la deuxième travée, tandis que MW: désignera 
le moment correspondant à la même position de la charge, mais 
engendré à l'appui Î. 

Les valeurs des rapports focaux obtenues à l'aide des formu- 
les (11.10) et (12.10) sont consignées au tableau 3.10 ci-dessous. 

Au tableau 4.10 nous donnons les valeurs de M:,, Mio et Mo 
calculées à l’aide des expressions données au tableau 2.10, compte 
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Tableau 3,10 


Rapports focaux ga uches Rapports focaux droits 
Ki —= OO K; —= à ; 133 
Ko= Ki=3,75 

. 45 ; 
K3=7 =8,175 K;=— 
96 ; 
Ki= 7 53,78 K, —= 00 


tenu des rapports focaux tirés du tableau 3.10. Les valeurs de MW:,, 
M;3 et M;,3 données au même tableau découlent des considérations 
de symétrie. Quand on calcule les moments d'appui aux extrémités 
d'une poutre à appuis simples (dans le cas actuel M4, et Ma), les 
pumérateurs et les dénominateurs des expressions employées con- 
tiennent des rapports focaux qui tendent vers l'infini et par consé- 
quent les valeurs de ces moments deviènnent indéterminées. Pour 
lever cette indétermination le numérateur et le dénominateur doivent 
être divisés par le rapport focal en question. 

Ainsi le moment d'appui M; pour la surcharge située à x = 0,1/; — 

0,17 sera donné par 


L (PE: CE 2,27) L (0,090 217) 
7 KiKi—1 rot 
K1 ' O0 
0,099 
= — 373 l, = —0,026521. 


La valeur de W,1 correspondant à d’autres positions de la charge 
unitaire dans la première travée se calculera d’une façon analogue. 

Les moments d'appui M4 et M2 correspondant à la position 
de la charge unitaire donnée par x — 0,1 /, se calculeront à l’aide 
des expressions suivantes (voir tableau 2.10): 


l 
My = — FT. Le sa} (0, 171; — 0,099) — — 33751 X 
X (0,171.3,75 —0 ,099) — —0,03874] ; 
Î 
Mae — ppt (00908: —010)= — 75 


X (0,099.4-— 0,471) — — 0,01608£. 


Les valeurs de ces moments pour les autres positions de la charge 
unitaire dans les limites de la même travée se calculeront de la même 
- façon. 
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Position de la charge 
unitaire x=nin 


Moments d’appui 


Tableau 4.10 


He M1 Mic Mc 
z=0 + 0 Ô 
z—=0,1lh —0 er —0,03874l —0,01608/; 
z—0:2!; —0,051441;, —0,063421; —0,034281 
2 —=0,31n —0,073121, —0,076121 — 0,05250; 
z=0,4lh —0,09000!, — 0,07886/ —0,068581: 
z—0,5l, —0,100467, —0,073661 —(0,080361; 
z—0,6!h —0,10286/, —0,062867; —0,08372l 
z=0,7l» —0,095641; —0,047621, — 0,082507> 
z=0,8l, —0,07714l — 0,030861> — 0, 068581 
x—=0,9!, —0 Lu — 0,01430/ — 0,04178l 
z=!, 0 0 
Tableau 4.10 (suite) 
Moments d’appui 
Position «ic la chargc 
unitaire x=nin 
LET M33 Mas 
z—0 QL 0 0 
x 0.1!; 00h40), —0,014307; —0,04178l3 
z—0,24, — OUT T 2, —0,03086/; —0,06858!3 
z=0,3l} — 1,094, —0,047621;, —0,08250!; 
r=0,4lh — D, 1O2K6/, —0,06286!; —0,085727; 
x =0,5l, | — 4, Ua, —0,0736613 — 0,08036/; 
x—=0,6!» — HW,OINNN), —0,07886/; —0,068581,; 
z=0, it, 10740, —0,07612!3 —0,05250/; 
z=0,8n AT ENT À —0,0634213 —0,03428/; 
æ=0,9!; ALU TOUR —0,03874l; —0,016081: 
zh Il 0 | 


SL Lu valeur de l'Indice n du la premirtre tolonne du talilesu #87 prit eau 44 
datixtéinc de diniiées dé M 


La représentation graphique de la variation des valeurs de W,,, 


Mis, Mas, Mau, M 


33 et M2, obtenues à 


l’aide du tableau 4.10 est 


donnée à la fig. 17.10. Chaque paire de diagrammes adjacentes, 
celle relative à M1 et M», celle relative à M2 et MW, et celle rela- 
tive à M33 et M32,, constitue les lignes d'influence des moments 


VA 
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engendrés à l'appui correspondant par la charge unitaire P se 
déplaçant dans les limites des travées situées immédiatement 
de part et d'autre de l'appui en question. Ainsi, par exemple, les 
deux courbes 7 ,, et M, constituent la ligne d'influence du moment 
fléchissant engendré à l'appui Z quand la charge se trouve sur 
l'une des deux premières travées de la poutre et aïinsi de suite. 

Pour déterminer les ordonnées des lignes d'influence de ces 
mêmes moments d'appui quand la charge unitaire se meut le long 


Fig. 17.10 


. d'une travée plus distante, on peut utiliser la méthode des foyers. 
Ainsi les ordonnées de la ligne d'influence du moment fléchissant 
engendré au droit de l'appui Z par une charge parcourant la travée 3 
se calculeront facilement à l’aide de l'expression suivante: 
My Ma 

EE 
La valeur du moment fléchissant engendré au droit de ce même 
appui par une charge située dans la 4° travée sera donnée par 
l'expression 


M 
MR 
or 
M3 
Moi = TK , 


et, par conséquent, 


y Mon _ Ma _ Ma 
Mu = AR Ha 15 : 


Les valeurs des ordonnées des lignes d'influence de M,3 ainsi 
que de W,, sont données au tableau 5.40, ce même tableau contenant 
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Position de la 


Moments d'appui 


Tableau 6.10 


charge unitaire 

Ni M3 = — "E | M14 = Mai = - ne Moa = — = 
x —0 Ô 0 0 0 

æz=0,iih +0,010445 I | —0,003053 7 +0,007072 1 +0,012213 Z 
t=0;,2/; +0,017145 ?  —0,005143 L +-0,013717 L +40,020571 1 
z=0,31,  +0,0206257  —0,00637tù ? | —+0,019499 2 | -+0,025504 1 
z=0,4l  +0,021430 2 | —0,006857 Z | +0,024000 Z | —+0,027421 4 
z=0,9in : +0,020090 I ! —0,006697 4 +-0,026789 7 #+0,026789 1 
z—=0,6 l +0,047145 ? | —0,006000 7 +0,027429 I +-0,024000 7 
z=0,7 ln +0,0143125 ? | —0,004875 ! +0,025504 ! —+0,019499 7 
z—=0,8!n + 0,008570 Z | —0,002429 7 | —+0,020571.1 +0,013717 Z 
z=0,9 x +0,004020 ? | —0,001768 : -10,012213 I +0,007072 1 
t—=in (4 0 0 0 


N.B. La valeur ge l'indice n de la première colonne du tableau est prise égale au 
deuxième indice de M 


les valeurs des ordonnées des lignes d'influence de M1 et de M 
déterminées à l’aide des expressions : 


Mi Mi 

Ma — Ks 3,75? 
My Ma 
Mu= — Ka 3,75 


Les lignes d'influence des moments d'appui M, M3 et M3, aux 
ordonnées réduites ? fois, sont représentées à la fig. 18.10. Elles 
peuvent être utilisées pour le calcul d’une poutre à cinq appuis 
à articulations à travées égales. Les lignes d'influence des moments 
d'appui d’une poutre à travées inégales et à nombre d’appuis arbi- 
traire peuvent être obtenues d’une façon analogue. 

Procédons maintenant au tracé de la ligne d'influence des efforts 
tranchants et celui des moments fléchissants agissant dans une 
section de la deuxième travée située à une distance x — 0,4 comptée 
à droite de l’appui 7 (fig. 19.10,a). À cette fin nous utilisons les 
expressions (5.10) et (6.10) 


Q=Q+—— ; 


Mr 0,4 +Mi=MI+LO04M,+0,6M1. 


= Mo + M 


Dans ces deux expressions Q° et M9 représentent les. ordonnées 
des: lignes d'influence des efforts tranchants et des moments flé- 
chissants engendrés dans la section d’abscisse x — 0,4! d’une poutre 
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Ligne d'influence des M, 
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Fig. 18.10 


de référence correspondant à la deuxième travée. Ces deux lignes 
d'influence ont une forme triangulaire comme indiqué à la 
fig. 19.10,b et c. Les valeurs des ordonnées de ces lignes d'influence 
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Fig. 19.10 


à 0,24 d'intervalle sont données dans les colonnes correspondantes 
du tableau 6.10. 

Le même tableau contient les valeurs de 1/1 (M; — M1}, de 
0,4M: et de 0,6, ainsi que les’valeurs des ordonnées des lignes 
d'influence cherchées des Q et des M. 
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La représentation graphique de ces deux lignes d'influence est 
donnée à la fig. 19.10,d et e. L’ordonnée de la ligne d'influence est 
réduite / fois. | 

Proposons-nous maintenant de trouver la ligne d'influence de 
la réactiôon à l'appui extrême gauche. La valeur de cette réaction 
peut se déterminer à l’aide de l’expression: 


M 
Do= Qu +, 


dans laquelle Q', représente la réaction d'appui gauche d’une poutre 
de référence correspondant à la première travée. La ligne d'influence 
de @,, est donnée à la fig. 20.10,6. Le calcul des ordonnées de la 
ligne d' influence de D, est consigné au tableau 7.10. 


Tableau 7.10 


Position de la charge unitaire M1 Valeurs des ordon- 
donnée par x=ni | Qi | LE Ur ie Un 
n=0,2 +0,8 —0,05144 +-0,74856 
Première. n=0,4 0,6 —0,09000 +0,51000 
travée n—0,6 | +0,4 —0, 10286 +0,29714 
n=—0,8 +0,2 —0,07714 +0,12286 
n={ | 0 0 

n—=0,2 0 a. —0 06342 
n—0,4 0 —0,07886 —0,07886 
Pr n—0,6 0 —0,06286 —0,06286 
HAVE n—0,8 0 —0,03086 —0,03086 
n—0,2 0 | +0,01714 +0,01714 
n—0,4 0 +0,02143 +0,02143 
De n—0,6 0 +0,01744 + 0,01744 
eee n—=0,8 0 L0,00857 —+-0,00857 
n=0,2 0 —0,00514 —0,00514 
n—0,4 0 —0,00686 —0,00686 
ee rième r=0.,6 0 —_{, 00600 —0,00600 
ravéo n=0,8 0 —0,00243 —0,00243 


ms 


La ligne d'influence de D, est représentée graphiquement à la 
fig. 20.10,c. Les lignes d'influence de toutes les autres réactions 
d'appui d'une poutre continue peuvent être obtenues d’une façon 
analogue, 
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Les lignes d'influence permettent la détermination des valeurs 
extrémales des réactions d'appui, des efforts tranchants et des 
moments fléchissants engendrés par l’action combinée des surcharges 
mobiles (qui sont fréquemment considérées comme réparties uni- 
formément sur toute la longueur des travées correspondantes) et des 
charges fixes. | 

Ainsi par exemple, la valeur maximale de la réaction d'appui D, 
qu’il faut introduire dans tous les calculs aura lieu quand la poutre 
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envisagée sera sollicitée par les charges fixes d'intensité g agissant 
sur toute la longueur de Ïa poutre et uniformément réparties et par 
les surcharges d'intensité p réparties le long de la première et de 
la troisième travée, c’est-à-dire des travées pour lesquelles les 
ordonnées de la ligne d'influence correspondante sont positives. 
La valeur de cette réaction Domax sera donnée par: 


Do max = 9 (O1 + Ge + ©3 + @i) + p (1 + @3). 


Dans cette expression &@1, @2, &3 et ©, sont les aires délimitées 
par la ligne d'influence de D, au droit des travées correspondantes. 
Ces aires peuvent être calculées facilement en utilisant les valeurs 
des ordonnées indiquées à la fig. 20.10,c, en assimilant les segments 
de la courbe situés entre deux ordonnées contiguës aux tronçons de 
droite. Quand les ordonnées sont négatives les surfaces le seront éga- 
lement et quand elles sont positives les surfaces seront positives aussi. 

La valeur minimale de la réaction d'appui D, se déduira de 
l'expression : 


D5 min = 4 (@1 + Oo + 3 + @4) +.p (@2 + wi). 
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CHAPITRE 11 


ARCS ET VOUTES 


8 1.11. Généralités 


Les arcs sont des systèmes constitués de une ou de deux barres 
curvilignes réunies dans ce dernier cas par une rotule à la clef. 
Comme on le sait déjà, les arcs développent à leurs appuis des 
réactions horizontales qui sont désignées par le terme poussées. 
On distingue les arcs isostatiques à trois rotules, représentés schéma- 
tiquement à la fig. {.11,a, et les arcs hyperstatiques à deux rotules 


Fig. 1.11 Fig. 2.11 


(fig. 1.11,b), à une rotule à la clef (fig. 1.11,c) ou sans rotules du tout 
(fig. 1.11,d), ces derniers étant généralement appelés arcs encastrés. 
Dans la construction des ponts-rails on emploie surtout les arcs 
à deux rotules et les arcs encastrés. . 

Le terme voûte s'applique aux systèmes (généralement à sections 
pleines) dont la longueur dans la direction normale au plan conte- 
nant leur fibre moyenne atteint des valeurs considérables. 

Le calcul des voûtes s'effectue d'ordinaire en les subdivisant 
en tranches unitaires par des plans parallèles au plan de leur fibre 
moyenne (fig. 2.11). On obtient ainsi une série de tranches unitaires 
parallèles dont chacune peut être assimilée à un arc. Si chacut de 
ces arcs est sollicité par le même système de charges, son calcul suffira 
pour déterminer tous les efforts internes et toutes les déformations 
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de la voûte. Par conséquent, les méthodes de calcul que l’on utilise 
tant pour l'étude des arcs que pour l'étude des voûtes sont exacte- 
ment les mêmes. | 

Dans le choix de la configuration d’un arc il faut toujours recher- 
cher une coïncidence aussi parfaite que possible de sa fibre moyenne. 
et de la ligne des pressions. Nous avons convenu précédemment de 
désigner les arcs satisfaisant à cette condition par le terme arcs 
à configuration rationnelle. La coïncidence idéale de la fibre moyenne 
nvec la ligne des pressions ne peut être obtenue que pour les arcs 
à trois rotules, car dans les systèmes hyperstatiques l'apparition 
des moments fléchissants est inévitable. Par conséquent, pour les 
arcs hyperstatiques le choix de la configuration sera conditionné 
en fin de compte par les valeurs des contraintes. 

La construction de Ia ligne des pressions d’un arc hyperstatique 

requiert la détermination préalable de toutes les réactions des 
liaisons surabondantes. Or, ces réactions dépendent elles-mêmes 
des déformations subies par l'arc et par conséquent il est fort diffi- 
Cile de déterminer la configuration la plus économique d'un arc 
hyperstatique, même quand celui-ci n’est sollicité que par des 
charges fixes réparties uniformément sur toute sa longueur. Le pro- 
blème ne peut être résolu que par approximations successives. Dans 
ce cas on adopte pour fibre moyenne une courbe quelconque, 
d'habitude une parabole, ou encore on fait coincider la fibre moyenne 
avec une courbe des pressions tracée par les centres de trois sections 
séparées (ce qui revient à considérer l'arc donné comme un arc 
triarticulé) et ensuite on corrige cette configuration d'après les 
données obtenues par le talcul du système hyperstatique que l'on 
recalcule ensuite. L'opération est répétée jusqu’à obtention d'une 
coïncidence satisfaisante entre la fibre moyenne et la ligne des 
pressions. 
_ Quand l'arc est sollicité par des surcharges mobiles, le choix 
de sa configuration devient encore plus compliqué. Dans ces condi- 
tions on choisit généralement plusieurs arcs de configurations 
différentes dont on fait le calcul et l'on choisit celle pour laquelle 
les résultats obtenus sont les meilleurs. La configuration de la 
fibre moyenne des arcs en maçonnerie et en béton non armé doit 
être telle que la ligne des pressions ne sorte jamais du noyau central 
de la section car ces ouvrages sont incapables de résister aux contrain- 
tes d'extension tant soit peu considérables. 


8 2.11. Arcs à sections transversales variables 


Quand on fait le calcul d’un arc hyperstatique, les coefficients 
et les termes connus du système des équations canoniques (équations 
des déplacements) auxquelles on a recours dépendent des surfaces 
des sections transversales et de leurs moments d'inertie. Or, ces 
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crandeurs varient en règle générale suivant la longueur de I'arc ou 
la portée d'une voûte. 

Ainsi par exemple, dans un arc encastré la hauteur de la section 
et par conséquent son moment d'inertie vont très souvent en crois- 
sant de la clef aux retombées car les moments fléchissants sont 
généralement beaucoup plus faibles au centre de la portée que dans 
les sections situées dans le voisinage immédiat des appuis. Par 
contre, l'épaisseur des arcs à deux articulations décroît généralement 
de la clef aux appuis, ce qui s'explique également par la configura- 
tion de l’épure des moments. 

Etant donné que le calcul des coefficients d’inconnues et des 
termes connus du système des équations canoniques requiert l’inté- 
gration des expressions contenant les valeurs de F et de J il est 
presque toujours nécessaire d'exprimer analytiquement la loi de 
leur variation suivant la longueur de l’arc. L’équation suivante 
s'est avérée très commode pour les calculs pratiques: 


J 
Le "+ _—, 
{1 —(1— n) =] COS Px 
1 


x étant l'abscisse de la fibre moyenne de l'arc dans un système 
de coordonnées dont l'origine coïncide avec le centre de gravité 
de la section située à la clef de l'arc, J: est le moment d'inertie 
de cette même section, J, celui d'une section dont l’abscisse du 
centre de gravité est égale à +, p. est l'angle compris entre la tan- 
ne à la fibre moyenne et l'horizontale et Z, la moitié de la portée 
e l'arc. 
Quant à n, sa valeur est donnée par 


_ __de 
Jo cos Po 


(J, et ®, se rapportant à la section d'appui). 

En variant la valeur du coefficient x on peut modifier la loi 
de variation des sections transversales suivant la longueur de l'arc. 
Souvent on prend x égal à l'unité et dans ce cas l'expression J, 
devient : 


Je 
COS Px 


X — 


Si toutes les sections d’un arc sont rectangulaires, de largeur b 
constante, on peut remplacer 


db db 
ma 12 et Je 


d, étant l’ épaisseur de l'arc dans la section d’abscisse x et d, l’épais- 
séur de l'arc à la clef. 
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Pour nr — {- 


43 b d3b 
42 12cos + 
d'où 
ee. 
7 COS Px 


Les sections transversales #, et F, dans un tel arc seront 
données par | 


Fs=bd; et FD: 


Par conséquent, 


RE L 
cos Ex ? 
d'où 
Fe . 
V COS x 


Pour simplifier les calculs on remplace souvent cette expression 
par la suivante: 
Fe 


X7 cos Px 


Les calculs effectués ont montré qu'en procédant de cette manière 
l'erreur commise sur les valeurs de la poussée et des moments 
fléchissants ne dépassera jamais 1%. 

Quand on a affaire aux arcs surbaissés dont la flèche est infé- 
rieure à 1/8 de leur portée, la valeur de cos ®, ne différera que très 
peu de l’unité pour toutes les sections transversales, ce qui permet 
de conserver constante la valeur de F,: 


On assimile également la longueur d'un tronçon élémentaire 
d'un arc surbaissé à la longueur de sa projection horizontale, c’est-à- 
dire on admet que ds = dx. 


$ 3.11. Systèmes principaux isostatiques des arcs encastrés 


Un arc encastré (fig. 3.11,a) constitue toujours un contour fermé 
et par conséquent un arc de ce type est hyperstatique au troisième 
degré. Dès lors, le système principal isostatique correspondant sera 
obtenu en éliminant trois liaisons surabondantes qui devront être 
remplacées par trois efforts inconnus X 1, Xo et X3. 

Quelques variantes de systèmes principaux obtenus de telle 
façon sont représentées à la fig. 3.14,b, c, d, e, f. 
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Le système principal représenté à la fig. 3.11,b consiste d’une 
barre curviligne encastrée à son extrémité gauche. Les efforts 
inconnus représenteront les trois réactions de l’encastrement droit. 

Le système principal de la fig. 3.14,c est obtenu en reruplaçant. 
l'arc par deux barres curvilignes encastrées à une extrémité. Dans 
ce cas les efforts inconnus seront le moment fléchissant, l'effort 
tranchant et l’effort normal agissant au droit de la section. Quand 
le système principal est constitué par un arc à trois rotules, les incon- 
nues supplémentaires représenteront les moments fléchissants à la 
clef et aux encastrements. 

Le système des équations canoniques employé pour le calcul 
d’un arc encastré aura la forme: 

X Our + Ao042 + X'3012 + Asp = 0; 

X 4021 + X2020 + X 3023 + Agp = 0 ; (4.11) 

X 031 + X2032 + X 3083 + Asp = 0, 
pour autant que ces calculs s'effectueront en adoptant comme 
système principal l’un des trois systèmes représentés à la fig. 3.11,b, 
c ou d. | 

Au $ 8.9 nous avons montré d'autre part que dans le calcul d’un 
contour fermé on peut réduire à zéro tous les coefficients secondaires 
du système d'équations canoniques par le choix approprié du systè- 
me principal. Dans ce cas les équations mentionnées deviendront : 

X 4041 + Aip = 0; 
X2022 + Ap=0; ? (2.141) 
X 3053 + Asp —0, 
et par conséquent les valeurs des réactions surabondantes seront 
données par 


Aip 

L'or | 

A2p 

X= — 2; (3.14 
22 
A3p 

La ———. 

- 033 ] 


Les systèmes principaux seront obtenus dans ce cas en ajoutant 
aux extrémités libres des poutres encastrées curvilignes une ou 
deux consoles infiniment rigides comme indiqué à la fig. 3.11,e et f. 
Les forces et couples inconnus devront être appliqués aux extrémités 
libres de ces consoles, la position de ces derniers coïncidant avec 
le centre élastique du système. Quant aux directions des efforts 
inconnus, celles-ci devront coïncider avec les directions des axes 
d'inertie principaux des grandeurs ds/J. Quand un arc encastiré 
est symétrique par rapport à son axe vertical, le centre élastique 
se trouvera toujours sur cet axe, tandis que l’un des axes principaux 
sera horizontal et l’autre vertical. Dans ce cas les systèmes princi- 
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paux de la fig. 3.11,e et f se transforment en systèmes représentés à la 
fig. 4.11,a et b. 

Le fait que les déplacements secondaires engendrés par les efforts 
inconnus appliqués au centre élastique se réduisent à zéro permet 
de déterminer très rapidement l'allure des déplacements des conso- 
les infiniment rigides causés par ces efforts. 

Examinons d'abord le système principal soumis à l’action de 
deux forces unitaires horizontales X, (fig. 5.11,a). 

Etant donné que Ô31 — 0, les consoles rigides resteront verticales 
<t parallèles. Leur déplacement suivant la verticale dépendra 
du sens choisi pour les forces unitaires X,, mais ce déplacement sera 
exactement le même pour les deux consoles car autrement 6°, ne 
serait plus égal à 0. Dans la direction horizontale le déplacement 
mutuel des deux consoles sera égal à Ô41. 

Lors de l'application au système de deux forces unitaires X» 
(fig. 5.11,b) les consoles rigides subiront une rotation en restant 
parallèles {car autrement le déplacement Ô:: serait différent de O), 
se déplaceront ensemble suivant l'horizontale et en outre se déplace- 
ront l’une par rapport à l'autre verticalement d'une longueur 
égale à 00. 

Le système des couples unitaires X, (fig. 5.11,c}) causera une rota- 
tion mutuelle des consoles rigides d’un angle Ô::, chacune de ces 
consoles prenant une inclinaison sur la verticale égale à 41/2033. 
Les extrémités inférieures des consoles ne s’écarteront pas l'une 
de l’autre car Ô:4 est nul. Ces extrémités pourront se déplacer vertica- 
lement vers le haut ou vers le bas (en fonction du sens des couples 
unitaires) mais ce déplacement sera nécessairement égal pour les 
deux consoles car Ô: est également nul. 


$ 4.11. Calculs approchés des arcs encastrés 


On est fréquemment confronté avec le calcul des arcs encastrés 
dont l'expression analytique de la fibre moyenne et la loi de Variation 
des sections transversales sont inconnues ou trop compliquées. 
Dans ces circonstances le calcul rigoureux des déplacements d’un 
système principal (qui requiert l'intégration des relations corres- 
pondantes) devient pratiquement impossible. On a recours alors 
aux méthodes de calcul approchées dont nous exposerons ci-dessous 
deux des plus usitées. 

La première de ces méthodes consiste dans le 
remplacement de la fibre moyenne curviligne par un polygone dont 
Je nombre de côtés est généralement compris entre 8 et 20 (fig. 6.41). 
En outre, on admet que les sections transversales restent constantes 
dans les limites de chaque côté du polygone, leurs dimensions étant 
égales à celles de la section de l'arc réel mesurées au milieu du côté 
correspondant du polygone. Toutes les charges agissant sur l'arc 
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sont remplacées par des charges concentrées appliquées aux sommets 
du polygone. La valeur de chacune de ces charges est prise égale 
à la réaction sommaire de deux poutres simplement appuyées dont 
là longueur est égale au côté du polygone et qui supportent les mêmes 
charges que la partie correspondante de l'arc. Le système polygonal 
ainsi obtenu se prête à un calcul exact par l’une des méthodes déjà 
exposées (voir $ 3.9). Comme système principal on peut adopter 
l’un des systèmes représentés aux fig. 3.11 et 4.11 avec ou sans 
transfert des réactions surabondantes au centre élastique. On pourrait 


Fig. 6.11 


de même employer un autre système principal si celui-ci s’avérait 
plus commode. La détermination des déplacements s'effectuera 
aisément par la méthode de Véréchtchaguine. Les efforts intérieurs 
obtenus par ce procédé seront pratiquement égaux aux efforts inté- 
rieurs engendrés effectivement dans l’arc curviligne. 

Nous donnerons un peu plus loin un exemple de calcul d’un arc 
par cette méthode (voir problème 1 ci-dessous). 

La deuxième des méthodes du calcul 
approché consiste dans la subdivision de l’arc en un certain 
nombre de segments (généralement de 8 à 20). On choisit ensuite un 
système principal quelconque, soit parmi ceux représentés aux 
fig. 3.11 et 4.11 soit parmi les autres systèmes possibles, et l’on 
construit pour le système choisi les épures unitaires et l'épure 
réelle. On ‘procède ensuite au calcul des coefficients des inconnues 
et des termes connus du système des équations canoniques en admet- 
tant que dans les limites de chaque segment mentionné l'expression 
sous l'intégrale varie linéairement. Par conséquent, cette intégrale 
sera égale à la longueur du segment considéré multipliée par la demi- 
somme des valeurs de l'expression à intégrer calculées pour les 
sections de l'arc correspondant aux limites de ce segment. Aïnsi 
par exemple le déplacement 6,2: sera pris égal à 


"1 


do (mi ue de > + Si ER 1 , WA, a) _ 
0 


ET ;_à | EJ; 


i=n 


LA per i (5 Si+1 
= À “en À 


ATD 


Dans cette dernière expression s; est La longueur du i-ème segment 
de l’arc compris entre les sections (i — 1) et à (fig. 7.11), M1; et 
M3,; les moments engendrés dans la i-ème section par les efforts 
unitaires inconnus X, et À, respectivement, J; le moment d'inertie 
de la même section, #7 étant le nombre de segments dont l'arc est 
formé. 

L'expression ci-dessus peut également être transecrite sous la 
forme suivante: 


i=n - 
da = D Ma Moi gg: (4.11) 
i=0 


dans laquelle s; étant la demi-somme des longueurs des segments 
adjacents à la section à 
+ ST Six 
EE 
Donc pour déterminer un déplacement 8 ou À on procédera 
comme suit: 4) on calculera d’abord les valeurs des expressions 


Fig. 7.11 


à intégrer correspondant à chaque section coïncidant avec les limites 
des segments qui constituent l'arc polygonal; 2) on multipliera 
chaque valeur ainsi obtenue par la demi-somme des longueurs des 
segments aboutissants à la section considérée ; 3) on additionnera 
toutes les grandeurs ainsi obtenues. 

Tous les calculs ultérieurs (solution du système d'équations 
canoniques, constructions des épures des efforts intérieurs) re 
différeront en rien des calculs correspondant à d’autres systèmes 
hyperstatiques. 

Le problème 2 donné à la fin de ce paragraphe sera consacré au 
calcul d’un arc par la deuxième des méthodes approchées décrites. 

Quelle que soit la méthode de calcul adoptée pour l’arc, Les déplace- 
ments Ô et À peuvent être calculés en ayant recours à la méthode 
des charges fictives décrite au $ 11.8. Cette méthode devient parti- 
culièrement indiquée quand on se propose de tracer les lignes d’influ- 
ence des efforts intérieurs engendrés dans l'arc, car dans ce cas il 
devient nécessaire de construire les épures entières des déplacements. 
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Le tracé des lignes d’influence pour les arcs hyperstatiques 
est illustré au problème 3. | 

Dans le calcul des déplacements des arcs dont la flèche est 
supérieure à 1/9 de la portée, on peut négliger l'effet des efforts 
normaux et des efforts tranchants. Par contre, lors du calcul des 
arcs surbaissés, c’est-à-dire quand la flèche est inférieure à 1/51, 
le calcul des déplacements unitaires 6,, suivant la direction de la 
poussée sollicitée par X;—1 sera effectué en tenant compte des 
efforts normaux. Le calcul des autres déplacements tant dus aux 
charges unitaires qu’aux charges réelles pourra s'effectuer en 
négligeant les efforts normaux et les efforts tranchants, c'est-à-dire 
en ne tenant compte que des déformations de flexion. 


Problème 1. On demande de calculer l'arc encastré représenté 
à la fig. 8.11,a par la première des méthodes approchées décrites ci-dessus. 


a) g mc. 


Fig. 8.11 


La fibre moyenne de cet arc suit une parabole de 2€ degré et ses moments 
d'inertie varient suivant l'expression J, — J,/cos q.. Les épures des M, des 
Q et des N seront construites en admettant que toute La moitié gauche de l'arc 
supporte une charge uniformément répartie d'intensité g = 2 t/m.c. 
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Solution. Subdivisons La portéo de l’arc en 8 tronçons égaux, c'est-à- 
dire adoptons nr = 8 et a — 3 m. Inscrivons un arc polygonal dans l'arc don- 
né (fig. 8.11,b). L'équation de Ia parabole de 22 degré dans un système de coor- 
données nO0Ë dont l’origine coïnciderait avec le centre de gravité de la section 
d'appui gauche aura la forme 


_ 4j 46 pe —E 
(D Er DER E. 


Les valeurs de n aux limites de tous les tronçons sont indiquées à la même 
figure. | 

Adoptons comme système principal le système représenté à la fig. 8.14,c 
obtenu en sectionnant l'arc à la clef et en appliquant les efforts inconnus au 
centre élastique. 

Déterminons l’ordonnée y, du centre élastique dans le système de coordon- 


nées zy (voir fig. 8.11,b}): 
5 5 ds 
A\°7 


DIE 


Or J; restant constant dans les limites de chaque segment, cette expression 
devient : 


Us 


i=n 


D Via yi Si 
2 JF: 
i=1 


Us DE = nn 
QU S; 
} J'; 


i= 1 
dans laquelle s; est la longueur du i-ème segment et Bi TU: l’ordonnée du cen- 


tre de ce segment. 
Pour le cas envisagé quand J; — J,/cos @; (@; étant l'angle d’inclinaison 
du segment correspondant sur l'horizontale), nous obtenons: 


Sj __ S;"COSPyh à 
et, par conséquent, 
in t= cf 


57. À (Yi-1 + vi) > (Yi-1+ Yi) 


i=1 ESS 


Us — 


a | un 
Ja 
Or par raison de symétrie 
i=n/2 
2 D, (Yi-1+ vi) | i=n 
Ys = .. => (yi1 + vi) 
i=1 


d'où on trouve immédiatement : 
4 . 27 3 3», : 
Ys— (6+2-2+5.2+2.2+0) —= 2,0625 m. 
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Notons que la valeur exacte de y, calculée pour un arc parabolique dont 
les moments d'inertie varient suivant la loi J, = J,./cos o. est égale à 1/3 f, 
c'est-à-dire est inférieure de 6,25 cm à la valeur approchée obtenue ci-des- 
sus. Cette différence pourrait être réduite en augmentant le nombre de côtés. 
du polygone inscrit. | 

La fig. 9.11 représente les épures des moments fléchissants engendrés dans 
le système principal par les efforts unitaires inconnus appliqués au centre 
élastique et la fig, 10.11 l’épure due aux charges réelles concentrées aux sommets 
de la moitié gauche de l'arc polygonal. Aux sommets extrêmes (sommets © et 
4) ces charges valent ga/2 — 3 tonnes et aux sommets intermédiaires (som- 
mets 1, £ et 3) ga — 6 tonnes. 

Les efforts inconnus seront donnés par : 


À 
| 
X2=—— ; | (3.11) 
| 
] 


Les déplacements 8 et À seront obtenus en multipliant les épures repré- 
sentées aux fig. 9.11 et 10.11 par la méthode de Véréchtchaguine. On notera 
que le rapport de la longueur de chaque côté du polygone au moment d'inertie 
de la section correspondante 5s;/J; sera toujours égal à 


Déterminons d’abord les déplacements unitaires en utilisant les formules 
de multiplication des épures trapézoïdales (voir $ 8.8). La valeur de 6;:, s’obtien- 
dra en élevant au carré l’épure dés M, (fig.. 9.11,a): 

24 63 63 21 21 .. 63 21 
AR CETÉTIESTETREET ET 


| 21.21 9 9 21 9 
à (2- 2 mu 2% )+ (2 


21 27 27 9 271. 
16 16 1 ) 


9 
167216 167% 16 16 


4 

16 

27-21 33 33 27: 23N 7 2257 
+(250+28 0625 0) le. 


Les valeurs de 6: et de 0,4 seront obtenues de la même façon, c'est-à-dire 
en élevant au carré les épures des MW, (fig. 9.11,b) et des M3 (fig. .9.11,c): 


dore [(2:12.12-+-2.9.9-4-2.12.9) + (2.9.9 2.6.6 2.9.6) + 
C 
L(2.6.6-42.3.34 2.6.3) 2.3.3 =, 
€ 


a 24 
ds Er, SET. 
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Fig. 10.11 


Pour déterminer les déplacements dus aux charges réelles, multiplions 
les épures unitaires M1, M2 et M; par l'épure réelle des M, (fig. 10.11): 


Ag ss | (—2: G9 4449 2 81 _ 81-144) Ë 


6, L\ 16 46 16 16 
D 0 21 9 
“ (—2. 12 16 26% 86 + 5e +81) + 
9 27 dre 07 27 _ 33 __ TA. 
(2 86425-94794 -36)+ (2.5 -9+5 9) |=— ET 
Ag = AT, (2.12. 144-L29.814 12.844 9.144) + (2.981 2.6.36 + 
C 
| 5292 
+9:36+ 6-81) +(2-6-36+ 23.94 6:9+3:36) +2-3.9J=—— ; 
| C 


a 144 094 


En introduisant les valeurs des déplacements trouvées dans les expres- 
sions (3.11) on obtient: 


Aig 7371-32 


Tu Br 4 
Ag  —5292 
MAT me de 0 {; 
. ." - Agq 594 
RD nn in tm. 


Les épures des M, des Q et des N pourront être trouvées maintenant 
en appliquant au centre élastique du système principal les efforts X; = 12 ton- 
nes, Xo — 4,594 tonnes et le couple X: — 24,75 tonnes-mèêtres et en tenant 
compte des charges ‘uniformément réparties appliquées à la moitié gauche 
de l'arc. 

a) Pour la moitié chargée de l'arc (fig. 11.14,a): 


xè 
M =X: (y —Ys) + Xox + X3—q T': 


Q— —X;sin p+X, COS p— gx cos q ; 
N=X1cos p+X2 sin p—gz sin. 
b) Pour la moitié droite de l'arc on aura de même (fig. 11.11, b) : 
M = X3 (y—ys) + Xor + X3; 
= — X,sin p+X, cos p; 
N = X, cos D+Xo sin op. * | 
Dans les expressions ci-dessus x et y sont les coordonnées de la fibre moyen- 


ne de l’arc, x prenant des valeurs négatives pour la moitié gauche (voir 
fig. 8.11,b), et @ est l’angle formé par la tangente à la fibre moyenne de l’arc 


* Ces expressions ne peuvent être utilisées que pour le calcul des efforts 
intérieurs agissant dans les sections correspondant aux sommets du polygone. 
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Fig. 11.11 


curviligne avec l’horizontale *. Cet angle est positif pour la moitié gauche 
et négatif pour la moitié droite de l’arc. Les efforts normaux seront considérés 
positifs quand ils causent une compression de l'arc tandis que pour les moments 
fléchissants et les efforts tranchants la convention des signes usuelle sera con- 


servée {voir $ 1.2). _ 
Les expressions relatives à la moitié droite de l'arc ne diffèrent de celles 
adoptées pour la moitié gauche que par l'absence des termes tenant compte 


des charges réparties. | | 
La valeur des angles @ sera déterminée en utilisant l'équation de la fibre 


moyenne de l'arc : 
4 
ne (18) & 


d’où 
an 4 4.6 
gp = (128) — a (4— 28) =1— È : 


__ Les valeurs de x, y et œ relatives aux diverses sections de l'arc sont don- 
nées au tableau 1.11. 


* La construction des épurés doit s'effectuer pour l’arc curviligne rée 
et non pour l'arc polygonal adopté, pour simplifier les calculs. 


4Se 


Tableau 1.11 


R de la Es : | | x y 
Ne or |enm g P q sin @ COS ® |enm| enm 
(4) 0 | 1 45° 0,707 0,707 | —12 | 6 
1 3 0,75 36°52’ | 0,600 | 0,800 | —9] 3,375 
2 6 0,5 26°34' | 0,447 0,894 —6 | 1,5 
5] 9 0,25 14°02’ | 0,2425| 0,970 —3 | 0,375 
4; 4° 12 0 0° 0 À 0 0 
3’ 145 | —0,25 | —14°02’ | —0,2425| 0,970 3 | 0,375 
è 18 —0,5 |—26934" | —0,447 | 0,894 6 | 1,5 . 
1° 21 —0,75 | —36°52° | —0,600 0,800 9 | 3,375 
0! 24 | —1 —45° |—0,707 | 0,707 12| 6 : 


Tous les calculs des ordonnées des épures des M, des Q et des N sont égale 
ment consignés aux tableaux 2.11, 3.11 et 4.11. 


Tableau 2.11 
Calcul des ordonnées de l’épure des M 


—gx?/2= 
_— Re rade 
our Îla e l'épure 
la |X1| v-v, |X1(-v,)|Xe x Xex |Xs| "moitié |des M en 
section gauche. tm 
de l'arc) 


3,9375| 47,25 | |-42,00| 55,13 | |--142,00| —16:87 


0 

1 1,3125| 15,75 —9,00 | 41,35 —81,00| 0,85 
2 —0,5625| —6,75 | | —6,00 | 27,56 —36,00| 9,56 
3 2 |—1,6875| —20,25 |$ | —3,00 | 13,78 | | —9,00| 9,2 

4; 4! æ —2,0625 | —24,75 | & 0 0 F5 0 ‘| oO. 

37  |—|—1,6875| —20,25 | | 3,00 | —13,78 || — ‘| 9,28 
2! —0,5625| —6,75 6,00 | —27,56 — —9,56. 
1: 1,3125| 15,75 9,00 | —41,35 — —0,85 
0 3,9375| 47,25 12,00 | —55,13 - 16,87 


Les valeurs des ordonnées tirées des tableaux 2.11-4.11 ont été utilisées 
pour la construction des épures à la fig. 12.11 

Vérifions Fépure des M (fig. 12.11) en utilisant la méthode basée sur 
la compatibilité des déformations avec les données du problème (voir $ 6.9). 
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Tableau 3.11 
Calcul des ordonnées de l’épure des Q 


— gxCc08®p | Ordon- 


n° de , | (Pour 1a | nées de 
la sec-| X1 sin —X1ising|Xal cosp | Xbscosç "gx moitié l’épure 
tion gauché |des Q en 


de l'arc) | tonnes 


et ( — à 


0 0,707 | —8,484 0,707 | —:1,248 | —24,000| 16,968 | 5,24 
1 0,600 | —7,200 0,800 | —3,675 | —18,000| 14,400 | 3,53 
2 0,447 | —5,364 0,894| 4,109 |—12,000 | 10,728 | 1,26 
3- [S | 0,2425| —2,910 | $ |0,970| —4,457 | — 6,000| 5,820 |—1,55 
4,4 [©] 0 0 z|1,0 |—4,594 0 0 —4,59 
8" [= 1—0,2425! 2,910 | | [0,970 —4,457 = 1,55 
2’ —0,447 5,364 0,894| —4,109 — _— 1,26 
1l' .—0, 600 7,200 0,800! —3,675 Æ — 3,53 
0’ —0,707 8,484 0,707| —3,248 _ = 5,24 
Tableau 4.11 
Calcul des ordonnées de l’épure des N 
- gxsin®p | Ordon- 
n° de (Pour la | nécs de 
la sec-| X1| cos | .X1cosp |X2l sing Xasinç qx . moitié | l'épure 
tion ‘ gauche |des\Nen 
| de l'arc) | tonnes 
0 0,707| 8,484 0,707 | —3,248 | —24,000| 16,968 | 22,21 
1 0,800! 9,600 0,600 | —2,756 | —18,000| 10,800 | 17,64 
2 0,894| 40,728 | “| 0,447 | —2,054 | 12,000! 5,364 | 14,047 
3 |[81|0,970| 41,640 |S | 0,2425] 1,114 | —6,000| 1,455 | 11,98 
4,4 111,0 .| 12,000 |&| 0. 0 : 0 0 12,00 
3” | 10,970! 41,640 | À |—0,2425| 14,114 _ — 12,76 
2’ 0,894| 10,728 —0,447 2,054 _— — 12,79 
I’ 0,800! 9,600 —0,600 2,756 — — 12,36 


0’ 0,707| 8,484 —0,707 3, 248 — — 11,73 


A cette fin on pourrait par exemple multiplier cette épure par l’épure unitaire 
des M2 (fig. 9.11,b): 


= [(2-12-16,87—2.9.0,85—12.0,85+9.16,87) — (2-9-0,85+2.6.9,56— 
€ . . 


+9,56.9+6-0,85) —(2:6.9,56-+-2.3.9,28+ 6.9,28-+3.9,56) —2.3.9,28] = 
À 
ET. 
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(556,7—557,1) + 0. 


1’ 


© 
Sn 
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CUS 
W ALL Ju Lil 


Fig. 12.11 


Problème 2. On demande de construire les épures des M, des g et des 
ole de 2€ 


N pour une voûte symétrique dont la fibre moyenne suit une parab 
degré, cette voûte étant soumise à une charge horizontale uniformément répartie 
d'intensité Q — 2 t/m°? (fig. 13.11). Les calculs seront effectués en tenant 
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compte des efforts de compression agissant dans la voûte *. La portée de la 
voûte est { — 36 m, sa flèche f:— 18 m et les épaisseurs de 1,8 m aux retom- 
bées et de 1,2 m à la clef. Les épaisseurs 4, de la voûte au droit des sec- 
tions intermédiaires seront déterminées par | 


d : — 
retombée clef 
dx = dciet + En | # |» 


— 


À 


|x| représentant la valeur absolue de l’abscisse de la section considérée (fig. 15.11). 
La largeur de la voûte dans la direction perpendiculaire au plan du dessin 
sera prise égale à 1,0 m. 


0 L'. 


Re dsi80m * 


Fig. 13,11 Fig. 14.11 


S'olution. Le système principal avec les réactions surabondantes appli- 
quées au centre élastique est représenté à La fig. 14.11. 


Les équations canoniques prennent la forme : 


X 9099 + A2g = 0 ; 
X 3033 + A3g — 0; 


X 1011 + Ag —0 ; 
| (2.11) 


| 
| | 
(3.14) 
) 


Pour déterminer les déplacements O1, Ô22, Ô33, A1gr Aog et Asa subdivi 


sons la voûte en 12 segments dont les projections horizontales ont la même 
longueur (fig. 415.11): | 


Calculons les ordonnées de la fibre moyenne à l'aide de l'expression: 
4f 4 418 % 2? 


1e T 7362 A — 18 . 
* Dans le cas actuel j = 0,5 bee l) et par conséquent les efforts 


normaux pourraient être négligés. On en tiendra compte uniquement pour 
familiariser le lecteur avec la technique des calculs correspondants. 
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f 


Fig. 15.41 


Ces ordonnées sont indiquées à la fig. 15.11. 

Toutes les données relatives à la géométrie de la voûte nécessaires pour 
{es calculs ultérieurs figurent au tableau 5.11. L’angle @ compris entre la tan- 
gente à la fibre moyenne de la voûte et l'horizontale a été calculé d’après 
la formule: 


Pour la moitié droite de la voûte tg o et par conséquent les angles @ eux- 
mêmes sont positifs, tandis que pour la moitié gauche ïils sont négatifs. Les 
valeurs des demi-sommes des longueurs des segments de la voûte aboutissant 
à chaque section ont été calculées par la formule approchée s; — a/cos w:; 
à l'exception des sections 0 et 6 pour lesquelles 


. a . 3 … 
0 Zcospo 2°1 


_ a 8 
GG Scosm 20447 ‘10 


. Les épaisseurs d de la voûte au droit de différentes sections ont été cal- 
culées à l’aide de la formule mentionnée dans l'énoncé du problème : 


. 1,80 —1,20 ”- 1x | 
dx = 1,20 +. Ts 21=1,20+c 3 
tandis que les moments d'inertie sont donnés par J — d8/12. 

L'abscisse x; du centre élastique dans le système des coordonnées adopté 
sera égale à zéro (voir fig. 15.11), tandis que l’ordonnée correspondante sera 
donnée par 


ds 91,9 
D Se 


Les valeurs du numérateur et du dénominateur introduites dans cette 
expression ont été tirées du tableau 5.11. 
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Déterminons les déplacements unitaires. Pour 
déterminer Ô:, compte tenu des efforts normaux utilisons l’expression 


Bu=2(D + TS M +) 


Mi=1(y—vys); Ni=tlcosp; F—1<d. 


où 


Par conséquent, 


Bb=2 [D 40 + D cos p À]. 


Dans la dernière expression le facteur égal à deux dévant les crochets indique 
ue la sommation s'effectue pour une moitié de la voûte seulement. Le calcul 
du déplacement Æ6:1 est consigné au tableau 6.11. 
En utilisant les résultats de ces calculs nous trouvons 


Edu = 2 (2702,4-+ 9,02) —5422,8. 


Le déplacement 6: sera calculé en négligeant l'influence des efforts 
normaux. Par conséquent, 


6 
Eds =2 Ÿ M3 — . 


Etant donné que M2 — {x cette expression se réduit à 


Ed =2 Ÿ a — . 


Tous les calculs sont donnés au tableau suivant: 
Tableau 7.11 


n° de Ia | x | 


i s 
section ü 7 


18 324 6,9 2236 
Au total gg 1 


Introduisant le total indiqué à la fin du tableau dans l'expression de 6,» 
on trouve 
EB9o = 28941 — 17 882. 


Le déplacement Ô:3 sera trouvé en utilisant une formule analogue 
D 2. 
pics 2 — 
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dans laquelle M3 — 1, et par conséquent, 
S 
Ebgy=2 D. 


La valeur de > — étant donnée au tableau 5.11, nous trouvons Eô:3 — 


— 2.91,9 — 183,8. 

Les déplacements du système principal engen- 
drés par les efforts réels seront obtenus en utilisant 
les expressions suivantes :' 


Dans ces expressions 
Mi==y—yes Mi=z; M3; Mo= UNE CRT 
et, par conséquent, 
Edig=— ÿ (y—ys) p — 


Elkg=— Ÿ sp — ; 


El3q=— Ÿ p + . 


Dans toutes ces trois expressions les sommations s'étendent à la moitié 
droite seulement car les moments fléchissants engendrés par les charges réelles 
dans la moitié gauche restent constamment nuls. Les calculs nécessaires pour 
trouver les déplacements réels sont rassemblés au tableau 8.11. | 


Tableau 8,11 


o . " (Y—ys)X > 
a x T — y— Us ml 2 + _ o xy2 + 
| 

0 0 |0 10,4 | —5,40 0 0 0 0 
1 3 |0,5 |17,3 [| —4,90 0,25 4,3 —21 13 
2 6 |.2 45,8 | —3,40 & 63,2 —215 319 
8 9 14,5 | 415,1 | —0,90 20, 25 305,8 —275 2792 
4 12 | 8 14,6 2,60 64 934,4 2429 | 11213 
6] 145 | 12,5 11,8 7,10 | 156,25 | 1843,8 | 13091 | 27657 
6 


18 |18 | 6,9| 412,60 | 324 2235,6 | 28169 | 40241 


Au total | 5387 ,1 | 43178 | 82255 
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En utilisant les résultats de ce tableau on trouve: 
EAsg = — 43178 ; 
Edog = — 82255 ; 
EA3g = —5387,1. 


La substitution de ces données dans les expressions (3.11) fournit les valeurs 
des réactions inconnues : 


Ag 43178 
on mer ter 
A2q 82255 | 
Re — 5 Tres +00 6; 
A3q  5387,1 


Ces efforts doivent être appliqués maintenant au centre élastique du sys- 
tème principal. Avec les charges uniformément réparties ils constitueront 
le système de charges complet permettant le calcul de tous les efforts intérieurs 
et de toutes les réactions. | 

Pour le calcul des ordonnées des épures des 4, des © et des N nous uti- 
liserons les expressions suivantes: 

a) pour la moitié gauche de la voûte: 


M = Xi (y—ys) + X2t + X3; 
Q—Xisinp+X;.cosp; N—Xicos p—X2sin; 


b) pour la moitié droite de la voûte : 
M=Xi(y—ye) + Ko Xe— UP : 
= Xi (y—ys) + Aer + Xg— 5 


Q—=X;sinp+X: cos p—qysin; 
N = X, cos p— À Sin p—gy COS p. 


On notera que les expressions relatives à la moitié gauche de la voûte 
me diffèrent de celles données pour la moitié droite que par l’absence des termes 
tenant compte de la surcharge uniformément répartie d'intensité q. 

La détermination des ordonnées des épures des M, des et des Q s'eïfec- 
tuera sous forme tabulaire (voir tableaux 9.11, 10.11 et 11.11). , 

Les ordonnées ainsi calculées ont servi à la construction des épures re- 
présentées à la fig. 16.11. | 

Pour vérifier l'épure des M, mutiplions cette épure par les épures unitai- 


res M,, M 2 et M3. En d’autres termes, calculons les valeurs de EM, Ms/J, 
> M2M — et 2 M:M + tant pour la moitié droite que pour la moitié 


gauche de la voûte. Etant donné que M, = y — ys, Mo — x et Ma=—"'1, ces 
expressions deviennent respectivement : 


5 : \ s S 
Les calculs correspondants sont effectués au tableau 12.11. 
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Tableau 9.11 
Calcul des ordonnées de l’épure des M 


= Ordonnées 


Stone X1| v—uys | Xi(y—us)|Xo] x Aa | Æs oitié droi- re Men 
te de la voûte) tm 
© —5,40| —42,96 
4 1 —4,90| —39,00 
FE 2 —3,40| —27,06 
S 8 —0,90| —7,16 
= 4 2,60| 20,70 
& 5 7,10| 56,52 
6 «| 12,60] 100,30 
0 |" |—5,40| —42,98 
# 1 —4,90| —39,00 
E 2 —3,40| —27,06 
os 4 —0,90| —7,16 
= 4 2,60| 20,70 
2 ; 7,40] 56,52 


12,60 | 100,30 


Tableau 10.11 
Calcul des ordonnées de l’épure des Q 


—qysS : ne Jin 
—qu=| (moiti c l'épure 

X2C0S®| —__2;, | droite de | des Q en 

la voûte) tonnes 


n° de | 
la sec-| X1| -sinç 
tion 


X1s8inp | XZ2 COS @ 


0 0 1 4,60 — — 4,60 


0 
à 1 0,316 | —2,52 0,949 | 4,37 | = 1,85 
5 2 —0,555 | —4,42 0,832 | 3,83 | — _ 0,59 
3 —0,707 | —5,63 0,707 | 3,25 | — _ —_2,38 
2 4 —0,800 | —6,37 0,600 | 2,76 | — _ —3,61 
& 5 —0,858 | —6,83 . 0,544 | 2,36 | — _ —4,4T 
6 |@ |—0,894 | —7;41.1S | 0,447 | 2,06 | — Le 5,05 
0" | o 0 Ÿ] 4 4,60 0 0 4,60 
2 1 0,316 | 2,52 0,949 | 4,37 | -1| 0,32 6,57 
© 2 0,555 | 4,42 0,832 | 3,83 | —4| 2,22 6,03 
FE 8 0,707 | 5,63 0,707 | 3,25 | —9| 6,36 | 2,52 
5 4 0,800 | 6,37 0,600 | 2,76 | --16 | —12,80 | —3,67 
S 5 0,858 | 6,83 0,54 | 2,36 | -_25 | —_24,45 | -_12,26 
6 0,894 | 7,11 0,447 | 2,06 | —36.| 32,18 | 23,01 


Tableau 11.11 
Calcul des ordonnées de l’épure des N 


—qu COS p | Ordonnées 
: —QU—= moitié | de l’épure 
la sec-| X11 cos p | X1cos p | —X2 sin —X92 sin Le, ses de | des N'en 


la voûte) tonnes 


0 I 7,96 0 0 = = 7,96 
2 11 |0,949| 7,55 — 0,316 1,45 | — = 9,00 
3 2 0,832| 6,63 — 0,555 2,55 | — Æ 9,18 
to 3 0,707| 5,63 — 0,707 3,25 | — = 8,88 
2 4 0,600| 4,78 0,800 | 3,68 | — = 8,46 
25 0,514| 4,09 0,858 | 3,95 | — = 8,04 
À 6{æ10,47| 3,56 | 8 |-0,8%4| 4,11 | — = 7,67 

- si 
0! |1 7,96 0 0 0 0 7,96 
2 ‘1 0,949| 7,55 0,316 | —1,45 | —1| —0,95 5,45 
2 2 0,832| 6,63 0,555 | —2,55 | —4| 3,33 0,75 

TD 0,707| 5,63 0,707 | 3,25 | —9| -6,36| 3,98 
4 4 0,600! 4,78 0,800 | —3,68 | —416 | -—9,60 | —8,60 
"5 0,514| 4,09 0,858 | —3,95 | —25 | —412,85 | __412,71 
Ë 6 0,447| 3,56 0,894 | —4,41 | 36 | —16,09 | 16,64 

Tableau 12.11 
n° | . EC Do Le : 

CS SE 

0 1—5,40] 0110,4| —56,16 O | —13,67 768 1 | —142 

8 11-4,90| —3|17,3| —84,77 | —51,9| —23,49 1991 1219 | —406 
5 2|-3,40| —6115,8| —53,72 | 94,8] —25,35) 41362 | 2403] —401 
to 3 |_0,90| --9115,1| —13,59 | —435,9| 19,25 262 2616 | —291 
22 41 2,60 —12/44,6| 37,96 | —1475,2| -—5,19] 197 909! —76 
"s 6 | 7,40 —15111,8| 83,78 |—4177,0| 16,83] 1410 | —2979| 4199 
Æ 6 | 412,60] —18| 6,9| 86,94 | 124,21 46,81] 4070 | -5844| 323 

0 |—5,40| 0110,4| —56,16 O | —13,67 768 0| 142 
© 11—4,90| 3147,3| —84,77 51,9 3,86| —327 200| 67 
5 21-83,40| 6145,8| —53,72 | 94,8| 25,85] 1389 2451| 408 
TS 3|—0,90| 9145,1| —13,59 | 135,9| 43,30| 588 5884| 654 
= 4] 2,60| 12114,6| 37,96 | 175,2] 41,241 1564 7220| 602 
“ 5| 7,10| 15141,8| 83,78 | 177,0] 1,42] 419 | -254| 17 
À 6|12,60| 181 6,91 86,94 | 4124,21-—4111,59 — 9802 | _13959| _770 


+ 12195 | + 229038 | + 2253 
Au total — 12422 | — 23003 } — 2245 
—227 —100 Ha 


re S 
S— OS - 4 
D, = Epure des M{enim) 


SN UM | 


Fig. 16.11 


On voit que les résultats des sommations des grandeurs des trois derniè- 
res colonnes du tableau 12.11 sont très proches de zéro, ce qui indique que les 
épures trouvées sont correctes. Les légères divergences dont ia valeur ne dépas- 
se. pas 1% sont dues au fait que nous n'avons pas tenu compte des efforts nor- 
maux à la vérification tandis qu’en calculant 6,, ces efforts ont été pris en 
considération. 

Problème 3. On demande de tracer les lignes d'influence des réactions 
surabondantes X1, X, et X, ainsi que celles des Mx, Nx et Qx agissant dans 
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une section À de l’arc représenté à la fig. 8.11 (voir problème 1), l’abscisse 
de cette section étant égale à 1/4 Z soit à 6 mètres. Le tracé de toutes les lignes 
d'influence sera effectué en utilisant la méthode des charges fictives. On pro- 
cédera par la Are méthode approchée exposée au paragraphe présent, 
exception faite de la ligne d'influence de X; pour laquelle on utilisera la deu- 
xième méthode approchée. | 

Solution. Toutes les coordonnées des sommets du polygone inscrit dans 
l'arc parabolique donné, ainsi que l’ordonnée y, de son centre élastique ont 
été calculées Lors de la solution du problème 1. Ces coordonnées sont indiquées 


Fig. 17.11 


aux fig. 8.11 et 9.11 qui montrent également le système principal isostatique 
adopté pour le calcul ainsi que les épures des moments engendrés par les efforts 
inconnus unitaires X4, X2 et À3. 4 

L'expression développée des charges fictives se présente sous la forme 
(voir $ 12.8): 


S S 
Wa= TES, (Mn-1 + 2Mn) + Es (2Mn + Mn+1) — En tg Pn + En+1 t8 Bn+i. 
En négligeant les déformations longitudinales de l’arc et en tenant compte 
du fait que les rapports ra restent constants et égaux à a/J,, cette formule se 
ramène à Lu 
a 
Wa Gps, M 1 4Mn + Many) (9.11) 


Les valeurs des charges fictives au droit de la clef et des retombées devien- 
nent alors 
à 


Wo= Er (2M0+ Mi) ; (6.11) 
a. 
Mi GE (M3 +2M:;). (7.11) 


Calculons maintenant l’ordonnée y, du centre élastique en partant de la con- 
dition que le déplacement &;: doit être égal à zéro. A cette fin cherchons les 
valeurs des charges fictives correspondant à l'épuré des moments engendrés 
dans le système principal par les couples unitaires X323 (voir fig. 9.11,c): 


a a 
Poe op à 


a 
Wi= WoW pre A++ De à 


a 


a | r 
52 LE LT 


Le système fictif de référence consistera de deux demi-arcs encastrés au cen- 
tre élastique comme indiqué à la fig. 17.11. 
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En appliquant aux points 0, 1, 2, ...., etc. de ce système les charges 
fictives dirigées parallèlement au déplacement cherché 6,3 (c'est-à-dire hori- 
zontalement), formons l'équation de y,, cette équation exprimant que le moment 
fléchissant fictif à l'encastrement du système de référence est égal à zéro: 


- ’ 27 3 3 
Wo (s—6) + W1 (vs —<+) +We (vs —7) +W3 (ve +) +Wiys=0 


a 271, 3 3 = 
2EJe [ (us—8) +2 (vs 7) T2 (vs) +2 (vs —+) + y | = 0 
d’où 
33 
8ys—5 —0 
uk 


33 
Us = 16 — 2,0625 m. 


On voit que la valeur de y, ainsi trouvée coïncide exactement avec celle 
trouvée précédemment (voir problème 1) par une autre méthode. 

Les équations canoniques permettant de déterminer les réactions surabon- 
dantes quand l’arc est sollicité par une charge mobile unitaire P se présen- 
teront sous la forme suivante: | 


X 4041 + ip —0 ; 
X 2099 + Ô2p —=0 ; 
X3033 + O3p —0, 


d'où 
dip 
DURE 
Ô2p 
Xo— 82 ; 
Ô3p 
HET Ge à 
Qu encore 
X1= 4 , 
ô 
La 2. (8.11) 
Ü22 | 
Ôps 
X3= + + 


Les diagrammes de Ôp4, Ôp2 et Ôna qui correspondent aux diverses positions 
de la charge unitaire représentent les épures des déflexions du système prin- 
cipal sous l'effet des sollicitations unitaires X,, X2 et X2 respectivement. 
Les ordonnées de ces épures divisées par (—G41), (—622) et (—6323) fourniront 
les valeurs des ordonnées des lignes d'influence de X;, de X, et de X3. 

La méthode de tracé:des lignes d'influence qui vient d’être décrite «’appel- 
le, comme nous le savons déjà, méthode cinématique. 
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__ Les épures des déflexions auraient pu être obtenues également par la mé- 
thode des charges fictives. A cette fin il aurait fallu construire préalablement 


les épures des moments fléchissants M1, M2 ct M3: engendrés par les sollicita- 
tions unitaires X;, X: et X, et déterminer les charges fictives correspondantes. 


Or, les épures unitaires M,, M, et M, ont déjà été données à la fig. 9.11. 
Quant aux charges fictives leurs valeurs multipliées par £J, sont données 
au tableau 13.11. 


Tableau 13.11 
Valeurs des charges fictives (multipliées par EJT,) 


: Sollicitations unitaires 
Point d'application 


de la charge fictive nn 
A: | \e X 3 

0 73,5 — 35 CI 
16 2 2 

16 . 2 2 

2 21 56 6 
16 : 2 

3 =19 18 6 
16 2 2 

4 — 46,5 — 3 3 
16 2 2 


Ces valeurs ont été calculées à l'aide des expresions (5.11), (6.11) et (7.14). 
Ainsi par exemple la charge fictive W2 (appliquée au point 2) correspondant 
à l'effort unitaire X, (voir fig. 9.11,a) sera donnée par: 


a 3 21 , 9 27 21 
E ES 
GET, (MitMatMs) = ET (5 ‘16 ) 16ET, 


= 
tandis que la charge fictive W, (au point 4) correspondant à l'effort unitaire 
X), (voir fig. 9.11,6) par: 


a | PS CRUE 
DE. (Met MS) ET "re du 2ET, 


Afin. d'obtenir l’épure des déplacements 0,1 il faut appliquer à la moitié 
gauche du système de référence les charges fictives correspondant aux efforts 
unitaires X,. Ces charges seront parallèles au déplacement étudié, c’est-à-dire 
‘verticales, et dirigées vers les fibres tendues du système principal (fig. 18.11,a). 

Etant donné que sous l’eflet des charges unitaires X; la console rigide du 
système principal ne subit aucune rotation, la somme algébrique des charges 
fictives appliquées au système indiqué à la fig. 18.11,a doit être égale à ©. 

Cette condition sera utilisée pour la vérification des valeurs des charges 
fictives trouvées: 


= 73,5 69 - 21 75 46,5 
2 Le TI6ETS  16E7S 164Je 16EJe 


16ET, 


32—163 497 


rË 


Fig, 18.11 


Les déplacements verticaux 6,1 du système principal engendrés par l’appli- 
cation des charges X, — 1 seront égaux aux ordonnées de l’épure des moments 
du système de référence sollicité par les charges fictives. Déterminons les valeurs 
de ces ordonnées en différents points, dont la position sera indiquée par un 
indice supérieur entre parenthèses : 


ga _ 78,53 _ 220,5, 
PAT A6EJ.  A16ET. ? 


«@) 73,5-6—+ 69.3 648 


01 167,  16E7 
a ® 73,5.9469.6—21-3  1012,5 , 
Fo 16ET 4 7 A6EJ, * 
5° __73,5.12-169.9-—21.6—75.3 1152 
UE 16EJ, 7 A6ET. ‘ 


L'épure des 6,1 représentée à la fig. 19.11,b a été obtenue en portant les 
ordonnées ainsi trouvées du côté des fibres tendues du systèmo de référence 
(fig. 18.11,a) *. 

Cette épure montre que la fibre moyenne de l'arc se déplace vers le haut 
sous l'effet de forces X1 = 1. Ce déplacement sera considéré négatif, car le 
sens du déplacement positif doit coïncider avec le sens de la charge unitai- 
re P qui est dirigée de haut en bas. Par conséquent, nous devons attribuer 
à cette épure le signe moins. | | 

Pour trouver le déplacement 6,1, les charges fictives doivent être tournées 
de 90°, c'est-à-dire qu'elles doivent être placées horizontalement comme indi- 
qué à la fig. 48.11,b. Cela fait, calculons le moment de ces charges par rapport 
au centre élastique, ce moment devant être multiplié ensuite par deux car 


#* Les ordonnées de Îa fig. 18.11,b ont été multipliées par 16 EJ4. 
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férxéons tee par 16 


gl : 


Fig. n 


le déplacement 041 représente la variation totale de la distance entre les extré- 
mités des consoles infiniment rigides mesurée suivant la direction des charges 
unitaires X:, c’est-à-dire suivant l'horizontale 


73,5 48 16,5 69 /27 16,5: 24 16,5 12 
due2| er (5 + 8 ) ne (5 8 ] | 8 —$)+ 
75 16,5 3 46,5 16,51. 3 : 
16E7 | 8 —. 16ËJ7e 8 ]= 8.16EJ7 COR 
+21.4,5-+75.13,5-+ 46,5.16,5) — D 
C 


On voit que la valeur de 64; ainsi trouvée coïncide exactement avec la 
valeur de ce même déplacement déterminée par une autre méthode précédem- 
ment (voir problème 1). 
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Ligne d'influence d4 X, 


En N 
Ur RQ Q SL S 
ET 
lil ù 
D aitil Fi bises 
‘| Ligne d'influence dx, . 


Fig. 20.11 


L4 


Après avoir divisé la valeur de toutes les ordonnées de l’épure de ô,1 par 
O1 et changé leurs signes on trouvera la ligne d'influence de X:. Cette ligne 
d'influence (fig. 20.11,b) représentera la variation de X, quand la charge uni- 
taire P se déplace le long de l'arc. | | . 

On procédera d’une façon analogue pour la détermination du déplace- 
ment Oôp2, C'est-à-dire qu'on appliquera encore une fois les charges fictives 
au système de référence et on cherchera l'épure des moments fléchissants cor- 
respondants. 

Dans le cas envisagé, les fibres tendues de la moitié gauche du système 

rincipal sollicité par l'effort X: — 1 étant situées à l’extrados (voir fig. 9.11,b), 
Fe ‘charges fictives correspondantes doivent être dirigées vers le haut 
(fig. 18.11,c). Les moments engendrés par ces charges dans le système de réfé- 
rence représenteront les valeurs des ordonnées de l’épure des déplacements 
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verticaux de l'arc: 
Fe 33:3 99 


P2—DEfe 2EJ:' 
33-6454.3 360 


D ZE, 2e. 
g® _ 33:94+54.6436-3 729, 
Rae 2ET, ” 2EJ, ? 
su _33:12+-54-9+ 36.64 18-3 _ 1152 
os 2ET, 7 2EJC 


En portant les déplacements ainsi trouvés en ordonnées du côté des 
fibres tendues du système de référence on obtient l'épure représentée à la 
fig. 19.11,c *. On voit que cette épure est antisymétrique. 

Lo déplacement 622 n’est autre chose que la translation mutuelle des extré- 
mités inférieures des consoles infiniment rigides suivant la direction de l’effort 
unitaire X, et par conséquent ce déplacement doit être égal au double de Ô& : 


#4) 1152 1152 
PAR DR), le 


On se souviendra que la même valeur a été obtenue pour G°2 par la mé- 
thode de multiplication des épures (voir problème 1). Les ordonnées de la ligne 
d'influence de X: seront obtenues maintenant en divisant les ordonnécs de 
l’épure ô,2 par (—Ôô22). La ligne d'influence correspondante est représentée 
à la fig. 20.11,c. 

Pour trouver l'épure des déformations 6,3, les charges fictives doivent 
être de nouveau appliquées au système de référence de la fig. 18.11,d, ces charges 
étant encore une fois dirigées vers les fibres tendues, c'est-à-dire de haut en bas. 

Les valeurs des moments fléchissants. engendrés dans le système de réfé- 
rence fourniront les déplacements cherchés : 

2 = 3-3 _ 9 : 
PS OEJ. 2EÏ: 
5? __3.6+6.3 36 . 
P8 7 2EJ.  2EJ, 
3% 3-:9+-6-6+6.3 81 


PR DE El, 
ge _3:12+6-94+6.64+6-3 144 
EE 2ET: —2EJS, : 


En portant les ordonnées ainsi calculées vers le haut (car les fibres ten- 
dues du système de référence se trouvent à l'extrados) on trouvera l’épurc des 
déplacements Ô,4 représentée à la fig. 19.11,4**. 

Le déplacement 033 qui n’est autre chose que l'angle de rotation mutuel 
des extrémités inférieures des consoles infiniment rigides (c'est-à-dire des sec- 
tions d’extrémités 4et 4’ des deux demi-arcs) sera égal à la somme des char- 


ges fictives: 
3.2 6-3 24 
2 (er + 587e) ETe- 
La même valeur a été trouvée pour Ô:3 précédemment dans le problème 1 
par la méthode de la multiplication des épures. | 


Les ordonnées de la ligne d'influence de X,4 (fig. 20.11,d) s’obtiendront 
en divisant les ordonnées de l’épure de Ô,3 par (—G33). 


* Toutes les ordonnées de l’épure de la fig. 19.11,c ont été multipliées 
par 2EJ,. 
*# Toutes ces ordonnées ont été multipliées par 2£J.. 
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Ayant trouvé les épures des réactions 


FRS? des liaisons surabondantes X,, X2 et X4 on 
l54 4 9 peut aborder le tracé des lignes d'influence 
2 2! © des moments fléchissants, des efforts tran- 
PALIER f chants et des efforts normaux pour n'importe 

0 AN y quelle section transversale de l'arc. 
# | x \X RTS Traçons donc ces trois 


lignes d'influence pour une 

section X située à une distance de 6 mè- 

tres comptée à partir de la section d'appui 

Line d'influence desx gauche (section 2 de la fig. 8.11,b). 
L'angle o: formé par la tangente à la 

fibre moyenne de l’arc dans la section con- 

î | © > & sidérée et l'horizontale est égal à 26°34: 

S S) St S 
S& Î 
dE = 


sin P2 = 0,447 ; cos 2 — 0,894 (voir tableau 
1.11 du problème 1). Le bras de levier de 
l'effort X, par rapport à la section K est égal 
à ys — yo — 33/16 — 3/2 — 9/16 mètre et le 
bras de levier de l’effort X, est égal à 6 mètres. 

_Le calcul des ordonnées des lignes d’in- 
fluence des M2, des ©; et des NV, s'effec- 
tucra à l’aide des formules suivantes * : 

a) quand la charge unitaire P est ap- 
pliquée à la moitié droite de l’arc où entre 
l’appui gauche et la section Æ: 


9 
MR= — Xi À 6+Xs; 


Qn= —X; sin Po +- Xo COS Po — 
— — Xy°0,447 + Xo°0,894 $ 
NR= X 3 cos Po + Xo Sin Po = 
— X1°0,894+ Xo°0,447 ; 


b) quand la charge unitaire P se trouve 
entre la section .KX et la clef de l'arc 


Fig. 21.11 Ma= — Xi X2°6 Xg—ier, 


r étant le bras dr levier de la charge P par rapport à la section considérée: 
On = — X1°0,447-1 X210,894 1 0,894 ; 
Nn= —Xy°0,894 + X2-0,447 + 10,447. 


On voit que les expressions relatives au cas b) ne diffèrent de celles du cas 
a) que par la présence d’un terme tenant compte de la charge unitaire. 

Lo calcul des ordonnées des lignes d'influence des M2, des O4 et des Wz 
s'effectuera en introduisant dans les équations ci-dessus les valeurs de X,, X: 
et X; relevées sur les lignes d'influence correspondantes (voir fig. 20.11). 

Le calcul de ces ordonnées est consigné aux tableaux 14.11, 15.11 ct 16.11. 
Les résultats des calculs donnés dans la dernière colonne de chacun de ces ta- 
bleaux ont servi au tracé des lignes d'influence représentées à la fig. 21.11. 

Déterminons maintenant les valeurs des ef- 
forts de M,,de ©, et de N, qui seraient engendrés par 
une charge uniformément répartie sur toute la 


* L'effort normal sera considéré positif quand il cause une compression 
de l’arc, la convention de signes usuelle restant en vigueur pour les moments 
fléchissants et les efforts tranchants. 
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Tableau 14,11 
Calcul des ordonnées de la ligne d'influence des M, 


! Ordonnée 
Position 9 de la L.Ï. 
de la charge X1 — X1-— Xa — Xo2-6 X8 —r des M, en 
unitaire P 16 k 
mètres 


0 0 0 

1 0,1795 | —0,101 | —0,0430 0,258 10,187| — 0,344 
2 0,5275 | —0,297 | —0,1562 0,937 | 0,790 0 1,3% 
3 0,8242 | —0,464 | —0,3164 1,898 | 1,687] —3 0,124 
4 6,9377 | .—0,528 | —0,5000 3,000 | 3,000! —6 —0,928 
4’ 0,9377 | —0,528 0,5000 | —3,000 13,000! — — 0,528 
3” 0,8242 | —0,464 | 0,3164| —1,898 | 1,687| — — 0,675 
2° 0,5275 | —0,297 0,1562] —0,937 10,750 — —0,484 
I° 0,1795 | —0,101 0,0430| —0,258 |10,187| — —0,172 
0" 0 0 ‘| 0 0 10 — 0 


Tableau 15.11 
Calcul des ordonnées de la ligne d'influence des Q, 


: Ordonnées 
rep | A1 |-2X10,447| Xa  |X3.0,804 [0,894 | influence 
des Qz 
0 0) 0 0 0 — 0 
1 0,1795[ —0,080 | —0,0430| —0,039 — — 0,119 
Immédiatement à 
gauche de la sec- 
tion 2 0,5275| —0,236 | —0,1562| —0,140 — — 0,376 
Immédiatement à 
droite de Ia sec- | 
tion 2 0,5275[ —0,236 | —0,1962| —0,140 | 0,894 0,518 
3 0,8242| —0,368 | —0,3164| —0,283 | 0,894 0,243 
4 0,9377| —0,419 | —0,5000! —0,447 | 0,894 0,028 
4’ 0,9377| —0,419 0, 5000 0,447 | — 0,028 
3’ 0,8242| —0,368 0,3164| 0,283 | — — 0,085 
2" 0,9279| —0,236 0,1562 0,140 — — 0,096 
1° 0,1795| .—0,080 0,0430 0,039 | — — 0,041 
0’ Ô 0 (9) 0 — 0 


Tableau 16.11 
Calcul des ordonnées de la ligne d’influence des N, 


re ditaire X3 |X1-0,894 Xe Xo-0,447 [0,447 CR S 
| 
0 ‘ 0 0 0 — Ô 
1 0,1795 | 0,160 |—0,0430| —0,019 | — 0,141 
Immédiatement à 
gauche de la sec- 
tion 2 0,5275 | 0,471 |—0,1562| —0,070 — 0,401 
Immédiatement à 
droite de la sec- 
tion 2 0,5275 | 0,471 |—0,1562] —0,070 | 0,447 0,848 
3 0,8242 | 0,737 | —0,3164| —0,141 |0,447 4,043 
4 0,9377 0,838 |—0,5000| --0,223 |0,447 1,061 
4' 0,9377 | 0,838 0,5000! 0,223 | — 1,061 
3" 0,8242 0,737 0,3164 0,141 — 0,878 
V3 0,5279 | 0,471 0,1562 0,070 | — 0,541 
1' 0,1795 0,160 0,0430 0,019 — 0,179 
0’ Ô 0 0 0 - 0 


e 


longueur de la moitié gauche de l'arc, l'intensité 
de cette charge étant égale à 2 t/m.c. (voir fig. 8.11,a). 
Remplaçons la charge uniformément répartie par des chargés concentrées 
appliquées aux sommets 0, 1, 2, 84 et 4 de l’arc polygonal. Les valeurs de 
ces charges concentrées seront égales à: 


Pi Po=P3=qa—2.3=6 t.- 


Après avoir multiplié chacune de ces charges concentrées par l'ordonnée 
correspondante de la ligne d'influence et additionné les valeurs ainsi trouvées 
on obtient les valours de M,, de Q©, et de NV; cherchées: 


MR =3-0+6.0,344-+ 6-1,390 + 6:0,124—3.0,528 —9,564 tm; 


Qu=3.0—6.0,14946. TT ENS + 6.0,243 + 3.0,028 — 1,254 t : 


EURE + 6.1,043 + 3:1,061 — 14,084 1. 


Nn=30+6.0,114+6.— 


On voit que les valeurs ainsi obtenues ne diffèrent pratiquement pas de cel- 
les obtenues précédemment (voir tableaux 2.11, 3.11 et 4.11 et fig. 12.11 
du problème f). 

Les lignes d'influence des réactions surabondantes X;,, X, et X3 permet- 
tent également la construction des épures des efforts intérieurs engendrés dans 
l'arc par des charges verticales. A cette fin les charges réellement appliquées 
sont remplacées par des charges concentrées agissant aux sommets de l’arc 
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polygonal. On détermine ensuite à l'aide des lignes d’influente mentionnées 
les valeurs de X:, X2 et X: correspondant à chacune de ces charges. Ensuite 
on applique au système principal les charges réelles ainsi que les réactions 
des liaisons surabondantes qui viennent d’être trouvées et on procède par les 
méthodes usuelles à la construction des pures des efforts internes engendrés 
dans les différentes sections de l'arc. 

En guise d'exemple traçons la 
ligne dinfluence del’effort 18 
X2 par la deuxième des méthodes ap- FA 
prochées décrites au début de ce para- 
graphe *. 

Si l'on néglige les déformations 
longitudinales de l’ouvrage, l’expression 
des charges fictives prendrait dans le 
cas envisagé la forme suivante: 


Es 
Je 


S 
Wa = M: T7 ; 
Sn = Sn Foret représentant la demi- Fig. 29.11 


somme des longueurs des segments abou- 
tissant à la n-ème section. 


Les longueurs des segments 5; peuvent être calculées à l'aide des formules 
approchées : 
(1 À : = a k — a . (#4 
#7 2co5p 


, on trouve denc : 


COS ®; 


Calculons les charges fictives qui correspondraient à la sollicitation 
du système principal par les forces X2 — { (voir fig. 9.11,b). 


Woo TER Te: 
Wan —0 de UE 
Wa= Ma: = Gr — FT ; 
on B . F7. A | 
Wi= Mu D D 0 


Pour calculer les déplacements 6,2 nous devons appliquer maintenant ces 
charges au système de référence de la fig. 22.11 et déterminer les moments 


* Cette méthode a été exposée en détail lors de la solution du problème 2. 
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fléchissants qui en résultent 


82 — 18.3 54 . 
FÉ TT e 
42 __18-6+27.3 189 

D2— _ 


BTE  EJ:* 


gts. 18:94 27-64+18-3 _ 378 . 
FA EJ. | EX, ? 


ge _18-122-27.0- 18.60.3504 
dl EJTe _ EJ ° 


L'épure de Ô2p sera obtenue maintenant en portant les ordonnées ainsi 
trouvées du côté des fibres tendues du système de référence, cette épure étant 
représentée à la fig. 23.11. 


Ligne d'influence de X, 


Fig. 23.11 Fig, 24.11 

Le déplacement 62: est égal au double du déplacement 60, c’est-à-dire 
5. — 2.594 _ 1188 | 
22 ET, 


La ligne d'influence de X2 est obtenue Fe divisant toutes les ordonnées 
de l’épure de 6,2 par (—G22) (car X2 = . Cette ligne d'influence est 


22 
représentée à la fig. 24.114. On voit qu'elle ne diffère pratiquement pas de celle 
obtenue par la première des méthodes décrites au début du paragraphe et re- 
présentée à la fig. 20.11,c. 


à 

à 5.11. Effets du retrait et de la variation 
de température sur les arcs encastrés 
en béton armé 


Effets de la variation de température. 
Tout changement de température entraîne l'apparition d'efforts 
internes dans un arc encastré. Proposons-nous d'établir les -expres- 
sions qui en permettraient le calcul. A cette fin envisageons le cas 
général suivant: supposons que la température de toutes les fibres 
à l'extrados d’un arc encastré sur toute sa longueur a changé de 
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+t1, tandis que celle à l’intrados de l'arc a changé de +#2 (fig. 25.11). 
En admettant que dans l'épaisseur de l'arc la température varie 
linéairement, l'accroissement de température de la fibre moyenne 
sera égal anti, 

Désignons la différence des températures £; — t> par At et leur 


| t, Li 
demi-somme hi par t. 


Fig. 5.11 Fig. 26.11 


Le système d'équations qui exprimerait que les déplacements 
suivant les directions des réactions surabondantes appliquées au 
centre élastique sont nuls (voir fig. 26.11) prendra la forme: 


X 16041 + Aus = 0 ; 
X 21022 + Ass — 0; (9.11) 
X 31033 + Agt = 0. | | 
Etant donné que les déformations de l’arc causées par la variation 
de température envisagée doivent être symétriques, le déplacement 
A2; = 0 et par conséquent X:; est également nul. 


En se servant des expressions données au $ 7.8 nous pouvons 
déterminer les déplacements dus à Ia variation de température: 


A = Q (ti — 2) \ M, F+a rte \ Nids; 


2 + 


S 


Tr à 
Az = (ti — to) \ M; + 


OÙ 


Ays = — At \ Y — Y5) at \ cos Px ds ; 
& 8 


S 
Dans ces expressions k représente la hauteur de la section trans- 
versale et & le coefficient de dilatation linéaire. 
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La valeur de O4, compte tenue de l’influence des efforts normaux, 
sera donnée par: 

ds ds 

ôu Vu) + costqu 


8 $ 


La valeur de Ô:; sera tirée de l'expression 


ds 
65 = | 7 - 


En introduisant les valeurs de A:;, Az, 011 et 033 dans les équa- 
tions (9.11) on obtient : 


a\t \ (Y — Ya) À + at \ COS Px ds 
. 


A4 s 
Xe — — + ; 
Ô11 2 ds 2 ds 7 
| & Ys) ar + \ cos Pr pr 
S S 
ds 
: aÂt \ Re 
D ne de 9 
EJ 


S 


Le moment à l’encastrement engendré par une variation de tem- 
pérature se calculera à l’aide de l’expression 


Mai = X 38 + Au (f — ys). 
Envisageons un arc parabolique dont la fibre moyenne suit l’équa- 
tion y — =) x? et dont {es hauteurs des sections transversales et 


2 
leurs moments d'inertie Varieraient suivant les expressions 


pe RE 


COS Px ” | COS Px 


—— 


Dans ces expressions J, et #; représentent le moment d'inertie 
et la hauteur de la section transversale à la clef de l’arc. Les efforts 


* Pour un arc à sections rectangulaires de largeur constante ces deux 
expressions sont incompatibles, car de la première expression il découle que 


© P'APREU EEE 
COS Px 


Néanmoins, l'erreur introduite dans les calculs en admettant que k — k,/cos vw, 
est tout à fait insignifiante, surtout dans le cas des arcs surbaissés, 


ss 


X x et À 3 se détermineront dans ce cas à l’aide des expressions * : 
L 
EE (10.11) 
WT ET 
Xa = GAMES, 
C 


[ ne | ds ‘ 
\ G— y 
$ 


La première des expressions (10.11) permet de conclure que la 
poussée thermique croît avec une augmentation de la rigidité de la 
section transversale et avec une diminution de la flèche. Par contre, 
la réduction des sections transversales et l'emploi d’un matériau 
à module d'élasticité réduit permettraient d’abaisser les contraintes 
engendrées par les variations de température. 

Effet du retrait. Le calcul des contraintes d'un arc 
en béton armé engendrées par le retrait peut s'effectuer en assimi- 
lant les déformations de retrait aux déformations thermiques. 
En effet, si.x est le coefficient de dilatation thermique linéaire du 
béton, af représenterait la dilatation ou la contraction thermique 
d’une longueur unitaire due à une variation de température de #° C. 

Le retrait du béton cause une diminution de toutes ses dimensions 
d'environ 0,025%. Donc si l’on admet que le coefficient de dilata- 
tion thermique linéaire du béton est égal à 0,00001, le retrait serait 
équivalent à un abaissement de température de 25° C. Pratiquement 
on réduit cette valeur à 10 ou à 19°, car en réalité les arcs sont 
bétonnés par sections et par conséquent on ne doit tenir compte que 
d’une certaine fraction du retrait total. Nous voyons ainsi que le 
calcul des arcs en béton à l’effet du retrait se ramène à leur calcul 
à un abaissement uniforme de température de 10 à 15°. 

Notons en passant qu'il existe des moyens permettant de com- 
penser le retrait au moins partiellement en créant dans le matériau 
des efforts intérieurs de sens opposé. 


$ 6.11. Calcul analytique d’une voûte 
parabolique encastrée 


Quand la fibre moyenne de la voûte suit une parabole de 2€ degré 
et les moments d'inertie des sections transversales varient suivant la 
loi : 
des UE 
Pa COS Px 
(J, étant le moment d'inertie à la clef) les coefficients des 


* On se souviendra que pour des arcs de ce type y, = f/3. 
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inconnues et les termes connus du système’ des équations canoni- 
ques peuvent s’obtenir analytiquement par intégration. Il en 
résulte qu’on peut établir 
pour ce cas particulier des 
expressions mathématiques 
qui relient directement les: 
réactions surabondantes ap- 
pliquées au centre élastique 
de la voûte avec les charges 
agissant sur celle-ci. 
Proposons-nous d'établir 
ces relations pour une charge 
unitaire P située à une dis- 
tance &« de l'appui gauche 
(fig. 27.14,a). 
Fig. 27.11 . Les équations canoniques 
correspondant au système 
principal représenté à la fig. 27.11,0 prennent la forme: 


X 1011 + Vip = 0 ; 
X 2022, + 02p = 0 ; 
X 3033 + Oap = 0 


d'où 
X1 = 2: | 
X5— 7 | (11.14) 
x 2. 


Les valeurs des déplacements Ô:,, Fa et Op seront calculées 
en négligeant l'influence des efforts normaux, c’est-à-dire en, utili- 
sant l'expression 

a 


Gp — \ MM 
D 


P E7- 


dans laquelle M, est le moment fléchissant engendré dans le système 
principal par la charge unitaire P et M, le moment engendré dans 
le même système par la réaction unitaire X41.. 

En substituant dans l’ expression de Ô:, les valeurs de M,, M, ds 
et EJ,.et tenant compte du fait que pour la voûte considérée l’ordon- 
née du centre élastique est éga e à 2/3 f, on trouve: 


(5 Mo = (y) 11@—2 x 
0 0 
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car 
4 
= Fe (l—x)x 


En remplaçant a/l par n on trouve finalement : 


Je 
Bip — 5h n° (nf — 2n+ 1). 


Déterminons maintenant le déplacement Ô,,: 
l 


ds > \2 de 4 fa 
2 = —— ——— ZE 6e 
dis | Mix. . (37 Y) ET, 45 ES 


Introduisant les valeurs de 4, vt de Ô:, dans l'expression de X, 


(11.11) on obtient: 
Ô1 


15 ! | 
À — — 5 = TT —2n +1). (12.11) 


Cette dernière expression peut être utilisée directement pour 
le tracé de la ligne d'influence de X;. A cette fin, on fait varier 
de O0 à 0,5 en calculant pour chaque valeur choisie l’ordonnée X:. 
Les ordonnées de la moitié droite de la ligne d'influence (0,9 < 1 < 
< 1) seront obtenues en se basant sur les considérations de symétrie. 


Déterminons maintenant la valeur du déplacement Ô2,: 


& 
re À OS l dx 
dep = M, EI 7 + À (5-2) (a—x) ET. — 
Ô 0 F 
__ 18 L[n 1 
El. À < 7) 


n représentant de nouveau le rapport a/l. 
La valeur du déplacement Ô:: est donnée par: 


l ! 
5 Éd Lot l 2 dr 18 
2 — 4 J 2EJ, — (5 | EJ: 12EJe 
Par conséquent 
O2p EL af Â 


o11 


À l’aide de cette dernière expression on tracera la ligne d’influen- 
ce de X, pour les valeurs de n comprises entre 0 et 0,5. Les ordon- 
nées correspondantes (0,5<1n<1) auront la même valeur absolue, 
mais seront de signe contraire, la moitié droite de la ligne d'influence 
de X: étant antisymétrique par rapport à celle de gauche. 

Procédons maintenant à La détermination des déplacements Ô3, : 


œ Î 
nr {à dx a2 
dsp — More « TA SNEE 777 
Etant donné que 
l l 
112 ds e. dx . l 
on obtient finalement 
Ô3p Im? 
Na RE (14.11) 


Cette équation permet de tracer la ligne d'influence de X>; pour 
la moitié gauche de la voûte. La ligne d'influence correspondant 
à la moitié droite lui sera symétrique. 

Les équations des réactions surabondantes X,, X°: et X, étant 
connues, on peut déterminer les efforts intérieurs engendrés dans 
n'importe quelle section de la voûte par un système de charges 
verticales. On peut également construire les lignes d'influence de 
ces efforts. 

La fig. 28.11 représente les lignes d'influence de la poussée 7, 
de la réaction verticale V, et du moment d'encastrement M, 
(c'est-à-dire les lignes d'influence des efforts intérieurs agissant 
dans la section d'encastrement gauche), ainsi que la ligne d’influen- 
ce du moment fléchissant 7, à la clef. Le calcul des ordonnées 
de ces lignes d'influence a été effectué en utilisant les équations 
des réactions surabondantes transférées au centre élastique du 
système. | 

Les lignes d'influence données à la fig. 28.11 peuvent être uti- 
lisées pour le calcul de toutes les voûtes ou de tous les arcs encastrés 
dont la fibre moyenne suit une loi parabolique et dont les moments 
d'inertie des sections transversales varient conformément à la loi 
énoncée au début du paragraphe. Ces lignes d'influence permettent 
de déterminer les efforts intérieurs engendrés dans chaque section 
de la voûte par un système de charges verticales. Les calculs corres- 
pondants devront s'effectuer dans l’ordre suivant. Pour le système 
de charges données on déterminera en premier lieu les valeurs 
de V,, de Æ et de M, en multipliant les charges par les ordonnées 
correspondantes des lignes d'influence {en cas d'application de 
charges uniformément réparties on multipliera l’intensité de celles-ci 
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par les surfaces délimitées par les segments de ces lignes). Les valeurs 
ainsi trouvées de V,, de H et de M, seront ensuite appliquées 
à l’extrémité gauche de l’arc considérée comme étant préalablement 


b 
Ligre d'influence ae H 
à muitiptier par lft 


Ligne d'influence de Ve 


Ligne d'infiuence des M; 
{moments d ‘encastrement) 
à mattiotier part 


Ligne d'influence des Me 
smoments à La ctef) 
à muttiplier part 


Fig. 28.11 


libérée de toute liaison. Les efforts intérieurs dans une section 
quelconque de Ia voûte se calculeront maintenant aisément en 


Fig. 29.11 


considérant celle-ci comme une poutre curviligne isostatique encas- 
trée à son extrémité droite et sollicitée par le système de charges 
données et par les forces de liaison déjà connues appliquées à l’extré- 
mité gauche. Aïnsi par exemple, si un arc encastré était sollicité 
par deux charges concentrées P; et P: (fig. 29.11), le moment fléchis- 


33—163 _ 


sant dans une section À choisie arbitrairement serait égal à 
LU Votr — Hyr + Mi—P, (Tr — &:). 


Problème. Pour un arc parabolique (fig. 30.11,a) sollicité par deux charges 
concentrées P; — 10 tonnes et P, — 20 tonnes aïnsi que par des charges uni- 
formément réparties d'intensité 


qg—2 | t/r0.c. - couvrant . quart Ligre d'influence de la poussée H 
de l'arc immédiatement à b) | | 

gauche de la clef on demande 

de calculer: de 

1) la poussée Æ, la réaction Se _ 

. SS SRRRSRRS ES SREBSRSSQ œ 
verticale V, etle moment d'’encas- SRSNSSS SN SSRSSSENNeRS 
trement M, : SSSSSSSESSSSESSSESSSSS 

2) le moment fléchissant, ce Me le de he ds Ma 

? Q L " À AZ ; 
1 eftort tranchant et l'effort normal c) SRRESRESS | 
agissant à la clef. SSSenses | ME) t 


a) "2 tfm 


| Ligne d'influence 
de ta réaction verticate 4 


L'équation de la fibre moyenne de l'arc est donnée par: 
y= 5 (I— x) z =0,2 (10— x) x. 
2 


Les moments d'inertie des sections transversales varient suivant la loi: 


| COS Pr 


Lo 


Solution. On commencera en traçant la ligne d'influence de la pous- 
sée À. À cette fin toutes les ordonnées de la ligne d'influence de Æ représentée 
à la fig. 28.11 seront multipliées par le coefficient 1/f qui dans le cas envi- 
sagé vaut 2, car = 10 m et f—5 m. La ligne d'influence de Æ pour l'arc 
considéré obtenue comme indiqué ci-dessus est représentée à la fig. 30.11,. 

On trace ensuite la ligne d'influence de M, en multipliant les ordonnées 
de la ligne d'influence de la fig. 28.11 par Z. La ligne d'influence ainsi obtenue 
est donnée à la fig. 30.11,c. 

Les ordonnées de la ligne d'influence de V, d’un arc paraholique ne dépen- 
dent pas du rapport {/f et par conséquent la ligne d'influence de V, donnée 
à la fig. 28.11 peut s'appliquer intégralement au cas envisagé. Procédons main- 
tenant à la détermination de la poussée engendrée par le système des charges 
indiqué à la fig. 30.11,a. Pour cela chaque charge concentrée devra être multipliée 
par l’ordonnée de la ligne d'influence correspondante, quant aux charges répar- 
ties leur intensité devra être multipliée par la surface délimitée par le segment 
correspondant de cette ligne. Cette surface peut se calculer approximativement 
en assimilant les segments curvilignes de la ligne d’influence entre deux ordon- 
nées voisines aux tronçons de droites. | 
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Si la distance a entre deux ordonnées voisines reste constante, la surface 
comprise entre deux ordonnées hk, et k,\ peut se calculer par la formule : 


(@)" = à (ne niet im) | 


Ainsi la poussée H aura pour valeur : 
0,2640 


H-= P,:0,1920-+ Pa-0,1220 + q {5 + 0,3310-+0,3880 + 0,4320 + 


0 
6 4500 4 2) .0,5=6,3364 t 
On déterminera de la même façon la réaction verticale V, : 
0,84 
Va P1-0,896 + P2-0,061 + q Le 1844 0,718 0,648 + 


+ 0,575 +27) -0,5—13,577 | 


et le moment d'encastrement 7, : 


0,528 
Ma = Pi (—0,640) + P2-0,215+ q (— ——0,368— 0,184 + 0,000 + 


+0,174+ .0,5—= —2,586 tm. 


ce 
Appliquons maintenant les réactions ainsi déterminées à l'extrémité gauche 


de l'arc préalablement libérée (fig. 31.11). 
Le moment fléchissant agissant à la clef se calculera aisément et sera 


égal à 
l 
Mr — —Mi+Va sr — H}— P; (5-2) lo a— — 2,586 +- 


+18,577.5—6,3364.5—10. 3 = — 2,638 _. 

L’effort normal agissant dans la même section sera obtenu en projetant. 
toutes les forces extérieures agissant 
à gauche de cette section sur l’ho- 
rizontale: 

Np—=H—6,3364t (compression). 

L'effort tranchant sera obtenu 
ell projetant toutes Les forces 


extérieures appliquées à la moitié 
gauche de l’are sur la verticale : 


Qu = Va— Pig + = 13,577— 10 — 


= 13,577 4 


_ SL Fig. 31.11 


En conclusion notons que dans la pratique courante on emploie 
souvent pour le calcul des arcs et voûtes hyperstatiques les méthodes 


accélérées basées sur l'emploi de tables spécialement publiées à cette 
intention. Ces tables sont dressées pour des arcs dont tous les 
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paramètres géométriques (rapport f/l, hauteur ét loi de variation 
des sections transversales) peuvent varier dans une large mesure. 
L'emploi de ces tables permet de réduire considérablement le 
temps nécessaire aux calculs et diminue le risque d'erreurs toujours 
présent quand il s’agit de calculs longs et ardus. 


$ 7.11, Arcs à deux rotules 


Le calcul des arcs à deux rotules s'effectue généralement en adop- 
tant comme système principal une poutre curviligne représentée 
à la fig. 32.11. 

L'équation exprimant que le déplacement dans la direction de 
la poussée X; est nul prend la forme 


X 01 De Aip = (0. 


Les valeurs de 6,1 et de A, seront calculées pour les arcs surbais- 
sés en tenant compte des efforts normaux, c’est-à-dire en utilisant 


les expressions : 
_ds. _4s. 
0 
S 


Ap= Ÿ at + D nv # _— 


Quand l'intégration des expressions de 11 et de A4, devient difficile, 
on à recours aux méthodes numériques ou à la méthode des 
charges fictives. 


Fig. 32.11 Fig. 33.41 


Les moments d'inertie des sections transversales des arcs à deux 
rotules peuvent rester constants ou varier suivant la loi J, — 
— J,'cos p,, J. étant le moment d'inertie de Îa section de clef. 

-On peut aussi faire varier les sections transversales d’un arc 
à deux rotules suivant la loi F, — F, cos p,, F, étant la surface 
de. la section transversale à la clef. 


CHAPITRE 12 


APPLICATION DE LA MÉTHODE DES FORCES 
AU CALCUL DES SYSTÈMES HYPERSTATIQUES 


COMPLIQUÉS 


$ 1.12. Systèmes symétriques 


Quand le système hyperstatique à calculer possède un grand nombre 
de liaisons surabondantes, on devrait normalement résoudre le 
même nombre d'équations canoniques, chacune contenant le même 
nombre d'inconnues. 

Envisageons par exemple le portique représenté à la fig. 1.12 
qui consiste en deux contours férmés et par conséquent est hypersta- 


Système ï 


Système de départ. principal K 
Axe de symétrie AA LÀ 


Fig. 1.12 Fig. 2.12 
tique au 6° degré. Si l’on adoptait comme système principal pour 
calculer le portique celui de la fig. 2.12, il faudrait former et résoudre 
un système de six équations à six inconnues: 

X 1011 + Lod12 + Xad1s + Xidne + Ko0g5 + Xe016 + Aip —0 ; 
X 4094 + Ko0o2 + X3023 + Ai02e + À 5005 + X6026 + A2p — 0; 
À 1031 + A'2030 + X'3033 + XiÔsc + X5035 + Xe036 + Asp = 0 ; 
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X dun + Aou + L'adus + Aodus + Ads + Ledie + Ayp =0; 
X' 051 + Lo05e + As053 + Ais6 + À 5055 + Ao056 + A5p = 0 ; (1.12) 
X 3061 + L2062 + À 3063 + Ai d64 + X'5065 + AoÔ66 + A6p — 0. 


La solution d'un tel système demande beaucoup de temps et 
de travail. Ce travail peut être considérablement réduit, si l'on 
tire profit du fait que le système est symétrique, c'est-à-dire que tous 
ses éléments, compte tenu de leur rigidité, sont disposés symétriquement 
par rapport à un axe. La simplification est basée sur la possibilité, 
toujours présente pour les structures symétriques, de trouver un 
système isostatique principal pour lequel l’épure de W, correspon- 
dant à chaque réaction surabondante X; = 1 serait soit symétrique, 
soit antisymétrique. 

Aïnsi par exemple, si pour le portique envisagé (fig. 1.12) on 
adoptait comme système principal celui donné à la fig. 3.12,a, 
les épures de M2, M2, M, et M, engendrées par les efforts symétriques 
unitaires X», X:, X, et X, seraient symétriques (fig. 3.12,c, d, f, 
et g) tandis que les èpures de M, et M, engendrées par les efforts 
unitaires antisymétriques X, et ÆX, seraient antisymétriques 
(fig. 3.12,b et e). 


Système principal 
D , X, 


at 


X3 


X 
NAT ne Xe L 
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Or, on sait que le produit d’une épure symétrique par une épure 
antisymétrique est toujours nul. Aïnsi par exemple, si l’on multi- 
pliait l’épure de M, (fig. 3.12,b) par l’épure de M, (fig. 3.12,c), 
le produit relatif à la moitié gauche du portique serait égal 


à + QE + — + h?l tandis que pour la moitié droite ce produit 
deviendrait — 2h + — — h?l et par conséquent le déplacement 


Ô12 obtenu par la sommation de ces deux grandeurs serait nul. 
Pour la même raison tous les autres déplacements secondaires 
dont la valeur se détermine en multipliant des épures symétriques 
par des épures antisymétriques, c'est-à-dire Ouo, O13, O5, O6: O21, 
Ozus Ogis Oaus Ouos Ouss Our Ouér Osts O5zr Ver et Os Se réduiraient 
à zéro. 
Il s'ensuit que le système des équations canoniques prendrait 
la forme : 
X 4011 + Audi + Anp = 0; 
X 3029 + X 3028 + X 5005 + X'e026 + Azp =0 ; 
X 2032 + X'3032 + X5035 + X'6036 + A3p = 0; 
X idea + Xidge + Aup = 0; 
Xo052 + X 3053 + A5055 + X6056 + Asp = 0 ; 
X 2062 + X 3063 + X'5065 + X'6066 + Asp — 0 , 
ce qui permet de le décomposer en deux systèmes indépendants : 


X 1011 + X die + Ain = 0 ; | 242 
XÔ41 + X'adie + ip = 0 | 
et 
X 2009 + X 3003 + X 5025 + X6026 + A2p = 0; 
X 2030 + X 3033 + X 5035 + L'6036 + Asp = 0 ; 342 


XoÔ5o + X 1053 + X5055 + X6056 + A5p = 0 ; 
X 2062 + X 3063 + Xsd6s + X60g6 + Asp = 0. 


Le premier de ces systèmes qui comprend deux équations con- 
tient deux inconnues antisymétriques et le deuxième, composé 
de quatre équations, contient quatre inconnues symétriques. 

Ainsi, Le choix d'un système principal symétrique a permis de rame- 
ner un système de six équations à six inconnues à deux systèmes indépen- 
dants dont l’un contient deux équations à deux inconnues et l'autre quatre 
équations à quatre inconnues. Il en résulte une très grande simplifica- 
tion des calculs, ce qui permet toujours d’en augmenter très considé- 
rablement la précision. Notons qu'une réduction supplémentaire 
du volume des calculs est obtenue du fait que les déplacements 
peuvent être déterminés maintenant pour une moitié seulement 
du système principal. Les résultats obtenus devront être simplement 
doublés pour l'ensemble du système. 
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Si un portique symétrique était muni d'un montant central, le 
calcul des déplacements engendrés par les réactions surabondantes 
antisymétriques pourrait s'effectuer en multipliant d'abord les 
épures relatives à l’une des moitiés du portique (sans montant inter- 
médiaire), le produit obtenu étant ensuite doublé et additionné 
au produit des épures relatives au montant central. | 

Considérons le portique symétrique de la fig. 4.12,a. Ce système 
est hyperstatique au troisième degré. La fig. 4.12,b représente un 


/) b} 


Fig. 4.12 


système principal qui pourrait être adopté pour son calcul. Ce systè- 
me n'est pas symétrique car les extrémités inférieures des montants 
droit et gauche diffèrent par leur mode d'appui. Il s'ensuit que les 
réactions surabondantes X4, ZX et X, ne sont pas elles aussi symé- 
triques non plus. Néanmoins les épures des moments fléchissants 
engendrés dans le. système principal par les réactions unitaires 
X\ et X» (fig. 4.12,c et d) sont symétriques tandis que l'épure 
engendrée par X, — 1 (fig. 4.12,e) est antisymétrique. Par consé- 
quent, pour le système principal donné les équations canoniques 
se scindent en deux groupes indépendants : 


X'1Vyt + Xod1o + Aip = 0 ; 
X 1091 + X2022 + Aop = 0 et 
X 3033 + Asp = 0, 


tout comme dans le cas décrit précédemment. 
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$ 2.12. Groupement des inconnues 


Quand l'ouvrage à calculer comprend plusieurs travées, il devient 
impossible de transférer les points d'application de toutes les réactions 
surabondantes sur son axe de symétrie (voir fig. 9.12,a). Dans ce 
cas les épures symétriques et antisymétriques ne peuvent être obtenues 
qu'en remplaçant les inconnues représentant les forces et couples séparés 
par des inconnues représentant un groupe d'efforts. Prenons comme 
exemple le portique six fois hyperstatique de la fig. 5.12,a. Si L'on 
adoptait comme système principal celui représenté à la fig. 5.12,b 
à réactions surabondantes X1, X2, X 3, X,, X et X$ç non symétriques, 
il aurait fallu résoudre simultanément les six équations à six 
inconnues : 


X O1 No04 + Xo01 + Kad + X5015 + Xe016 + A1p—0, À} 
X 4094 + Xo022 + X 3023 + X1024 + Xs5025 + X' 6006 + Asp = 0, | 
X 031 + X 2032 + X 3033 + X iOaa + X 5035 + Xe036 + Asp —0, 
X 1041 + X 042 FA X 3043 + X Vus + X 5045 + X' 6046 + Ayp = 0, 
X 1051 + L2050 + 3053 + Aiôse + A5055 + X6Ô56 + A5p — 0, 
X 061 + X 2062 + X 5063 + Xid6c + À 5065 + X6086 + Aëp — 0, | 


aucun des déplacements Ô ne se réduisant à zéro dans ce cas. 

Or, si l’on adoptait comme inconnues les groupes d'efforts Z1, 
Zo, Ls, Zi, Z35 et Z4 indiqués à la fig. 9.12,c, un grand nombre de 
coefficients ô entrant dans les équations du système (4.12) deviendrait 
nul car ces coefficients se -détermineraient maintenant en multi- 
pliant des épures symétriques par des épures antisymétriques. 
On notera que Z; représente l’ensemble de deux forces horizontales 
égales et opposées X, et X,, le groupe Z2 deux forces horizontales 
égales et de même sens, Z: deux forces verticales égales et dirigées 
vers le haut, Z, deux fortes verticales égales mais dirigées en sens 
contraires, Z; deux couples égaux mais opposés et Z; deux couples 
égaux agissant dans le même sens. 

Les épures des moments fléchissants engendrés par les groupes 
des sollicitations unitaires mentionnés ci-dessus sont représentées 


à la fig. 6.12. On voit que les épures de M, M: et M, sont symé- 
triques tandis que les épures de M,, M, et M, sont antisymétriques. 
En comparant les deux systèmes principaux de la fig. 5.12,b etc, 
on s'aperçoit immédiatement que les inconnues X et Z sont reliées 
entre elles par les relations suivantes * : 
X1—=Zi+Z; Xi = Zi — 22; 
Xp = Z3+ Zi; Xs3—Z3—2,; 
X3— L5s + Zs; Xe — Z5 — Le. 


(4.12) 


* Notons que la construction des épures des efforts intérieurs ne requiert 
pas la détermination des inconnues du groupe X. 
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Ces relations peuvent être présentées sous la forme suivante: 
prit _: X2—Xs, 
2— ; TT D — ? 


Zi = 


Xi1— X X X 
Z: = … sn Zs = 1 6. 


Xo+ X X3— Xe 


Le groupement des inconnues décrit ci-dessus permettra la 
décomposition du système d'équations (4.12) en deux systèmes 
indépendants (5.12) et (6.12), le premier ne contenant que les 
inconnues symétriques et le deuxième, les inconnues antisymé- 
triques : 

a) premier système: | 

: Zi (Ô14) + Z3 (013) + Zs (O5) + (Aup) = 0, 
Zi (031) + Zs (033) + Z5 (035) + (Asp) = 0, (5.12) 
Zi (51) + Za (053) + Z5 (055) + (Asp) = 0 ; 


b) deuxième système : 


Za (022) + Zi (024) + Ze (O26) + (Azp) = 0 
Z2 (ue) + Zi (duc) + Ze (due) + (Asp) = 0, (6.12) 
Za (062) + Zi (O6:) + Ze (des) + (A6p) = 


Dans ces expressions les coefficients (6,4) et (A;,) représentent les 
déplacements engendrés par les groupes de sollicitations mentionnés. 

Nous voyons ainsi que le groupement des réactions inconnues 
décrit ci-dessus a permis la décomposition d’un système de six 
équations à six inconnues en deux systèmes de trois équations 
à trois inconnues. Le travail nécessaire pour résoudre les deux 
derniers systèmes prendra plusieurs fois moins de temps que le 
travail nécessaire pour résoudre le système original. 

Dans ce qui suit nous ne ferons pas de distinction entre les 
inconnues représentant une réaction surabondante et celles repré- 
sentant un groupe de ces réactions. Dans les deux cas nous désigne- 
rons ces inconnues par À et nous omettrons également les paranthè- 
ses des équations (5.12) et (6.12) pour distinguer les déplacements 
causés par les groupes des sollicitations. 

Le calcul des déplacements du système principal causés par les 
groupes d'efforts n'est nullement plus compliqué que celui des 
déplacements causés par des efforts séparés. Ces déplacements se 
déterminent comme toujours par la multiplication des épures cor- 
respondant à une moitié du portique, les résultats obtenus étant 
ensuite doublés. Si le portique contient un montant central, on 
effectue cette multiplication d’abord pour l’une des moitiés de ce por- 
tique ne contenant pas le montant mentionné. Le résultat obtenu 
est ensuite doublé et on y ajoute le produit des épures relatives au 
montant central. 
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$ 3.12. Systèmes de charges symétriques et antisymétriques 


Quand le système de charges agissant sur l'ouvrage est symé- 
trique ou antisymétrique, tous les calculs se simplifient encore davan- 
tage, car on peut alors choisir le système principal de telle façon 
que non seulement les épures unitaires mais également les épures 
réelles deviennent soit symétriques soit antisymétriques. Dans ce 
cas, en plus des coefficients d’'inconnues, un certain nombre de 
termes connus des équations canoniques devient nul. 

Prenons comme exemple le portique de la fig. 7.12,a sollicité 
par des charges symétriques. Ce portique est hyperstatique au 
sixième degré. Un système principal symétrique pourrait être 
obtenu en sectionnant la traverse supérieure et en éliminant cer- 
taines des liaisons d'appui comme indiqué à la fig. 7.12,b. Les 
réactions surabondantes qui ne peuvent être transférées à l'axe 
de symétrie (dans le cas actuel les composantes horizontales des 
réactions d’appui des montants gauche et droit) sont remplacées 
par deux groupes de forces X, et X. 

Les épures des moments fléchissants engendrés dans le système 
principal tant par les inconnues unitaires que par les charges réelles 
sont représentées à la fig. 7.12,c, d,e, f, g, h et i. Toutes les incon- 
nues étant soit symétriques (X1, X2, X3 et X,), soit antisymétriques 
X,; et Xe), les équations canoniques se subdivisent en deux systèmes 
indépendants : 


X 1011 + Xo0po + 3043 + Àrdn + Aip = 0 ; 
X 4001 + XL 2090 + X 3023 + Àido + Aop = 0 ; 
X 1034 + Ao030 + X' 3033 + Xi 03 + Asp = 0; 
X dus + Zoo + Lads + Kid + Ain = 0 ; 


X 5055 + 6056 + Asp = Ù ; | 


X 5065 + X 6066 + A6p = 0. (7.12) 


Dans le dernier des deux systèmes les déplacements A, et Ac 
doivent être nuls, car ils s obtiennent par la multiplication des 


épures antisymétriques de M, et de Ms par l’épure symétrique M, 
engendrée par les charges réelles (fig. 7.12,i). 
Par conséquent, les équations (7.12) deviennent: 


X 5055 + X'o056 = 0 ; 
X 5065 + X6066 = 0, 


ce qui indique que les deux inconnues antisymétriques X, et Xe 
sont elles-mêmes nulles. 
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Si le même ouvrage (fig. 7.12,a) était sollicité par un système 
de charges antisymétriques, ce seraient les inconnues symétriques 
qui deviendraient nulles pour la même raison. 

En généralisant les résultats ainsi obtenus, on peut énoncer les 
deux règles suivantes : 

1) quand un système symétrique est sollicité par des charges symé- 
triques, seules les inconnues représentant les réactions surabondantes 
symétriques restent différentes de zéro, les inconnues représentant les 
efforts antisymétriques étant nulles; 

2) quand un système symétrique est sollicité par des charges anti- 
symétriques, seules les inconnues représentant les réactions surabondanies 
antisymétriques restent différentes de zéro, toutes les inconnues repré- 
sentant des efforts symétriques étant nulles. 
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$ 4.12. Transformation des systèmes de charges 


Les règles énoncées au paragraphe précédent peuvent être appli- 
quées au calcul de tout système symétrique quelle que soit la réparti- 
tion des charges, car tout système de sollicitations se transforme 
aisément en un système symétrique et un système antisymétrique. 

Considérons en effet un ouvrage symétrique représenté 
à La fig. 6.12 sollicité par des charges uniformément 
réparties d'intensité g et une charge concentrée P non 
symétriques. Remplaçons ces 
deux sollicitations par deux 
systèmes de composantes dont 
le premier est symétrique 
(fig. 9.12,a) et le deuxième 
antisymétrique (9.12,b)}, On 
s'aperçoit immédiatement qu'en 
tout point la superposition de 
ces deux systèmes conduit au 

Fig. 8.12 système primitif représenté à la 
fig. 8.12. 

Or, au paragraphe précédent, nous avons établi que dans un 
système symétrique sollicité par des charges également symétri- 
ques seules les inconnues symétriques conservent des valeurs 
réelles. Par conséquent, dans le système principal de la fig. 10.12,a 
sollicité par les charges de la fig. 9.12,a seules les. inconnues 
symétriques X1, X2 et X, devront être calculées. Les équations 
correspondantes deviendront : 


X àOua + Xo012 + X'a013 + Aip =0 ; 
X 1001 + X 2092 + X 3023 + Aop = 0; 
X 1031 + X 2032 + X 3083 + Asp = 0. 


De même, le système de charges de la fig. 9.12,b engendrera dans 
le système principal représenté à la fig. 40.12,b des inconnues anti- 
symétriques X,:, X:, et X4, qui seront déterminées à l'aide des 


Fig. 9.12 
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équations suivantes : 
due + Xodi5 + Xo0i6 + Asp =0; 
Xi de + X 5055 + X'6056 + Asp — 0 ; 
X 06 + À 5065 + X'6066 + Asp — 0. 
Notons que dans un nombre de cas la transformation des charges 
en un système symétrique et un système antisymétrique complique 
le calcul des déplacements causés par les charges réelles et par con- 


séquent l'application de ce procédé ne peut être recommandée 
inconditionnellement. Pour mieux évaluer son efficacité analysons 


a} 


Fig. 10.12 


les deux exemples suivants. La fig. 11.12,a montre un portique 
symétrique sollicité par des charges qui ne le sont pas. Si l’on adopte 
pour système principal celui indiqué à la fig. 11.12,b, les équations 
canoniques se transforment en deux systèmes indépendants, l’un 
contenant l’'inconnue antisymétrique X; et l’autre les inconnues 
symétriques X, et X:3. Néanmoins, il est beaucoup plus facile 
de construire l’épure des A7, engendrés par les charges réelles 
(fig. 11.12,c) que les épures des M et des M? engendrés par la 
composante symétrique (fig. 11.12,d) et par. la composante anti- 
symétrique (fig. 11.12,e). Le calcul des déplacements A» et As 
correspondant à M, requiert la multiplication des épures relatives 
aux deux montants du portique, tandis que l'utilisation des épures 
des M5 et M$ permet d'effectuer cette D pour un montant 
uen. Po. contre, les épures des M° et M$ sont de configuration 
compliquée et doivent être décomposées en un ‘rectangle et un secteur 
parabolique, ce qui n’est nullement nécessaire quand on opère 
avec les charges non transformées. [1 en résulte que la transformation 
des charges dans le cas envisagé conduirait à une complication des 
calculs au lieu de les simplifier. 

À la fig. 12.12,a nous avons représenté un portique symétrique 
dont le degré d'hyperstaticité s'élève à 6, re portique étant chargé 
par une force horizontale P. 
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a) 


b) 


La fig. 12.12,b et c montre les composantes symétrique et 
antisymétrique de cette force. Sous l’effet des composantes symé- 


c) 


d) 
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triques l’extrémité supérieure 
du montant central ne subira 
aucun déplacement horizontal 
(un tel déplacement n'étant 
pas symétrique} et par consé- 
quent on peut admettre que 
cette extrémité est pourvue 
d’un appui qui s'oppose aux 
déplacements de ce type. 
Cela étant, on peut adopter 
comme système principal 
celui représenté à la 
fig. 12.12,d. Les moments 
fléchissants engendrés dans 
ce système par les compo- 
santes symétriques de la 
charge resteront constamment 
nuls, Dés lors les déplace- 
ments causés par ces com- 
posantes, ainsi que les incon- 
nues symétriques À seront 
également nuls, le même 
étant vrai pour les inconnues 
antisymétriques. Par consé- 
quent, les éléments du porti- 
que seront sollicités par 
des moments  fléchissants 
engendrés uniquement par 
les composantes antisymétri- 
ques du système de charges 
donné (fig. 12.12,;c) *. Le 
calcul peut s'effectuer en 
adoptant comme système 
principal celui indiqué à la 
fig. 12.12,e avec comme 
inconnues les groupes d'’ef- 
forts unitaires X,, X, et À 3. 
On voit donc que dans le 
dernier cas la transformation 
du système de charges donné 


en deux systèmes, dont l'un est symétrique et l’autre antisymé- 
trique, a permis de ramener le calcul d'un portique sollicité par 
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un système de charges non symétrique et exigeant la détermination; 


* On néglige Les déformations dues aux efforts normaux. 


de six inconnues par le calcul d’un portique sollicité par un 
système de charges antisymétrique pour lequel trois incon- 
nues seulement doivent être déterminées. Ainsi une simplification 
considérable des calculs a pu être obtenue. 


$ 5.12. Vérification des coeîficients d’inconnues 
et des termes connus des équations canoniques 


On se souviendra que les coefficients d'inconnues et les termes 
connus des équations canoniques représentent les déplacements du 
système principal causés par les efforts unitaires inconnus et par 
les charges effectivement appliquées. Ces déplacements se détermi- 
nent par la multiplication des épures correspondantes des moments 
fléchissants. En effectuant cette multiplication, on peut facilement 
commettre une erreur qui se répercuterait sur la valeur de certains 
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déplacements. À leur tour, les valeurs erronées des déplacements 
fausseront le résultat des calculs des réactions surabondantes. 

Les erreurs commises lors du calcul des déplacements peuvent 
généralement être décelées en effectuant un contrôle spécial décrit 
ci-dessous. Admettons que lors du calcul d'un système n fois hyper- 
statique, on ait adopté comme inconnues les réactions ou groupes 
des réactions surabondantes X,, X2, ..., À, ..., X. 

Appliquons au système principal tous les efforts unitaires cor- 
respondants et construisons l’épure des moments fléchissants qui 
en résulteraient. Dénommons cette épure épure unitaire sommaire 
et désignons les ordonnées de cette épure par .. Ilest clair que 
dans chaque section de l'élément l'ordonnée 47, est égale à la 
somme algébrique des ordonnées M,, M;,,..., M;,..., M. 

Multiplions l'épure des 7, successivement par chacune des 


épures M1, M2, etc. Chacun des résultats obtenu devra être égal 
à la somme des coefficients entrant dans l'équation correspondan- 
te car: 


in 


bi Oui = Osa + Og2 + ag +. +. + Om > (M, = de 
1= 1 


ee .. LS \ MM = Oise 
On obtiendra de même : 
Os + O2 + Vos + ere + don = dos 
et ainsi de suite. 
Par conséquent, la somme de tous les coefficients entrant dans 


la i-ème équation doit être égale à la valeur de 6,.. Nous convenons 
de désigner : 


= Ÿ (M, DT (8.12) 


Ainsi les valeurs des déplacements unitaires entrant dans la 
première des équations canoniques. peuvent être contrôlées en compa- 
rant leur somme avec la valeur de 6,4: 


i=n 


D Oti = Ôvs. (9.12) 
i=1 


On vérifiera exactement de la même façon Îles sommes des coeîifi- 
cients d’inconnues entrant dans toutes les équations suivantes, 
Par ce procédé on vérifie donc séparément les coefficients d’incon- 
nues de chacune des équations, en opérant ligne par ligne. 
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Prenons maintenant la somme de toutes les valeurs de 6, 
825, - - -, Ons et désignons-la par 26, c’est-à-dire 


D 8 = B15 + B25 +... + Bus. 


Or comme 


8 9 8 9. + + + > 


on voit que 


DD (MN + D MM, +. LD (MM, 
DIM M+.. +) D MM EE 6 
Ainsi 
6 — D, | M a (40.12) 
(U | 
Dos. (11.42) 


Cette dernière expression permet le contrôle simultané de tous 
les coefficients d’inconnues de toutes les équations à la fois. Ce con- 
trôle s'effectuera comme suit: 

a) on trouvera là somme algébrique de tous les coefficients 
d’inconnues (déplacements unitaires) entrant dans toutes les équa- 
tions du système : 


DO — (d41 + Don + Ôgs + - + Var) + 2 (42 + is +... 7 Jin + Ô23 + 
+ Vas + + 4e + Von + Ôge + + +: + nr n). 

Dans cette expression le premier terme entre parenthèses contient 
tous les déplacements principaux (c'est-à-dire situés sur la diagonale 
principale), tandis que le deuxième terme contient toùs les déplace- 
ments secondaires situés de part et d'autre de cette diagonale (sur 
les diagonales secondaires) ; 

b) on calcule. par la méthode de multiplication des épures la 


valeur de 
ds», (M ÉJ : 


c) on compare les deux valeurs ainsi obtenues. 
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Dans un nombre de cas l'inégalité suivante peut faciliter la 
recherche des coefficients d’inconnues erronés : 


d:ÔpR > One 


Quant aux termes connus, leur vérification pourrait être effec- 
tuée comme suit : 
n) on calcule la valeur de 


dep D \ MM} D (42.12) 


où MW, sont les moments fléchissants engendrés dans le système 
principal par les charges extérieures; 
b) on vérifie que 


D'A= Aip+ Agp+ ee + Anp= Asp (13.12) 


En général, on peut se borner à la vérification simultanée de 
tous les coefficients d’inconnues de toutes les équations. Si cette 
vérification indique qu'une erreur a été commise quelque part, 
il est recommandé de vérifier ligne par ligne. 


$ 6.12. Solution abrégée des systèmes d'équations canoniques 


Ci-dessous nous exposerons succinctement une méthode abrégée 
qui donne la solution des équations canoniques en éliminant succes- 
sivement les inconnues à l’aide de certains coefficients. Tous les 
calculs sont généralement consignés à un tableau de forme appro- 
priée et sont constamment contrôlés. Ceite méthode est due à Gauss *. 

Prenons comme exemple un système de quatre équations (1), 
(2), (3), (4) à quatre inconnues. 


Le Diagonates 
ee, secondaires 
Ne J p £ 
Xi dy + Xÿ 0e + xs O3 TX, u«=K;, {1} 
NV f 4 / 
/ *e 4 f ré 
EL F Ag O2 + X3 63 +Xd24= ko (2) 
dd / d 7. FT SJ 
ré ré 
MG + X5 06e + is + Xa0u=Ks (5) 
cl # 27 a 
X On + X2 de + X3 us + RBUEo (4) 
ed À. 
Diagonates LG 
secondaires Se 


* Il existe une autre méthode analogue plus complète qui ne sera pas 
considérée ici comme n'ayant pas trait au calcul des systèmes hyperstatiques. 
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Dans chaque paire les coefficients d’inconnues situés symétrique- 
ment par rapport à la diagonale principale (c’est-à-dire à la même 
distance de cette diagonale) sont égaux entre eux en vertu du prin- 
cipe de la réciprocité des déplacements (ô;, — — Ôi). Les termes 
connus sont transférés avec changement de signe à la partie droite 
des équations et désignés par K1, Ko, etc. 

Pour résoudre ce système d'équations, dressons un tableau du 
type 1.12 dont on peut remplir dès le début toutes les lignes de la 
colonne 1. Notons que le nombre de colonnes et de lignes est fonc- 
tion du nombre des équations. Ainsi par exemple pour 5 équations 
le nombre de colonnes sera 9 au lieu de 8 indiquées au tableau 1.12. 
Ces 9 colonnes auraient eu pour en-têtes: équation n° X1; X:; 
X 3; X,; X,; muitiplicateurs &;:; S; K. De même, au lieu de 
13 lignes du tableau 1.42 on en aurait eu 19, ces lignes étant dési- 
gnées par (1); (2); (l):œi23 (HI); (3); (Das; (Il)-@33 (LIT); (4); 
(D): aus 3 (LD)- a 3 (LI) -@ge 3 (LV): (5): (Dans; (LD) -G25 3 (LIL): : 
(IV)-au5; (V) 

Ayant préparé le tableau, on inscrit dans les lignes désignées 
par (1), (2), (3) et (4) Les coefficients 5 et les valeurs de X tirés 
directement des équations canoniques. On laisse provisoirement libre 
la colonne «multiplicateurs &,4» et à La colonne «S » on inscrit les 
valeurs de 51, 52, 53, . . ., 8, qui Valent: 


Sa = Vus + yo + Oug + +. + + Vin 
S2 = Os + no + Oag + +. H ons etc. 


Les calculs ultérieurs sont exécutés dans l'ordre suivant : 

à) on calcule &2, 13 et 1, d’après les formules indiquées dans 
les lignes correspondantes de la colonne « multiplicateurs @;x »; 

b) on trouve les grandeurs indiquées à la ligne (1)-cœ12 en multi- 
pliant les valeurs indiquées à la ligne (F) par a; 

c) en additionnant les grandeurs des lignes (2) et ([)-cx12 (excep- 
tion faite des colonnes 4 X 1» et « multiplicateurs &;4 ») on trouve 
les valeurs de Ô’s, Ô'o2, etc. indiquées à la ligne (ID); 

d) on continue de même en déterminant les valeurs de 3, 
os, etc., à l’aide des formules indiquées à la colonne «multiplicateurs 
&;, » en complétant graduellement le tableau. 

Aux endroits marqués par des points on n'inscrit rien, car on 
connaît a priori qu'à ces endroits les résultats des sommations des 
lignes (II), (FIX) et (IV) doivent être nuls. 

Chaque ligne désignée par un chiffre romain représente une équa- 
tion. Ainsi par exemple, la ligne (III) représente l'équation : 


X 303 a À ;034 — K3. 


Si toutes les opérations ont été effectuées correctement, la somme 
des coefficients des inconnues de chaque équation doit être égale 
à la valeur indiquée dans la même ligne sous l’en-tête « S ». Ainsi 
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par exemple pour l'équation (IIE) on doit trouver 85, + à, — S%. 
Cette condition doit être vérifiée aussitôt la ligne correspondante 
complétée. | 

La dernière des équations, l'équation (IV), ne contient qu'une 
seule inconnue et par conséquent on.en tire très facilement la valeur 
de la dernière inconnue X,. L’équation (III) qui contient deux 
inconnues X ; et X, fournit ensuite la valeur de X;, l’équation (If) 
la valeur de X, et l'équation (1) la valeur de X1. 

Un contrôle final est effectué en substituant les valeurs ‘des 
inconnues déterminées dans toutes les équations du système canoni- 
que de départ. 

En guise d'exemple, appliquons la méthode qui vient d’être 
décrite à la solution du système d'équations suivante: 


—X4+3X,—2X3—-0X,— —21; (2) So —-1+3-2—5——5; 


Tous les coefficients de ce système satisfont le principe de 
réciprocité. La solution de ce système est consigné au tableau 2.12. 

Ayant rempli le tableau on procédera comme indiqué ci-dessus 
à la solution des équations en commençant par la dernière: 
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D 
96 44 112. 124186 à. 
DA ge 0 gg 0: 


2,5Xo—-18,5+0,5-3+5,5.4; Xe—2; 
2X,—5+2—3.3+14; X,—1. 


La vérification des racines trouvées s'effectue en les substituant 
dans le système d'équations donné. 

En examinant le tableau 1.12 on s'aperçoit qu'une modification 
de la valeur des termes connus ne se répercutera que sur les grandeurs 
indiquées dans la dernière des colonnes « Æ ». Cette circonstance 
rend la méthode qui vient d’être décrite particulièrement indiquée 
quand il s’agit de calculer un même système hyperstatique soumis 
à l’action de charges différentes. 


$ 7.12. Quelques exemples de calcul des portiques 


Problème 1. On demande de construire les épures dès M, des Q ct des N 
pour le portique symétrique représenté à la fig. 13.12 et de contrôler leur exac- 
titude. 

Solution. Le portique donné étant hyperstatique au 3° degré, on pourrait 
adopter comme système principal celui indiqué à la fig. 14.12. En procédant 
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AXE, 
de symetrie 
4 re PAS 2J, £ 


| 


D 


Fig. 13.12 Fig. 14.12 


Fig. 15.12 


Fig. 16.12 


de cette façon on serait astreint à résoudre un système de trois équations con- 
tenant trois inconnues chacune. 

Le problème peut être simplifié en adoptant le système principal de Îa 
fig. 15.12 à inconnues symétriques et. antisymétriques. 

Dans ce cas les équations canoniques prendront la forme: 


X 1014 + Xodye + A1p=0;  X4021 + Xo090-+Aop=0;  Xs3033t+ Agp —0. 


Les épures unitaires M1, M2 et M : sont indiquées à Ia fig. 16.12,a, b, c, 
tandis que l'épure des moments fléchissants engendrés par les charges exté- 
rieures est donnée à la fig. 417.12. | 


Fig. 17.12 


En multipliant les épures unitaires et les épures réelles les unes par les autres, 
on trouve les valeurs des coefficients d’inconnues et des termes connus. Compte 
tenu du fait que les moments d'inertie des colonnes sont deux fois plus faibles 
que ceux des traverses, on trouve: 


ô =2 (a+ 24 1 Haas) __ sai, 

5 El > 9. Ed; 2EJ } 3EJ1' 
SR 
#72 2 2EJi A4EJi 2 2 3 2 2EJi 12EJi 

a 2 sé «| 2. 4 as 

eZ (eee proteger) He pr ein: 
A _____SPa 2a a  __ SP&, 
1 8 ‘2 2Ej1  16ËJ1' 


— 9 


- 8 5 #15 8): a 2 à 11Pa3 
Hg Petg Pet Pat) pee] er 
3 1 
— = se 
: PRO Pi NE 8 _L pes) es 
FOONE 2°2 2 27 4 2) %El1 1661 


Pour vérifier les calculs construisons l’épure des moments fléchissants H, 
engendrés par l’action simultanée de toutes les inconnues unitaires (fig. 18.12). 
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Déterminons également la valeur de 6,4, en élevant cette épure au carré: 


—2 ds | a À a a si) ) 
ôss= Ÿ Ve re ste (250 a+ 


42-20-24 +25 a2a | 


Vérifions la condition (11.12): 


21a3 bas a 3a% a 21a3 21a3 
| mn, ee ——_——— ee LT ns 
LES  3El1 WE El 4e ES dE" 


On voit donc que les déplacements unitaires ont été calculés correctement. 


Déterminons maintenant la valeur de A,, en multipliant l'épure des 47, 
(fig. 18.12) par l’épure des M, (voir fig. 17.12): 


— ds — 4 3. & À 2 a 
bp = \ MU p = GE LEP ES At 
a 3 d: 5 4 Gr... a , 1 a 
La (27 Pa +2 Passe Pac Pa. | Fe 


1 a f2 9 1 —35Paë 
Her (gzetge) 


Vérifions que la condition (13.12) est aussi satisfaite : 


Asp = DA; 


___ 39Pa __ 3Paÿ  11Paë Pas HR  - 35Paÿ __ 395Pañ 
102EJ1 1681  102É/1 ! 16/1" 192Ë71 — 192Edi 


Par conséquent, les déplacements engendrés par les charges réelles ont 
été également calculés exactement. 

Introduisons les valeurs des coefficients d'inconnues et des termes connus 
dans notre système d'équations canoniques. Après multiplication des deux 
RARE de ces équations par 192 EJi/a8 et de la dernière par 16 EJ,/a3 nous 
ohtenons : 


320X44+48X0—36P—0; 48X1H+16X0—11P—0;  48X3+ PQ. 


La solution de ces trois équations fournit les racines suivantes: 


3P 7P — P 
Mg 2 dre Er as 


Pour construire l’épure des moments fléchissants agissant dans le système 
hyperstatique donné, déterminons les moments engendrés dans le système prin- 
cipal par les réactions des liaisons surabondantes X,, X: et X, qui viennent 
d’être trouvées. A cette fin multiplions toutes les ordonnées des épures unitai- 
res Mi, M et M; par les valeurs de ces réactions respectivement. Les trois 
épures obtenues de cette façon sont représentées aux fig. 19.12, 20,12 et 21.12. 

Les ordonnées de l'épure demandée seront obtenues maïntenant par la som- 
mation des ordonnées des épures des M, des M, et des M3 avec celle des M, 
représentée à la fig. 17.12. (Les croix marquées sur.la fig. 13.12 indiquent les 
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extrémités des montants qui sont considérées comme étant celles de gauche): 


3Pa Pa 5Pa 
16 0 gg 0 — 50 


| 3Pa 7Pa Pa 3Pa 47Pa 
Mez=Mop= —-—=———— : 


176 44 48 Ÿ 8 264 ! 


3Pa 7Pa Pa Pa 7Pa 
Fo — ED BU EG 
3Pa  7Pa Pa Pa 17Pa 
Mos=— Tg "2 480 4 2: 
Pa Pa 


Dans les expressions ci-dessus M 34 désigne le moment fléchissant dans 


la section B de l'élément BA, M 30 le moment dans la section B de l'élément 
BC et ainsi de suite. 


7Pa 
22 


Fig. 19.12 Fig. 20.12 


L'épure définitive des moments, construite de la façon indiquée, est re- 
présentée à la fig. 22.12. Pour vérilier cette épure calculons le déplacement 


Fig. 21.12 


mutuel Arc des points F et G (voir fig. 13.12) du portique donné. Ce dé- 
placement doit être nul car les deux points sont des points des appuis fixes. 
Afin de déterminer le déplacement cherché éliminons trois des liaisons d'appui 


540 


du portique donné en le convertissant ainsi en un système isostatique repré- 
senté à La fig. 23.12. Appliquons à ce système des efforts unitaires suivant la 
direction du déplacement cherché et construisons-en l'épure des moments fléchis- 
sants (fig. 23.12). La multiplication de cette épure par l’épure résultante 
de la fig. 22.12 donne: 


A — — 4 Le 2, Pa sa rs 
FAT 2°3 264 EJi 264 2 
264 2/)2EJT, 2 3 24 Efjs 


Pa® ( 1 17 ! ei 


7 264871 | 374 473 

On se souviendra que les produits obtenus en multipliant l’épure résul- 

tante des moments (fig. 22.12) par toutes les épures unitaires (fig. 16.12) doivent 
être également nuls. 


Fig. 25.12 


Passons maintenant au calcul des efforts tranchants: 


__ oPa _0 
Os __Mpa —M ag 132 — 52. 
A = 135: 
nn 47Pa  5Pa\ 1 __57P. 
Qsc—Qcs= (+ 137) "a — 152 : 
2 
: _ 7Pa , A7Pa 4 75P. 
Ccr=CQrc— 66 D 0 mr 
2 
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Pa  17Pa { 3P 
QDEe = QED— (+ x) re 


a 44 ? 
Pa 1 P 
CR OPEN on à op. 
Pa ‘1 P 
QpG=—Qep=-r = sr: 


Les sens obtenus des efforts tranchants peuvent être vérifiés en utilisant 
la règle suivant laquelle l'effort tranchant est positif quand l’axe de l'élément 
doit subir une rotation dans le sens des aiguilles d’une montre afin de venir 
en coïncidence avec la tangente à l’épure des moments au point considéré. 

Les valeurs de Q obtenues ci-dessus ont servi à la construction de l’épure 
correspondante représentée à Ja fig. 24.12. 

La détermination des efforts normaux s'effectue en isolant les nœuds 
B, D,et E du portique qui doivent être en équilibre sous l'effet de ces cfforts 
ainsi que des efforts tranchants (fig. 25.12, a, .b, c.). Les efforts normaux 
inconnus seront considérés positifs, c’est-à-dire engendrant des extensions. 
Les valeurs des efforts tranchants ainsi que leurs sens seront tirés directement 
de l’épure des Q (fig. 24.12). 

Formons les équations d'équilibre. 


Nœud B. (fig. 25.12,a) : 
57P à 07P 


> Y=—N3pa ne 0 d'où Npa— 35 (compression); 
D X = N pn = 0 d'où N 3D = _ (compression). 
Nœud D (fig. 25.12,b) : 
ÿ F— Ne 20 d’où WNpa=- = (compression) ; 


P oP 
DX=—Nos+Nor 0 OÙ  Nos=Npp= 2; 


at, par conséquent, 


er (extension). 
Nœud E (fig. 25.12,c) : 
| 3P ne 3P à 
> Y= 7 —NEr=0 d’où Ner= 7 (extension) ; 


| P = P 
D'X=—-Nrnts 0 d'où Nen=57 (extension), 


ce qui était évident a priori car NEp—=Npeg. 

Les valeurs des N ainsi trouvées ont servi à la construction de l’épure des 
efforts normaux représentée à la fig. 26.12. 
__ Vérifions l'exactitude des épures des M, des Q et des N en partant des 
considérations d'équilibre. A cette fin isolons la partie supérieure du portique 
en y appliquant tant Iles charges réelles P que les efforts intérieurs agissant 
dans le plan de la section, c’est-à-dire à mi-hautcur des colonnes (fig. 27.12). 
Les valeurs des efforts intérieurs sont relevées sur les épures correspondantes 
(voir fig. 22.12, 24.12 et 26.12). 
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Exprimons que la partie isolée se trouve en équilibre: 


5P PP  P | 
D 2 age 26e U0—41+1)=0: 
57P TP 3P P 
= — ——— ———— —— { — p À — > 
Se 5P P P a : a  1P 
Dis (—itar m) st mot 


3P 5Pa Pa Pa Pa | 
ame DER SR TR RU —. ° 4 — . ADS 
7: 24 364 | ZE 358 858 ( 40 +11 — 11264 — 336 + 72 
— 10+11—1) =0. 
On voit ainsi que les conditions d'équilibre sont satisfaites. 
Les épures des M, des Q et des N auraient pu être obtenues par une voie 


Fig. 26.12 Fig. 27.12 


différente. En effet on aurait pu appliquer au système principal les réactions 
des liaisons surabondantes trouvées: 


3P D P 
mage" Ag OÙ A7 
ainsi que le système des charges réelles, comme indiqué à la fig. 28.12,a et 
b, en calculant ensuite les réactions d'appui engendrées dans ce. système par 
tous les efforts mentionnés. Les épures des moments des efforts tranchants 


X1 


a) b) 


ie a 

Mes : ; ve JP. P. 

48 1f ‘176 48 
Fig. 28.12 


te des efforts normaux engendrés dans le système principal par l’ensemble 
de ces sollicitations représenteraient les épures correspondantes relatives 
au système hyperstatique de départ. 

Problème 2. On demande de faire l'étude complète d’un portique à deux 
étages faisant partie de l’ossature d’un bâtiment industriel, ce portique étant 
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Systeme 


Système ste 
principal 


de depart 


Fig. 29.12 


soumis à des charges non symétriques 
appliquées à la traverse supérieure, 
Les rigidités de tous les éléments sont 
indiquées à la fig. 29.12. 

Solution. On adoptera un système 
isostatique principal obtenu en- sec- 
tionnant les traverses à mi-portée 
(fig. 29. 12,b). Les épures des moments 
fléchissants engendrés par les incon- 
nues unitaires sont représentées à la 
fig. 30.12. L’épure des moments en- 
gendrés par les charges réelles est don- 
née à la fig. 31.12. 

Grâce au choix judicieux du sys- 
tème principal un grand nombre des 
déplacements secondaires se réduit 
à zéro: 


Ôy9 = Ùy5 — V23 = Vos = 


Cela étant, le système des équations canoniques se décomposera en deux 
systèmes isolés dont le premier ne contiendra que quatre inconnues et le 


deuxième séulement deux :. 


b} 
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et 


Fig, 30.12 


a) premier système : 
X 041 + Xad13 + Xid1e + Xo016 — — Asp 
À 1081 + Xo033 + X'osu + X6038 — — Agps 
Kaas + Xa03 + Xadge + XeÔu6 = — Aus 
Xa1061 + X3063 + Zides + X6086 = —A6p : 
b) deuxième système : 
Xo022 + X5005 — — Apps  Xoôse + X5055 = — Asp. 


Calculons les déplacements en admettant que EJ —1 tm?: 


Ba La À (243+240842.410).2 23547; 
Big te 58; 
dus (4446) À =; 
di 0.6.1 22; 
bg 611444 61.12 A7; 
= 218. Bas — 1-62 6 ; 
Bu 26.72: 0 2, 
1 1 Fig. 31.12 
dog = 61-17 6.1.1. 527,5 ; 
bn" + 324 4.8.3.À +6.3.3. À 435; 
Bas 3.6.3. 2— 54 ; 
be 7246.33. 22585 : 
bp = —5> 2 3— 4.9 3 TS = 190,12; 
Ba = — ge 67,5 
Aip= = 81 ; 
B5p=— 5 81; 
ap= T5 = —27 


35—163 545 


En vue d'effectuer le contrôle des valeurs des déplacements trouvés on cons- 


truira l'épure résultante M. engendrée par l’action simultanée de toutes les 
inconnues unitaires (fig 32.12). 


La valeur de 6,, sera trouvée en prenant le carré de l’épure des M, et la 
valeur de A;, en multipliant l’épure des M, par l’épure des M. 


ON > ds _ : 5 
= D, (ME _. = (4342. 22422) + (2.472.824 
TR PRE PR 


+ (2:92 0 08. ob 12 — 1324,7; 


Asp= Ÿ UE Ej— 5 (14 3) 4+8— 


TS (2 24) — — 716,62. 


Veritions la condition (11.12) : 
Ôss —ZÔ ; 
1324,7 = 354,7-1 474724 7,5 135458,5 9 (58-444 L 42 18.1 6 + 18+ 54), 
ce qui donne : 
1324,7 = 1324,7. 


Vérifions de même que la condition (13.12) est satisfaite : 
— 716,62 — 261 — 199,12 — 67,5 — 81 — 81 — 27 ; 
— 716,62 — — 716,62. 


Par conséquent, on n’a pas commis d’ erreurs en calculant lv: déplace- 
ments. 


| Introduisons-les dans nos deux systèmes 
HE£ 2 d'équations: 


354,7X + 58X 3 144X, + 42X 8 == +261 : 
58X1+17X23 + 18X, +6X6— + 67,5: 
144X, + A18X3 1 72X, + 18X8— +- 84,0 ; 
42X3+6X3+18X,+7,5X6— + 27,0 : 
135X9 + 54X3 == + 199,12 : 
54Xo-+ 58,5X:= + 81,0. 


La solution de ces six équations, que nous 
omettons ici, fournit les racines suivantes: 


ae Xi +0,607 t ; X4,== —0,692 t; 
Xo— +1,460 t ; X,= -|-0,087 t: 

Fig. 32.12 2 + : à 

X3— + 2,758 tm; X6—= —0,540 tm. 


Appliquons maintenant tous ces efforts au système principal et calculons 
les moments fléchissants engendrés par ces efforts ensemble et les charges 
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réelles : 

Mie == +1,460:3 1 2,753—9— — 1,87 tm; 

M5 = —1,460-3+2,753— — 1,63 tm; 

Mas == +0,037:3-— 0,340 — —0,23 tm ; 

Mis = —0,037.3-— 0,340 — — 0,45 tm : 

Mas = +0,607.4+1,460.3+2,753—9— +0,56 tm; 
Mig = + 0,607-4-—1,460-3 + 2,753 — +0,80 tm ; 
M3, = + 0,607 -4+1,460.3 +.2,753 + 0,037.3— 0,340 —9 = +0,33 tm; 
Myo = +0,607-4--1,460.3-+ 2,753 —0,037.3— 0,340 = +0,36 tm ; 
M3= + 0,607.10 + 1,460-3 + 2,753 —0,692-6 + 0,037 -3 — 0,340 —9= — 0,18 tm ; 
Moy = +-0,607.10—1,460.3-1 2,753 0,692.6-— 0,037.3— 0,340 — —0,16 tm. 
Le calcul des moments fléchissants peut s'effectuer en ayant recours 

à l'artifice suivant. Multiplions les épures unitaires (voir fig. 30.12) par les 
valeurs trouvées des inconnues correspondantes. Ainsi toutes les ordonnées 
de l’épure engendrée par X4 = 1 (voir fig. 30.12,a) devront être multipliées 
par + 0,607, les ordonnées de l’épure engendrée par X, — 1 (voir fig. 30.12,b) 
par +'1,460 et ainsi de suite. On obtiendra alors les épures représentées à la 
lg. 33.12,a,b,c,d,e,f. Additionnons les ordonnées de ces épures en ÿ ajoutant 
les ordonnées de l’épure engendrée par les charges réelles (voir fig. 31.12), Les 
valeurs ainsi obtenues seront égales aux ordonnées de l’épure des moments 


résultants agissant dans le système hyperstatique donné. Il est facile de voir 
que les moments aux nœuds de ce système coïncideront exactement avec Îles 


a) 


À, Xe 0607 
, 


Fiz. 32,12 
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valeurs trouvées plus haut 


Mie = 4,38 +2,75 —9— —1,87 tm ; 
Ms = + 0,11 —0,34 — — 0,23 tm ; 
Mas= + 2,434 4,88+2,756 9 + 0,56 tm : 
Ma +2,43 +4,38 +2,75 +0,11 —0,34—9— +0,33 tm ; 
Mis = +6,07 4,384 2,75— 4,145 +-0,11—0,34—9— 0,18 tm 


et ainsi de suite. 

L'épure résultante des moments fléchissants est représentée à la fig. 33.12,g. 

Problème 3. On demande de faire l'étude comète d'un portique symé- 
trique à deux travées sollicité par une force horizontale (fig. 34.12,a). 

Solution. Le portique envisagé étant hyperstatique au troisième degré, 
choisissons pour système principal isostatique celui indiqué à la fig. 34.12,6. 

Alin d'obtenir des épures unitaires symétriques ou antisymétriques seule- 
ment mous adopterons comme réactions surabondantes les groupes d'efforts 
suivants : 

X, formé par deux efforts horizontaux antisymétriques ; 
X2, formé par la réaction verticale à l'appui central; 
Xa formé par deux efforts horizontaux symétriques. 

Les épures unitaires des moments fléchissants correspondants sont repré- 
sentées à la fig. 35.12. 

‘Décomposons la force extérieure également en deux forces symétriques 
Ææt deux forces antisymétriques, comme indiqué à la fig. 36.12. Les épures engen- 
-drées par ces deux systèmes de forces sont données à la même figure. 

Pour déterminer les déplacements provoqués par les forces réellement 
appliquées on multipliera l’'épure antisymétrique engendrée par X, = 1 
(fig. 35.12,a) par a de la fig. 36.12,b engendrée par les composantes anti- 
symétriques et on effectuer a la même opération avec les épures symétriques 
‘engèndrées par Xo — 1 et X:3— 1 et l’épure engendrée par les composantes 
symétriques (fig. 36.12,a). 

Il est clair que 642 et 013 sont tous les deux nuls. Par conséquent les trois 
équations canoniques prennent la forme suivante: 


Xi + ip 0:  Xo2092 + X3093 + App —0 ; 
Æ2032 + X 3033 + Asp = 0. 
Calculons les déplacements en admettant que ÆEJ —1 tm?: 
10,44:7,5.9 10,44.3.9,5 ,, 7,5:7,5-5 


Re da ee à 
, 10,5-21:14 
RÉ = +2253,1 ; 
10,44.5.-2.5 
7,5. 10,44.3.9,5 7,5.7,5.5 = 
Bag 2e DES 42 RE 2 RS 2 708,6 ; 
232 LÉ oe + 165,3; 
44145,75.9,5 : 10,5-31,5.14 
ap 2 OISE RS | OBS à 2835,9 ; 
10,44.5.3 | 
Aop= 25 1922; 
__ A40,44.4,5.95 | 
Aap= 2e = + 148,77. 


Fig. 35.12 Fig. 36.12 


En introduisant les valeurs numériques de ces déplacements dans Île 
système d'équations on obtient : 


2953, 1X 1 — — 2835,9 : 
D8Xo + 165,3X3— — 52,2; 
165,8X2 + 709,6X3— — 148,77. 
La solution de ces équations donne : 
Xi —1,259; Xo = — 0,900 — —0,9 ; X3—0. 
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Procédons à la détermination des moments fléchissants : 
Mis= +1,259.7,5— +9,44 tm ; 
M 54 = +1,259-10,5 +-0,9.5—4,5— 15,75— — 2,53 tm; 
M6 = —1,259-10,5+0,9-5—4,5+1145,75— +2,53 tm; 
Mas= —1,259.7,5— — 9,44 tm: 
M 59 = —1,259.21 +31,5— +5,06 tm. 


Notons qu'on aurait pu obtenir ces moments en procédant comme dan: 
le problème précédent, c'est-à-dire en multipliant toutes les ordonnées de chaque 
épure unitaire par la valeur de 
l’inconnue correspondante * et en 
ajoutant la somme de toutes ces or- 
données à l’ordonnée de l’épure 
des moments engendrés dans le 
système principal par la force ef- 
fectivement appliquée. 

L'épure définitive des moments 
résultants est donnée à la fig. 37.12. 

Les calculs ci-dessus auraient 
pu être simplifiés en se basant sur 
les considérations suivantes. Si le 
‘système hyperstatique donné (voir 
fig. 34.12,a) était soumis à deux 
efforts horizontaux symétriques 

Fig. 37.12 comme indiqué à la fig. 36.12,a, 

aucun moment fléchissant ne se- 

| rait engendré dans ce système qui 

ne serait sollicité que par des efforts normaux **. Or, comme la force donnée 

peut être décomposéc en forces symétriques ot antisymétriques, l’épure des 

moments fléchissants résultante doit être exactement la même que celle engen- 

drée par les composantes antisymétriques seulement. On en déduit que les com- 

posantes horizontales des réactions des deux appuis d'extrémité doivent être 

irigées d’un même côté et être égales en valeur; par conséquent X3 — 0, ce 
que nous n’avons découvert qu'à la fin dans les calculs précédents. 

Ensuite les composantes symétriques de la force appliquée ne peuvent 
engendrer aucun moment fléchissant au nœud 5. Or, dans le système principal 
de la fig. 36.12,a les moments fléchissants dans les traverses ont été trouvés 
égaux à — 4,5 tm. Par conséquent ces moments doivent être compensés par les 
moments engendrés par les réactions surabondantes. De celles-ci seules X>, et 
X3 peuvent engendrer des moments égaux à gauche et à droite du nœud 5. 
Dès lors, les morñents engendrés par ces deux réactions dans les éléments 
inclinés aboutissant au nœud # doivent être égaux à + 4,5 tm. Puisque 
X3—=0, ce sont les réactions X, qui devront produire au nœud ÿ un moment 


+ C'est-à-dire les ordonnées de l’épure unitaire M, devraient être multi- 
pliées par (—1,259) et celles de M: par (—0,9). 

** Ce qui est facile à prouver en adoptant comme système principal un 
système obtenu par. introduction des articulations aux nœuds 4 ct 6 et en 
éliminant la liaison d'appui horizontale au nœud 2. L'application des compo- 
santes symétriques ne provoquerait la flexion d’aucun élément de ce système. 
‘Dès lors tous les termes connus des équations canoniques devront être nuls, 


ce qui rendrait nécessairement toutes les réactions des liaisons surabondantes 
nulles. 
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fléchissant de valeur indiquée et par conséquent, 


— 4,9 


As — 0,9 t. 


_5Xo= 4,5 tm, d'où Xo— 


Le coefficient (—5}) précédant l'inconnue X2 représente la valeur des 
moments fléchisants engendrés dans les éléments inclinés aboutissant au nœud 
5 par l'effort X2 — 1 (voir fig, 395.12,b). 

On voit ainsi que deux des trois inconnues peuvent être trouvées directe- 
ment, ne laissant qu'une seule inconnue ZX, à déterminer par les calculs qui 
seront réduits ainsi à la solution 
d’une seule équation et à la déter- 
mination de deux déplacements 


Gy1 et Ayp. Cet exemple montre HN UPHIHEN RIT 34/m.c. 


que parfois des problèmes assez 
compliqués peuvent être résolus 
avec fort peu de calculs. 
Problème 4. On demande de 
faire le calcul de la superstructure  . 
d'un pont-route à 3 travées sn 
(fig. 38.12,a) supportant des sur- 
charges uniformément réparties sur 
toute la longueur des deux pre- 
mières travées. Comme résultat 
final on doit présenter les épures x 
des moments fléchissants ainsi que d 


Système 
ae départ 


Système 
principal 


des efforts tranchants et normaux  X, x 

dans tous les éléments du pont. FX, 2, À, 
Solution. Adoptons comme sys- | 

tème principal celui indiqué à la Fig. 38.12 


fig. 38.12,b. Les épures des mo- 
ments fléchissants engendrés par 
les inconnues unitaires sont données à la fig. 39.12. Les épures sollicitées par 
les composantes symétriques et antisymétriques des surcharges sont représen- 
tées à la fig. 40.12 *. 

L'examen de ces épures montre immédiatement que 


Vas = Vy5 = dog = Cas — Ou — Oa5 — 0. 
Par conséquent, le système de cinq équations canoniques se subdivisera 


en deux groupes indépendants, l’un composé de deux et l’autre de trois équa- 
tions. Le premier groupe ne contiendra que les inconnues à épures symétri- 


ques : 
X 4011 + Xo042 + X'i04e = —Aip; 
X 1091 4- Xo02o + Xido = — Azp ; 
Aa diy + ads + Audue — — Aup : 


ct le deuxième les inconnues à épures antisymétriques : 


À 3033 + X 5035 = — A3p ; 
X 9053 + X5055 == — Asp. 


.. * Notons que cette décomposition des surcharges n’entraîne pas de simpli- 
fication considérable des calculs. 
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Calculons les déplacements en adoptant EJ1—1 tm? 


| 9.9.6 16-9.9 9.9.1  16.9.1 
46.9-12 9.4.1  16.1.1 
= = — 432 ; 099 — Fans oa = +16; 


0) 


16-1-12 EN RE 


ER 0 Or —= +2: 9.3 Z — + 960 ; 
9.1.1 8.1.7 8.1.8 

O3 = HA je 1e pe -— -+ 13,333 ; 020 — 10 

12.12.8 . . 8.12.8 
Û55 = Fra le De — + 576 ; 
(16.108 2.16.96) 9 
Aip = Re a —+- 1584 ; 
(16:108— À.16.06) 8.108. + 
DD nu Li Nh Agp= “+2: Da + 144; 


352 


2 2 
wuss  31227-6 (16.108 ——+ 16.96) 12 


Aip= 253 — T D T2: D — 4704 ; 
42.27.66 
Asp 2.2 ee | ä 2 TE 00. 


Ve] 

= 
s 

D 


45 t/m. c. 


Fig. 40.12 


En introduisant les valeurs des déplacements trouvées dans les équations 
canoniques nous obtiendrons: 


G48X y + 90Xo—432X, — — 1584 ; 
9OX4 + 16Xo—48X, = —176 : 
— 432X1—48X9 + 960X, == + 4704 : 
413,3833X3—16X5— — 144 ; 
—16X34+576X5 — + 4320. 


Après transformations élémentaires ces équations deviennent : 
D0X1+0X9—24X,— — 88; 
45X18Xo—24X, = —88 : 

—9IX3— Xo+20X, = +98; 
OX3—6X5— — 04; 
— X3+-36X, — 270. 


993 


Leur solution donne : 
X1= +2,145 t; 
X5 = —6,435 tm; 
X3— —1,862 tm ; 
X,= +5,548 t; 
X5— +7,448 t. 
Multiplions maintenant toutes les ordonnées de chaque épure unitaire par 


la valeur trouvée de l’inconnue correspondante et additionnons toutes ces ordon- 
nées avec les ordonnées de l’épure due aux charges réelles. Nous obtiendrons 


Fig. 41.12 


ainsi l’épure résultante des moments fléchissants agissant dans le système 
hyperstatique étudié représentée à la fig. 41.12. 

Passons maintenant au calcul des efforts tranchants. 

Dans les éléments porteurs du tablier à l'appui gauche on à 


3-12 60,11 
D 42 ee 
Immédiatement à gauche du nœud 4 
3-12 60,11 


Immédiatement à droite de ce même nœud 
3-16 , 71,12—37,59 
QE 7 


En continuant de la même façon on obtiendra toutes les données nécessai- 
res à la construction de l’épure des efforts tranchants représentée à la fig. 42.12,a. 
Cette épure permettra de construire également l’'épure des efforts normaux 
représentée à la fig. 42.12,6: 

Déterminons maintenant les points où l'épure des efforts tranchants passe 
Dar ZÉTO: FA 

mi 24,83 m et 29 = =8,70 _. 

et”utilisons ces données pour le calcul des moments De 

Dans la travée 3-4: Minax — 12,99 4,33 — 3,0- ® — 28,12 tm; 

; 8,702 

Dans Ja travée 4-5: Minax = — 71,12 : 26,10.8,70 — 3,0. —— 

— 42,41 tm. 
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Fig. 42.12 


Calculons maintenant les réactions d'appui: 
Ay= + 4941 t5  Ao— +98,81 t:  As= +12,99 t; 
Ag= — 1,9 À | 
Les valeurs des réactions 4, et À, peuvent être vérifiées en se souvenant que 
A3=X,+ ZX +#5,543+ 7,448 = +12,99 €? ; 
Ag= Xi X5— 5,543 —7,448— —1,91 t. 
Problème 5. On demande de construire l'épure des moments fléchissants 


chgendrés dans tous les éléments du portique de la fig. 43.12. Ce portique est 
hyperstatique au sixième degré, la rigidité de tous ses’ éléments reste constante. 


Fig. 44.12 
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Solution. Adoptons comme système principal celui présenté à Ia il 44.12 
et subdivisons toutes les inconnues en deux groupes, le premier composé d’incon- 
nues antisymétriques X,, X: et X: et le deuxième comprenant les inconnues 
symétriques X:, X, et X4. Le système de charges agissant sur le portique est 
antisymétrique et par conséquent (voir $ 3.12) seules les inconnues antisymé- 
triques conserveront des valeurs matérielles, toutes les inconnues symétriques 


Fig. 45.12 


se réduisant à zéro. Il s'ensuit que le problème envisagé peut être résolu en 
ne solvant qu’un système de trois équations à trois inconnues seulement : 


X 011 + Xe + Xa013-+ Ain = 0; 
X 1024 + Xa092 + X 3023 + Aop = 0 ; 
X 1934 + X2039 + X 3033 + Agp —0. 


Afin de déterminer les coefficients des inconnues et les termes connus 
de ce système construisons les épures des moments engendrés par les inconnues 
unitaires antisymétriques ainsi que par les charges réelles (fig. 45.12). La mul- 
tiplication des épures s'effectuera par la méthode de Véréchtchaguine, tous les 


éléments du portique étant rectilignes. Les valeurs des déplacements unitaires 
seront calculées en adoptant EJ = 1 tm2: 


5.95 2:59 9 16.8-2 
Ce ——— € — [(/e 2 0 2 . 02 mm — Gex 5 
a +g (5842.84 2.5.8) 24 6 — 1196 ; 


bp = À4.2- Be8e8— 565,3 ; 


Ôii — 2 


da 151.44 2.8.2 52; 


2. (24.845.058 — 652 ; 


de — 


De 


bg 1,5 224 15.6,5.2 ES; 


= TS 12 8.8.2 — 148. 


uant aux déplacements causés par les charges réelles leurs valeurs se 
détermineront de la même façon: 


Aip=2 (2:8.124 5.42) + À (2.16-24— 16.72) — —92; 


12.5 2 72 — 24 | 
Ap= ——5 "7 "42488. 9 — 1376 ; 


Asp= 51.2 248.24 — 324. 


Proposons-nous de vérifier les valeurs trouvées en construisant l'épure des 


moments engendrés par l'application simultanée de toutes les réactions unitai- 
res (fig. 46.12). Vérifions que la condition 
(11.12) est satisfaite: 


D) 8 — O1 + O22 + ag + 2 (042 + O13 + O23) ; 
D — 1196 + 565,3 + 52+ 2 (—652+ 218 — 
— 148) — 649,3. 
L'épure des M, donne : 


ôss— > \ M$ = PS usa 


+246 +2 (2-62+2.52+ 2.6.5) + x 


X (2:102+2.62—2.6.10) = 649,3 Ÿ ô. 


Fig. 46.12 


Par conséquent le calcul des coefficients des inconnues a été effectué cor- 
rectement. Vérifions de la même façon les déplaëements causés par les charges 
réelles [voir expression (13.12)]: 


D A=Aip+42p+ Asp; 
D'A= —92+1376—324— 960 ; 


Asp \ M pe ET (2251246412) + 


+ = (2-10-2442.6.72—10:72— 6-24) —960— S\ A. 


S'étant assuré que tous les calculs effectués jusqu’à présent sont corrects, 
introduisons les valeurs des déplacements trouvés dans le système des équa- 
tions canoniques: 


1196X 41 — 652X0 + 218X3 — 92 ; 
—652X,-+ 565,3X> —148X, = 1376 : 
U8X4—148X 2 + 52X 3 — 324. 
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Après simplification on a: 
598X 4 — 326X0 + 109X 3 — 46 : 
— 326X + 283X 0 — 74X 3 — 688 ; 
109X4— 74X0 + 26X 3 — 162. 


La solution de ces trois équations sera effectuée par la méthode abrégée 
sous forme tabulaire. 


l'ableau 3.12 


ie Xi Xe | Xg Multiplicateurs &p |  S À 
| __ 9: do = 0,046 ; 
(1) | 598 | 326 | 109 | ee 018 | 381 | 46 
(2) FA 283 | 74 —117 | —688 
(Il) | | 106 | 15 | @o4=- 0,141 | 91 | —_ 663 
G | 26 61 162 
(I)-Gus —19,8 69,5 | —8,4 
(IT) cos — 2,1 42,7 | —93 
(II) | | | 4,1 | | 4,2 | 61,4 


L'équation (111) donne : 
A AX3=061,4; X3—14,97 tm. 
De l'équation (II) on tire alors: 
106X9—15-14,97 = — 663; Xo——4,237 t. 
Finalement de l'équation (1) on obtient : 
098X 1 + 326-4,237 - 109.14,97 -= 46; 
Xi — 4,961 t. 


Afin de vérifier les racines trouvées, introduisons-les dans l’une des équa- 
tions canoniques, -mettons la troisième *: 


— 4,961 .109 + 4,237.74 + 14,97.26— 162 — 0,009 = 0. 


On multipliera ensuite comme d'habitude les ordonnées de chaque épure 
unitaire par la valeur de l'inconnue correspondante (fig. 47.42). 

L'épure définitive des moments sera obtenue maintenant en additionnant 
les ordonnées de ces épures avec celles de l’épure des charges réelles A, 


* En règle générale, il vaut mieux vérifier les racines trouvées en les 
introduisant dans toutes les équations du système. 
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OH jar 


Fig. 47.12 
(fig. 45.12). Comme positives on considérera les ordonnées portées vers le bas 
et à droite des éléments correspondants: 
Myo = —14,97 ; 
Moi== — 14,97 + 24,80 — 9,83 ; 
M3 == — 14,97 — 16,95 + 36,69 — 12,00 =: — 4,23 ; 
Mau = 29,94 + 33,90 — 79,38 -L 24,00 — 8,46 ; 
M ,3 = 29,94 - 33,90 — 72,00 — — 8,16. 


Dans l'épure définitive les moments fléchissants sont portés du côté des 
libres tendues. Cette épure est représentée à la fig. 48.42. 


7 
437 373 
| 346 
Fig. 49.12 


On contrôlera l'exactitude de cette épure en s'assurant: 
1) que le nœud 8 est en équilibre : 


D Ma= —4,23—4,23 + 8,46 —0 ; 


2) que les conditions des contours fermés sont satisfaites. Etant donné 
que les rigidités des éléments sont constantes, calculons la surface délimitée 
par les épures des moments suivant le contour 1-2-3-4, les parties de ces 
épures situées à l'extérieur étant considérées positives: 


_ à RU, en: 
14,97 US 54 LUS, RE 8 0,008 a (. 


$ 8.12. Poutres en treillis hyperstatiques 


On entend par poutres en treillis hyperstatiques des systèmes arti- 
culés géométriquement invariables pour lesquels Les réactions d'appui 
ainsi que les eïforts intérieurs ne peuvent être trouvés $ans tenir 
compte des déformations du système. 

Toute poutre en treillis hyperstatique (comme d’ailleurs tout 
autre système hyperstatique) peut être transformée en système iso- 
statique par élimination des liaisons surabondantes qui ne sont pas 
indispensables au point de vue de son invariabilité géométrique. 


Fig. 50.12 


Le nombre de liaisons surabondantes correspond toujours au 
degré d'hyperstaticité de la poutre. | 

Tout comme les structures à nœuds rigides les poutres en treillis 
peuvent être hyperstatiques soit extérieurement, soit intérieurement. 
soit Les deux à la fois. Dans le premier cas, seules les. liaisons d'appui 
sont en nombre surabondant, tandis que dans le deuxième cas les 
liaisons surabondantes sont réparties à l’intérieur du système. 

La fig. 50.12 représente une poutre en treillis hyperstatique au 
premier degré dont les réactions d'appui ne peuvent être 


XL 
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Fig. 51.12 


calculées en partant uniquement des équations fournies par la sta- 
tique. Cette poutre peut être considérée comme étant extérieurement 
hyperstatique si l’on admet que la liaison surabondante est constituée 
par l’une des barres d'appui verticales. Si par contre on admet que 
cette liaison surabondante est constituée par l’une des barres de la 
membrure inférieure, le système devra être considéré comme étant 
hyperstatique intérieurement. La fig. 01.12 représente une autre 
poutre en treillis qui, cette fois-ci, est extérieurement isostatique, 
mais intérieurement hyperstatique au huitième degré. 

Comme déjà mentionné au $ 1.9, l’une des particularités essen- 
tielles des systèmes hyperstatiques réside dans le fait que la répar- 
tition des efforts intérieurs dans ces systèmes dépend de la relation 
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entre les sections transversales des éléments constitutifs. Si des 
matériaux différents étaient utilisés pour la confection de ces élé- 
ments, la répartition des efforts serait fonction également des modu- 
les d'élasticité de ces matériaux. 

Dans un système hyperstatique des efforts intérieurs peuvent 
être engendrés par des défauts d'assemblage, par des dénivellations 
d'appui et par des variations de la température, ce qui rend ces cons- 
tructions moins favorables que les constructions isostatiques, 
insensibles aux sollicitations du type mentionné. 

Toutefois les constructions hyperstatiques possèdent également 
un certain nombre d'avantages. Ainsi les superstructures des ponts- 
rails exécutées sous forme de poutres en treillis continues procurent 
des conditions de roulement appréciablement meilleures que les 
poutres en treillis séparées, car dans le premier cas la déformée ne 
présentera pas de solution de continuité aux appuis et par consé- 
quent, les roues des trains passeront sans chocs et sans à-coups d'une 
travée à l’autre. En outre, une poutre en treillis continue sera 
presque toujours plus légère que les poutres en treillis séparées 
formant une structure équivalente. 

Au point de vue de l’exécution les poutres en treillis continues sont 
d'habitude plus simples que les poutres isostatiques, car l’élimina- 
tion des liaisons surabondantes requiert l'introduction d'articula- 
tions et de joints d’une construction spéciale qui sont généralement 
assez compliqués. 

L'étude des systèmes hyperstatiques devient d'autant plus 
compliquée que Île nombre de liaisons surabondantes est plus 
grand. 

Au $ 1.9 nous avons déjà montré que les réactions des liaisons 
indispensables au point de vue statique peuvent être toujours déter- 
minées en partant des considérations d'équilibre, tandis que les 
réactions des liaisons surabondantes ne peuvent être calculées sans 
tenir compte des déformations du système étudié. Par conséquent, 
la détermination des sections transversales des éléments essentiels 
d’une poutre en treillis peut s'effectuer tout comme pour uné poutre 
en treillis isostatique, car les efforts dans ces éléments ne dépendent 
pas de la rigidité d'éléments surabondants. Par contre; les efforts 
dans les barres surabondantes sont fonction de leurs sections transver- 
sales et par conséquent, ces dernières doivent être choisies de telle 
façon que les tensions qui y agissent soient aussi proches que possible 
des tensions admissibles. 

Ce résultat pourrait être obtenu de la façon suivante: on éli- 
minera en premier lieu tous les éléments surabondants de la poutre 
en la transformant ainsi en une poutre isostatique qui sera considérée 
comme système principal. Ce système sera ensuite calculé à l’action 
des charges réellement appliquées afin de trouver les efforts maximums 
qui y seraient engendrés. Si la poutre est sollicitée par des surcharges 
mobiles, on aura recours aux lignes d'influences. 
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Les sections transversales des barres considérées comme essentiel- 
les seront choisies en fonction des efforts ainsi trouvés, les sections 
de toutes les autres barres (barres surabondantes) seront adoptées 
plus ou moins arbitrairement. 

Ensuite on reprend l’ensemble du système hyperstatique et on 
procède à son calcul qui fournira la valeur exacte des efforts dans 
tous ses éléments. Si les contraintes trouvées diffèrent appréciable- 
ment des tensions admissibles pour le matériau utilisé, on devra 
ajuster les sections choisies et recalculer le système. 

La détermination préalable des efforts dans les barres d’une pou- 
tre en treillis hyperstatique peut s'effectuer par comparaison du 
système donné avec une poutre de référence. Ainsi la poutre en 
treillis représentée à la fig. 52.12 pourrait être assimilée à une poutre 
continue à quatre appuis pour laquelle on tracerait l’épure des 


Fig. 52.12 


moments fléchissants et des efforts tranchants. On calculerait ensuite 
les efforts dans les barres des membrures en divisant les ordonnées 
correspondantes de l’épure des moments fléchissants par les bras de 
levier rapportés aux points opposés correspondants. De même les 
efforts dans les barres de treillis seraient obtenus en partant de 
l’épure des efforts tranchants. 

La même méthode peut être utilisée pour la détermination préa- 
lable des efforts dans les éléments des poutres en treillis hyperstati- 
ques en arc. 

La vérification des calculs relatifs aux systèmes hyperstatiques 
en treillis s'effectue de la même façon que pour les structures 
à nœuds rigides (portiques, cadres, ossatures, etc.). On doit s'assurer 
que tous les nœuds et tronçons de poutre isolés se trouvent en équili- 
bre et que toutes les déformations sont compatibles avec les données 
du problème. Ainsi, tous les déplacements des points fixes fournis 
par le calcul doivent être nuls. 


Problème. On demande de déterminer les efforts dans toutes les barres: 
d'une poutre en treillis hyperstatique au premier degré de la fig. 53.12 et qui 
supporte 5 charges de 10 t chacune. Les sections transversales de toutes les 
barres sont identiques. | | 

Solution. Considérons comme liaison surabondante l'effort X, dans le 
montant central. Le système principal sollicité par les efforts unitaires X, est 
montré à la fig. 54.12, 

Formons comme d'habitude l'équation suivante : 


X1011HA1p—0 qui donne immédiatement Xy= ——. 
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Fig. 53.12 Fig. 54.12 


La détermination des déplacements 0,1 et A, s'effectue à l’aide de deux 
« Crémonas » dont l’une se rapporte aux charges réelles (fig. 55.12) et l’autre 
à l'effort unitaire X;, (fig. 56.12). 

Les valeurs des déplacements sont calculées à l’aide des formules (22.8): 


d11 — | ÊF et Ap= D — Er — : 


S représentant la longueur de chaque barre. Les calculs de 84 et de A4» s’effec- 
tuent sous forme tabulaire, comme indiqué ci-dessous (tableau 4.12). 

En additionnant les valeurs figurant aux colonnes 5 et 6 de ce tableau 
on trouve: 


EFÔy1 — 2404,12 ; ETA1p = —15696,0. 
Il s'ensuit que 


Les efforts dans toutes les autres barres engendrés par X, — 6,53 tonnes 
seront déterminés à l’aide de la formule 


Ni nn X4W1. 
Les valeurs de W; ainsi trouvées sont inscrites dans la colonne 7 du ta- 


bleau 4.12. En ajoutant ces efforts aux efforts engendrés dans le système prin- 
cipal par les charges extérieures (ces efforts sont indiqués dans la colonne 3 du 


Fig. 59.12 Fig. 56.12 


tableau) on obtient les valeurs totales des efforts dans toutes les barres du sys- 
tème donné. Ces valeurs sont indiquées dans la colonne 8 du même tableau. 

S'il était nécessaire de trouver les efforts engendrés dans les barres d'une 
poutre en treillis hyperstatique au premier degré par une variation de tempé- 
rature, les équations canoniques prendraient la forme: 


X 104 À Au — 0 
80* 563 


Tableau 4:12 


Désigna- Pie Œfforts | Efforts NX lrésultants 


Efforts 
ion d N. N NIS NpN1S N=Ny+ 
ares, Pope tofines tonnes g PEN tonnes NX 

en tonnes 

l se | L | «" M h 8 
J-a 5,207 0 —=3:0 34,2 0 =95,4 | 95,4 
I-b 4,47 0 —3,35 50,1 0 _ 21,9 | —21,9 
I-c 4,055 0 —3,05 37,7 0 —19,9 | —19,9 
I-d 4,055 0 — 3,05 37:7 0 —419,9 | —19,9 
J-e 4,47 0 —3,35 | 50,1 0 —21,9 | —21,9 
I-j 5,207 0 —3,9 34,2 0 —25,4 | —25,4 
U-: 4,00 — 33,3 6,33 | 160,3 — 844. 41,3 8,0 
b-i 4,00 | —53,5 8,33 | 278,0 | -—1782 54,4 0,9 
c-k 4,00 —60,0 9,00 | 324,0 | 24160 58,8 | —1,2 
d-l 4,00 — 60,0 ‘9,00 | 324,0 | - 2160 58,8. —1,2 
e-n 4,00 53,5 8,33 | 278,0 | —2782 54,4 0,9 
{-p 4,00 = 33,3 6,33 | 160,3 — 844 41,3 ! 8,0 
h-II 4,00 33,3 | —3,33 44,4 —444 |-—21,7| 411,6 
j-II 4,00 53,5 | —5,33 | 414,0 | —1140 |-—34,8 18,7 
m-TI 4,00 53,5 | —5,33 | 114,0 | 41140 V|-34,8 18,7 
o-II 4,00 33,3 | 3,33 44,4 —4a4 |-21,7 11,6 
g-II 5,00 41,5 | —4,145 86,0 —861 |—27,1 14,4 
i-h 5,00 25,0 | —2,5 31,2 —312,5| —16,3 8,7 
k-) 5,00 8,3 | —0,83 3,5 —34,5| —5,4 2,9 
l-m 5,00. 8,3 | —0,83 3,5 —34,5! 5,4 2,9 
n-0 5,00 25,0 | —2,5 31,2 —312,5| —16,3 8,7 
p-I1 5,00 41,5 | —4,15 86,0 —861 |-27,1| 14,4 
g-h 3,00 25,0 | 2,5 18,8 —187,5| 16,3 | —8,7 
j-i 8,00 | 15,00! 1,5 6,7 _67,5| © 9,8| —5,2 
k-l 3,00 10,0 1,0 3,0 _—30,0[ 6,5! —3,5 
m-n 3,00 —15,0 41,5 6,7 —67,5| 9,8[ --5,2 
o-p 3,00 — 25,0 2,5 18,8 —187,5| 16,3 | —8,7 
a-b 3,33 0 1,0 3,33 0 6,5 6,5 
b-c 5,33 0 4,0 5,33 0 6,5 6,5 
c-d 6,00 0 1,0 6,00 0 6,5 6,5 
d-e 5,33 0 4,0 5,33 0 6,5 6,5 
e- 3,33 0 1,0 3,33 0 6,5 6,5 
ps | | | 2404,12 | 686.0 | | 


avec 
Aw= œ S'Nits, 


a étant le coefficient de dilatation thermique et # la variation de température. 
Proposons-nous maintenant de trouver les efforts dans toutes les barres 

de la même poutre en treillis qui résulteraient d’un défaut d'assemblage. Met- 

tons que le montant mn a une longueur qui diffère de a de la longueur requise, 

ce qui est équivalent à une dilatation (ou à une contraction) thermique de ce 

montant de afS = a causée par une variation de température de la barre considé- 

rée, tandis que pour toutes les autres barres les valeurs de &#S resteront nulles. 
Dans ce cas l'équation ci-dessus se présenterait sous la forme: 


À 1041 + Ait = 0 
ut = aNitS — Na, 


MN étant l'effort dans le montant mn engendré par l'effort unitaire X1. 

Le calcul des poutres en treillis d'un degré d’ hyperstaticité plus élevé 
s'effectuerait exactement de la même façon. Ce calcul peut s'effectuer en grou- 
pant les inconnues supplémentaires ou en décomposant les charges réellement 
appliquées en systèmes symétriques et antisymétriques comme décrit aux para- 
graphes précédents. 

Un exemple du tracé de la ligne d'influence pour une poutre 


en treillis hyperstatique au premier degré a été donné au $ 9.9. 


$ 9.12. Calcul des systèmes hyperstatiques 
à l’aide de systèmes principaux 
également hyperstatiques 
La solution simultanée de plusieurs équations à plusieurs incon- 
nues peut être évitée si l’on adopte comme système principal pour le 
calcul d’une construction hyperstatique un système dont le degré 
d’'hyperstaticité est d’une unité au-dessous de celui du système donné. 
Le calcul d’un système hyperstatique au r7-ème degré, en prenant 
comme système principal un système possédant (n — 1) liaisons 
surabondantes, se réduirait à la solution d’une seule équation avec 
une inconnuëé qui fournirait la valeur de la réaction de la #-ème 
liaison. Cette équation 


X 4041 + Aip = 0 


exprimera que le déplacement du système principal (nr — 4) fois 
hyperstatique suivant la direction de la liaison surabondante, dont 
la réaction est égale à X,, est nul. 

Dans cette équation 6: et A3, sont les déplacements suivant la 
direction de cette liaison du système (#7 — 1) fois hyperstatique 
causés respectivement par l'effort unitaire X, et par le système des 
charges extérieures. 

De même si en qualité de système principal on adoptait un systè- 
me obtenu par élimination de deux liaisons surabondantes du systè- 
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me de départ, les équations canoniques prendraient la forme: 
X aus + Xo042 + Asp = 0; 
X 1024 + X2020 + A2p = 0, 


Dit, Ou2s O2ts O2 Auip et AD étant les déplacements du système prin- 
cipal (2 — 2) fois hyperstatique suivant la direction des efforts 
À ; et X ». | 

Pour calculer les déplacements & et À du système hyperstatique 
principal il faut connaître les épures des efforts intérieurs (moments 
fléchissants pour les portiques ou efforts normaux pour les systèmes 
articulés) engendrés dans ce système par les inconnues unitaires et 
les surcharges. Or, dans un nombre de cas ces épures toutes faites 
peuvent être trouvées. dans des ouvrages de référence appropriés ou 
bien elles peuvent être construites à l’aide de formules qui y sont 
également données. Ceci permet de réduire très considérablement 
les calculs nécessaires à l'étude de tel ou autre système hyperstatique. 
Par contre, si les épures relatives aux systèmes adoptés comme prin- 
cipaux ne sont pas connues, aucune simplification ne sera obtenue 
par cette méthode. 


Problème. On demande de construire l’épure des moments fléchissants 
pour un système hyperstatique au 4° degré représenté à la fig. 57.12. On uti- 
lisera les épures toutes faites des moments fléchissants qui existent pour les 

poutres en coude encastrées (fig. Pa 
Les rigidités de tous les éléments du 
système sont identiques. 

Solution. Adoptons comme système prin- 
cipal le système hyperstatique au 3° degré 
de la fig. 59.12. Ce système cest dérivé du 
système de départ par élimination de la 
liaison verticale d'appui droit d. L’équation 
exprimant que le point d ne subit aucun 
déplacement s'écrit 


X 5011 + Aip 0. 


Fig. 57.12 Pour calculer le déplacement ô44 
construisons l'épure des moments flé- 
chissants engendrés dans le système principal par l'effort X, — f. L'élément 
cd de ce système est isostatique et l’épure des moments fléchissants engendrés 
dans cet élément par X, a une forme triangulaire avec l’ordonnée maximum 
égale à Z au droit du nœud ce. Par conséquent ce nœud est soumis à un couple 
SR =: ! ct on peut obtenir l'épure des moments dans la partie acb du système 
en multipliant toutes les ordonnées de l’épure de la fig. 58.12,b par Z. Cette 

épure est donnée à la fig. 60.12. 
Le déplacement 6,, est obtenu en élevant cette épure au carré par la méthode 

de Véréchtchaguine : 


DONC DE 


( à 1 lin] 1 _ 118 
| 2) TD AV, VAT PET 


Fig. 958.12 


Notons que le même résultat serait obtenu en multipliant l'épuro de M, 
(fig. 60.12) par l’épure représentée à la fig. 61.12 engendrée par l'effort X, = 1 
dans un système isostatique : 


LL 2 1  L\L , 1 
dust (5-7) 7e er 


: 
pi res 
72 


Fig. 60.12 


Fig. 59.12 


Pour déterminer le déplacement A,» il faut multiplier l’épure de lu 


fig. 58.12,a par l'épure de la fig. 60.12: 
9PI TO SPL LL O9PL D 


l 5PI LI 
A5 (2e 2 st sta 2 
y DPI PE 1 9PI 1, PL ss 
* 64 8 16 2 HIT SE)" 16 2 
Pis 


a 
7) | EJ  G64KJ 


pre 


Fig. 61.12 Fig. 62.12 


uu les épures des fig. 58.12, a et 61.12: 


| LOL Pis 
Ap=(-G+e).s 7 64EJ ‘ 


On pourrait également utiliser les épures des fig. 60.12 et 62.12 (voir $ 7.9): 


+ à mn un = gp —— ee 


PI 1 > (= 1: +. 2 1 Pis 
8 3 4 5) EJ G4ET 


En introduisant les valeurs de 6: et de A, dans l'é équation ci-dessus 
on obtient: 


Mp _ PB.2EJ 3, 
ôx  64EJ LUS 88 

L'épure des moments résultants engendrés dans le système hyperstatique 
sera obtenue en multipliant comme d'habitude toutes les ordonnées de M, par 


la valeur trouvée de X,—3/88P (fig. 63.12) et en additionnant ces ordonnées 
avec celles de l'épure de M, de la fig. 58 12,a. Cette épure est donnée à la 
fig. 64.12. 
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$ 10.12. Configuration des lignes d'influence 
des poutres continues 


Si pour tracer la ligne d'influence d’une poutre continue n# fois 
hyperstatique an utilise comme système principal une pontre possé- 


UE Ne 


SS SSSR 
Allure de la L.1 &e À 
AT | 


(2) 


LA) 


X51 " 
Allu 


a} Q=1 }) re de la L.{ des ÿ. 

SLLLLIL LES Ne “ABSLEERE Sn A 
VU KW e AU TTL (1 e 

à td S & 6” Ke né “A je K 

ë) (1) Allure de la L.f des M 
: A . A = SUEDE D en ee 

ALLIER « UTILES CL 
e o 
ee NS Me! TS NON N 


Atture de la LE des M 


NS 


q) allure de ta LI des M, 


Fig. 65.12 


dant x» — 1 liaisons surabondantes, la réaction de la n7-ième liaison 
engendrée par une charge unitaire P se trouvera facilement à l’aide 
de l'équation 

X Out + Vip = 0 
d’où 
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En remplaçant Ô:, par 0, on obtient : 


dpi 
Xi & 

Or 81 n’est autre chose que l'ordonnée courante de l'épure des 
flexions d’une poutre continue x — 4 fois hyperstatique sollicitée 
par un effort À, — 1 et le coefficient Ô:: est l'échelle qui permet la 
conversion de cette épure en ligne d'influence. Cette méthode de 
tracer les lignes d'influence est connue, comme nous l’avons déjà 
mentionné, sous le nom de méthode cinématique. 

Elle permet d'établir facilement la configuration de la ligne 
d'influence d’une poutre continue, cette configuration étant exacte. 
ment la même que celle de l'élastique 8,1 qui s'obtient sans calculs 
encombrants. 

La fig. 69.12 montre l’allure des lignes d'influence des réactions 
d'appui, des moments fléchissants et des efforts tranchants pour une 
poutre continue à cinq appuis, obtenues pratiquement sans calculs 
en déterminant les épures des flexions engendrées par des efforts 
unitaires appliqués au droit des liaisons surabondantes éliminées. 
Ainsi la ligne d'influence de la réaction d’appui gauche aura exacte- 
ment la même allure que l’épure des flexions d’une poutre deux 
fois hyperstatique représentée à la fig. 65.12,b soumise à un effort 

RE 
La méthode cinématique permet d'obtenir rapidement et avec 
suffisamment de précision la configuration des lignes d'influence, 
ce qui, à son tour, permet la détermination des tronçons de poutre 
qui devraient être chargés pour obtenir les valeurs extrêmes de 
l'effort étudié. 


CHAPITRE 19 


METHODE DES DÉPLACEMENTS ET MÉTHODES 
COMBINÉE ET MIXTE 


$ 1.13. Choix des inconnues dans la méthode 
des déplacements 


Dans la méthode des forces nous avons adopté comme inconnues les 
réactions (forces ou couples) des liaisons surabondantes. Une fois 
ces inconnues déterminées, tous. les efforts intérieurs agissant dans 
une section quelconque du système, ainsi que tous les déplacements, 
peuvent être facilement déterminés. Dans cette méthode, on 
déterminait d'abord les valeurs des sollicitations et on calculait ensuite 
les déplacements. 

Le même problème peut être résolu dans l’ordre inverse, c'est-à- 
dire en établissant d'abord par une méthode quelconque la valeur des 
déplacements et en cherchant ensuite la répartition des efforts corres- 
pondants. L'ordre qui vient d'être indiqué est adopté dans le calcul 
des systèmes hyperstatiques par la méthode des déplacements que 
nous allons étudier dans le présent chapitre. 

Dans cette méthode on adoptera comme inconnues les déplace- 
ments élastiques, en négligeant les déformations causées par 
les efforts normaux et tranchants. En agissant de la sorte, on 
n’introduit aucune erreur supplémentaire car dans le calcul des 
systèmes à nœuds rigides par la méthode de forces on néglige 
également l'influence des efforts normaux et tranchants sur les 
valeurs des déformations. On admet aussi qu'il n'existe aucune 
différence entre la longueur de la barre non fléchie et la corde de sa 
courbe élastique car on néglige le rapprochement. subi par les 
extrémités de cette barre. 

Etablissons en premier lieu quels sont les déplacements de la 
barre qu'il serait nécessaire et suffisant de connaître pour déterminer 
les sollicitations intérieures dans chacune de ses sections transversa- 
les. Examinons à cette fin une barre rectiligne AB (fig. 1.13,a) 
isolée d’un système hyperstatique quelconque. Sous l'effet des solli- 
citations agissant dans le système de départ, y compris la barre AB, 
cette barre fléchirait et prendrait une position nouvelle 4’B 
{fig. 1.13,a). Or, toute position 4À’B° de la barre considérée peut 
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être obtenue en lui imprimant les déplacements indépendants sui- 
vants : 

4. Une translation de tous les points de la barre d’une même 
longueur À, (fig. 1.13,b). Pendant cette translation la barre reste 
rectiligne et parallèle à elle-même. Les moments fléchissants et les 
efforts tranchants dans toutes ces sections restent nuls. 


Fig. 1.13 


2. Un déplacement d'une longueur AÀ,, de l’une des extrémités 
encastrées de la barre suivant une direction normale à son axe (met- 
tons de l'extrémité B). La déformée et l’épure des moments corres- 
pondants sont données à la fig. 1.13,c. 

3. Une rotation de l'extrémité À de la barre d'un angle 4. 
La déformée et l'épure des moments correspondants sont représen- 
tées à la fig. 1.13,d. 

4. Une rotation de l'extrémité B de la baïre d’un angle ®x 
(fig. 1.13,e). | 

o. Des déplacements des points de l’axe de la barre, dont les 
deux extrémités sont encastrées, sous l’effet des charges directement. 
appliquées à cette barre (fig. 1.13,f). 

La déformée de la barre AB qui résulterait d'une translation A,, 
d’un déplacement de l'extrémité B par rapport à l'extrémité À d'une 
longueur A31, des rotations des sections d’extrémités égales à 4 
et 8 et d'une flexion engendrée par les charges directement 
appliquées coïincidera exactement avec l'élastique 4’B” de la 
fig. 1.19,a. 
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On voit ainsi que si l’on parvenait à déterminer d'une façon 
quelconque les valeurs de À 541, de p, et de @», on pourrait trouver 
les valeurs de M et de © dans chaque section de la barre car la transla- 
tion À, n'est liée à aucun effort intérieur dans la barre considérée. 
Par conséquent, on doit adopter comme inconnues pour chaque 
barre séparée les déplacements À 34, ®4 et @y. 

Dans tous les systèmes à nœuds rigides (portiques, ossatures) 
toutes les translations et toutes les rotations angulaires des 
barres adoutissant au même nœud sont toujours égales entre 
elles. Par conséquent, dans Je calcul des systèmes hyperstatiques 
à nœuds rigides par la méthode des déplacements on adopte toujours 
comme inconnues les angles de rotation et les translations des nœuds. 


$ 2.13. Détermination du nombre des inconnues 


En entreprenant le calcul d’un système hyperstatique par la 
méthode des déplacements on doit établir d’abord le nombre des 
inconnues à déterminer. 

Au paragraphe précédent nous avons montré.qu'on doit adopter 
comme inconnues les angles de rotation et les déplacements linéaires 
des nœuds du système considéré. Il s'ensuit que le nombre total 
d’inconnues n sera égal à la somme des rotations nr. et des transla- 
tions #7. inconnues, c’est-à-dire 


Le nombre de rotations inconnues est toujours égal au nombre de 
nœuds rigides du système et par conséquent, la détermination de 
n. revient à un simple décompte de .ces nœuds *. 

Un nœud est «rigide » quand au moins deux des barres qui 
s’y rencontrent sont liées rigidement l’une à l’autre. Voir par 
exemple les nœuds 7, 2, 3 et 4 de la fig. 4.13,a, les nœuds À et 2 de 
la fig. 4.13,f et le nœud 7 de la fig. 4.13,i. | 

Si dans un système quelconque l’un des nœuds comporte plu- 
sieurs groupes de barres, toutes les barres des groupes étant rigide- 
ment reliées entre elles, mais chaque groupe étant connecté à l’autre 
par l'intermédiaire d'une articulation, le nœud concerné sera 
assimilé à plusieurs nœuds rigides dont le nombre sera égal au 
nombre de groupes de barres. Ainsi par exemple, le nœud 7 de la 
fig. 4.13,g sera compté comme deux nœuds rigides, tandis que le 
nœud 7 de la fig. 4.13,k comme trois nœuds rigides. 

Déterminons maintenant le nombre de translations inconnues. 
Nous avons indiqué au $ 1.13 qu'on peut négliger les déformations 


——————— 


* Les nœuds dont les rotations sont connues a priori, par exemple les 
nœuds considérés comme rigides qui {Îixent le système au sol, ne doivent pas 
être pris en considération. 
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des systèmes à nœuds rigides causées par les efforts normaux et 
tranchants et qu’on peut négliger également la différence entre les 
longueurs d’une barre et de la corde reliant les deux extrémités de sa 
courbe élastique, c’est-à-dire qu'on peut considérer la distance entre 
deux extrémités de chaque barre comme invariable. Cela étant, on 
peut remplacer Le système hyperstatique par un système complètement 
articulé quand on fait le compte des translations des nœuds. Notons 
que toutes les translations des nœuds d'un tel système ne peuvent. 
pas être considérées comme indépendantes, car le déplacement de 
l’un de ces nœuds peut entraîner le déplacement d’un certain nombre 
d’autres. Il s’agit donc d’en déga- 
b) e ger les translations qui sont téelle- 
# ment indépendantes. 
On peut démontrer que le nombre 
des translations réellement indépen- 
dantes des nœuds d’un système 
articulé est toujours égal au nombre 
42 de barres qu'il faudrait introduire 
pour rendre ce système géométri- 
quement invariable. Par conséquent, 
le nombre des déplacements linéaires 
des nœuds est égal au degré de la 
variabilité géométrique du système 
obienu en introduisant des articu- 
lations dans tous les nœuds et tous 
F 77 les appuis du système de départ. 
Fig. 2.13 . Prenons par exemple Île porti- 
que de la fig. 2.13,a. Ce portique 
possède deux nœuds rigides B et C et par conséquent n, — 2. Pour 
déterminer le nombre de translations indépendantes, rempla- 
çons notre système par le système articulé de la fig. 2.13,b. Comme 
on le voit, ce dernier est variable, mais il ne requiert qu’une seule 
barre supplémentaire pour devenir géométriquement invariable. 
Cette barre peut être constituée soit par une barre d'appui CE 
(fig. 2.13,c), soit par une diagonale AC (fig. 2.13,d). Les lignes en 
pointillé de la fig. 2.13,b indiquent les déplacements possibles des 
côtés d’un quadrilatère articulé. On s'aperçoit immédiatement que 
le nœud B se déplace de la même quantité que le nœud € et par 
conséquent ces deux translations ne peuvent pas être considérées 
comme indépendantes. On a établi ainsi que le nombre de transla- 
tions indépendantes est égal à l’unité, c’est-à-dire nr, — 1. Le nombre 
total de déplacements inconnus sera par conséquent 


n=hr+mu=2+1—-53. 
Considérons maintenant le portique de la fig. 3.13,a qui possède 


six nœuds rigides. Le schéma articulé de ce portique est variable aw 
troisième degré car sa transformation en système stable ne peut 


LC 
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s'effectuer que par l'introduction d'au moins trois barres supplé- 
mentaires (fig. 3.13,b). Après introduction de ces barres le nœud 7 
sera relié au sol à l’aide de deux barres dont les axes ne sont pas 
alignés et par conséquent, la connexion de ce nœud avec le sol est inva- 
riable. On peut dire autant des nœuds à et 6. Comme les nœuds 2, 3 


a) b) 


, 
sh 


Fig. 3.13 


et 4 sont reliés d’une façon analogue aux nœuds déjà mentionnés, 
tout le système devient invariable. Par conséquent, le nombre de 
translations inconnues n; est égal à trois et le nombre d’inconnues 
total du système envisagé n sera donné par n — 6 + 3 — 9, 

Indiquons également le degré d'hyperstaticité et le nombre de 
déplacements inconnus qui devraient être déterminés, si l'on se 
proposait de calculer les systèmes représentés à la fig. 4.13 par la 
méthode des déplacements étudiée. 


Fig. 4.13 


Tableau 1.13 


| Nombre de déplacements inconnus 


Désignation Degré d'hyper- 

CU ORIENe PRRIQUE Rotations Translations Total 
a 6 | 4 “ ü 
b & 4 3 7 
€ g D 2 7 
d 15 7 2 9 
e 9 4 0 dl 
Î 2 2 0 2 
£ 5 À 0 
k 11 3 0 3 


$ 3.13. Choix du système principal hyperstatique 


Dans la méthode des déplacements le système de départ est 
toujours remplacé par un nombre de poutres hyperstatiques indé- 
pendantes à une seule travée. Cette transformation est effectuée 
par l'introduction dans le système de départ des liaisons supplémen- 
taires. 

Le système ainsi obtenu est nommé système principal hypersta- 
lique. 

Comparons un système principal isostatique utilisé dans 14 
méthode des forces avec un système principal hyperstatique 
employé dans la méthode des déplacements. 

Comme exemple prenons un portique rectangulaire de la 
fie. 5.13,a qui est hyperstatique au deuxième degré. Le système 
principal isostatique utilisé dans la méthode des forces pourrait 
être obtenu en sectionnant le nœud 2, ce qui revient à l'élimination 
de deux liaisons. Ce système consistera donc de deux poutres dont 
l’une est droite et l’autre coudée, chacune étant encastrée par son 
extrémité inférieure (fig. 9.13,b). Ce système est statiquement 
déterminé. Par contre le système principal hyperstatique serait 
obtenu en introduisant deux liaisons supplémentaires qui s'oppo- 
seraient l’une à la rotation du nœud rigide Z et l'autre à la trans- 
lation des nœuds 7 et 2 (fig. 6.13). Ce système sera donc hyperstati- 
que au quatrième degré, 

On voit ainsi que: 

a) le système principal utilisé dans la méthode des forces s'obtient 
par élimination des liaisons, tandis que le système principal utilisé 
dans la méthode des déplacements est obtenue par introduction 
des liaisons. supplémentaires; 
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b) le système principal utilisé dans la méthode des forces possède 
un degré d'hyperstaticité inférieur au système de départ, tandis 
que le système principal de la méthode des déplacements, un 
degré d'hyperstaticité supérieur. 

Notons que les liaisons que l’on introduit afin d'éviter les rotations 
des nœuds diffèrent des liaisons d'un encastrement rigide en ce que ces 


. Système principal 


PNVLE ‘adésast 


Fig. 5.13 Fig. 6.13 


liaisons ne doivent pas s'opposer aux déplacements linéaires. I] s'en- 
suit que ces liaisons ne pourront fournir comme réactions que des 
couples appliqués aux nœuds du système. 

Quant aux liaisons qui s'opposent aux translations, celles-ci 
peuvent être réalisées par des méthodes différentes. On pourrait 
par exemple introduire une barre 
diagonale 0-2 ou 1-3 (fig. 7.134 
et b), une barre d’appui horizontale 
au droit du nœud 2 (fig. 7.13,c) 
ou une barre d'appui inclinée au 
nœud 7 (fig. 7.13,d). 
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Fig. 7.13 Fig. 8.13 

La liaison réalisée! sous forme d’une barre diagonale 1-3 
(fig. 7.13,b) ne s’oppose pas au déplacement du nœud 3, qui est 
fixe de toute façon. Elle n'’élimine que le déplacement du nœud 7 
suivant la direction de la droite reliant ce nœud au nœud 3. De ce 
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point de vue, la liaison réalisée sous forme d’une barre d’appui 
inclinée comme indiqué à la fig. 7.13,d lui est tout à fait équivalente. 

Il est recommandé d'introduire les liaisons supplémentaires s'oppo- 
sant aux translations sous forme de barres d’appui reliant les nœuds 
envisagés au sol, en s’abstenant autant que possible de l’introduction 
de barres supplémentaires reliant deux nœuds du système. Si le 
système envisagé contient des barres horizontales et verticales, la 
préférence doit être donnée aux barres d'appui également horizon- 
tales et verticales car l’introduction de barres inclinées peut entraîner 
des complications dans les calculs. 

Pour obtenir le système principal hyperstatique de la méthode des 
déplacements il faut introduire des. liaisons (encastrements) s'opposant 
à la rotation de tous les nœuds rigides du système ainsi que des liaisons 
s’opposant à toutes les translations indépendantes de ces nœuds. 

En guise de deuxième exemple examinons le portique de la 
fig. 8.13,a. Le degré d’hyperstaticité de ce portique est égal à six. 
Le nombre d’inconnues dans la méthode des déplacements sera aussi 
égal à six, soit la rotation de quatre nœuds et les deux translations. 
L'introduction de quatre encastrements et de deux barres d'appui 
permet d'obtenir le système principal hyperstatique représenté 
à la fig. 8.13,b. 

Entreprenons maintenant l'étude détaillée des éléments qui 
forment ce système principal, tous ses éléments étant des poutres 
hyperstatiques à une seule travée. 

Examinons tout d’abord la construction des épures des moments 
fléchissants dans une poutre de rigidité constante dont l'une des 
extrémités est encastrée et l’autre’est librement appuyée (fig. 9.13,a). 
Cette construction sera effectuée pour plusieurs types de sollicitations 
extérieures par la méthode des forces déjà connue. Les réactions seront 
considérées positives quand elles sont dirigées de bas en haut et les 
moments quand ils agissent dans le sens des aiguilles d'une montre. 
Comme système principal isostatique prenons uñe poutre encastrée 
à une extrémité et libre à l'autre (fig. 9.13,b). Comme inconnue 


[al 
A — 6 
b) . 


+ DD gt Epure des M 
” & ' Stress 


Fig. 9.13 Fig. 10.13 
578 


nous aurons dans ce cas la réactiôn surabondante de l'appui mobile 
ÀX1 = Rz. | 

La valeur de X, correspondant à une sollicitation quelconque m 
sera toujours donnée par l’équation : 


X 011 + Am = 0. (1.15) 


La valeur de Ô:, entrant dans cette expression sera obtenue en 


élevant au carré l’épure des M4 (fig. 9.13,c). Elle est indépendante 
des sollicitations extérieures et vaudra: 


13 


ôu — 8EJ ‘ 


Pour trouver À, envisageons plusieurs types différents de solli- 
citations extérieures : 

a) charges uniformément réparties sur 
toute la longueur de la poutre (fig. 10.13,a) 
d'intensité qg. La valeur de À;, sera obtenue en multipliant 


l’épure de M, (fig. 10.13,b) par l’épure de M\ (fig. 9.13,c): 


___ 14 1 M, 3, qi 
M SO 2 à de 


En introduisant cette valeur dans l'expression (1.13) on trouve: 
X= Ry=+ dl 
par conséquent, la réaction en À sera donnée par: 
Ry=ql—Ry= al 


Le moment d'encastrement en À sera obtenu par la sommation 
des moments engendrés dans cette section par les charges appliquées 
et par l'effort X:: 


qi? 3 BB 
OT SE 


b) charge P appliquée à un pôint quelconque 
de la poutre (fig. 11.13). Le déplacemeñt A,, sera obtenu 


en multipliant l’épure de M, par l’épure de Mi: 
Puil? 
Aip= — 57 | (+u+v) ‘ 
Or, comme ul + vi = 1, donc v = 1 — u, 


Pu?l3 
Ap= — ET (3—u L). 
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L'introduction de cette valeur dans l’équation (1.13) fournit 
la réaction cherchée : 


X,=R}— D (35 —u). 


La réaction au point À sera égale à 
Ra=P— Rp -(3—v?) 


et le moment d'encastrement 


2 
M 18 = — Pul + _ 60e —v (1 2): 
c) translation de la section encastrée 
suivant a normal à l'axe de la poutre 


| Épure des M 
Ptu(t-v? 


Fig. 11.13 Fig. 12.13 


d'une longueur A fig. 12.13). Il n’en résultera aucun 
moment fléchissant dans la poutre et le déplacement suivant X: 
deviendra : 


Aya = À. 
L’équation (1.13) donne alors 
3EF 
X= ——5- A, 


ce qui permet de déterminer toutes les autres forces de liaison 
cherchées: 


3EJ 
Rp=Â,— ——53- À; 
3EJ 
R 1 — — À, = TE À: 
3EJ 
M 45 — EEE à À; 


d)rotation de la section d'encastrement 
d'un angle œ (fig. 13.13). Le déplacement de l'extrémité 
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droite du système principal correspondant suivant la direction 
de X; sera égal: 


Aig= — pl 
L’équation (1.13) fournit dans ce cas 
SE J 
Xi — 12 ®; 


ce qui conduit aux valeurs suivantes des réactions d'appui et du 
moment d'encastrement : 


3EJ 
Rp= Xi 12 @; 
SET 
RA = — Xi ——7 7 
3EJ 
M 45 = P; 


e)écart de température entre les fibres 
supérieure et inférieure égal à Af—ti—t: 
(fig. 14.13). 
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Fig. 13.13 Fig. 14,13 
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Le déplacement du système principal suivant la direction de X': 

sera donné par 
À, = ol Ge a 
1 — hk M — h 2 

k étant la hauteur de Ia section transversale de la poutre. 

En résolvant l'équation (1.13) nous trouvons: 

3aAtEJ 
Le y 

ce qui donne les valeurs suivantes des rèactions aux appuis et 


du moment d'encastrement : 


8aAtEJ 
RE — 5: 
SaÂtEJ JSaÂtEJ 
Rap: Mas 2h 
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Passons maintenant à l'étude d’une poutre dont les deux extré- 
mités sont encastrées (fig. 15.13,a). Son calcul s'effectuera à l’aide 
du système principal isostatique obtenu en sectionnant la poutre 
en son milieu (fig. 19.13,b). Les épures des moments unitaires rela- 
tives à ce système sont représentées à La fig. 15.13,c, d et e. 

On voit que l’effort normal X;, restera nul tant que la poutre 
sera sollicitée par ‘des charges verticales. II en sera de même quand 
les encastrements subiront des transla- 
tions verticales et des rotations. Ceci 
découle du fait que dans tous ces cas les 
coefficients des inconnues Ô3; et Ô3s ainsi 
que le terme connu A;, de l'équation 


X 1031 + X 2032 + X 3033 + A 3m —— 0 


resteront nuls, les moments 7, (fig. 15.13) 
étant nuls eux-mêmes. 

Les inconnues X, et X>: seront tirées 
des équations 


X 3011 + Aim = 0; 
X 9092 + Aom = 0. 


Les coefficients entrant dans ces 
équations sont donnés par: 


(2.13) 


iii is. à 
Mn 22 0 2 EJ AE 
Fig. 15.13 Gil =. 


Examinons quelques cas particuliers de sollicitations : 

a) translation des extrémités encastrées 
d'une longueur A suivant la normale à l'axe 
de la poutre (fig. 16.13). Les déplacements du système 
principal isostatique suivant les directions des réactions inconnues 
seront : 

Aja=A; Aza=0. 


En résolvant le système d’équation (2.13) on trouve 
A2EJ , . 


X1= — 5 | X2= 0; 
donc 
; 12EJ 12EJ 4. 
Rp=ÀÂ1— 13 À: Ri — — X, — E a 
GEJ GET ,. 
M 48 — Fe 12 À ; Ma — Sn 0 


b)rotation de la section d'encastrement 
A d'un angle œ (fig. 17.13}. Dans ce cas les déplacements 
du système principal isostatique suivant les directions des réactions 
surabondantes deviennent : 


L 
Ay= —7p5; Aw=®. 


La solution des équations (2.13) donne: 


CEJ 
Xi = 7 OP: Âge = ——— 9. 


Par conséquent, les réactions d'appui et les moments aux encastre- 
ments prendront les valeurs suivantes : 


Les résultats obtenus ci-dessus ainsi que les valeurs des réactions 
d'appui et des moments d'encastrement correspondant à quelques 
sollicitations supplémentaires sont indiqués au tableau 2.15. 


= Te 


Said 
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» 
mm en = — 


Fig. 17.13 


Les données de ce tableau seront utilisées pour le calcul des 
portiques et ossatures par la méthode des déplacements. 

L'étude d’autres sollicitations particulières de poutres encastrées 
aux deux extrémités paraît superflue. | | 
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$ 4.13. Equations canoniques de la méthode 
des déplacements 


Examinons d'abord les considérations de base qui permettent 
d'établir. les équations nécessaires à la détermination des rotations 
et; des translations des nœuds rigides. À cette fin comparons le 
système donné avec le système principal hyperstatique (fig. 18.13). 

On s'aperçoit que le système principal diffère du système de 
départ par la présence des liaisons supplémentaires qui s'opposent 
aux rotations et aux translations des nœuds. Ceci entraîne l’appa- 
rition de couples réactifs aux encastrements et de forces de réactions 


Système 


Système 
principal 


de départ 


dans les barres supplémentaires. Ces couples et forces réactifs devien- 
dront nécessairement nuls quand les encastrements seront tournés 
d'un angle égal à l’angle de rotation réel du nœud et quand les 
déplacements linéaires de ces nœuds deviendront égaux aux transla- 
tions subies par les mêmes nœuds du système de départ. Dans ce cas 
les déformations et efforts engendrés dans le système principal 
hyperstatique deviendront identiques aux déformations et efforts 
existant dans le système de départ. 

Les équations de la méthode des déplacements sont basées sur la 
négation de l'existence de couples et forces réactifs au droit des encas- 
tremenis et au sein des barres introduites fictivement dans le système 
principal hyperstatique, tout comme les équations de la méthode des 
forces niaient l'existence des déplacements du système principal isostatique 
suivant les directions des réactions surabondantes. 

Sous leur forme la plus générale ces équations s'écriront : 

Ri=0, R=0, R:—0..: 

R1, Ro, R3, . . ., etc. représentant les couples et forces réactifs 
dans les encastrements fictifs et barres supplémentaires du système 
principal hyperstatique engendrés tant par les charges effectivement 
appliquées que par les rotations et translations imposées aux 
nœuds. Les indices de ces réactions correspondent aux indices des 
inconnues. Le nombre d'équations sera toujours égal au nombre 
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d’encastrements fictifs et barres supplémentaires, c’est-à-dire au 
nombre de déplacements inconnus. 

Notons que les équations utilisées dans la méthode des dépla- 
cements sont des équations dérivées de la statique ; en fait ce sont des 
équations d'équilibre. Par contre les équations de la méthode des 
forces sont des équations cinéma 
tiques ou, en d’autres termes, des 
équations de déplacements. 

Reprenons la première des 
équations. de la méthode des dé- 
placements (R; — 0) relatives au 
système principal hyperstatique 
représenté à la fig. 18.13. Le cou- 
ple réactif R, peut être remplacé 
par la somme 

Ri= Rip + Ru + Rio 

Le deuxième des indices sert à 
indiquer la sollicitation qui a cau- 
sé cette réaction. 

Ainsi À, est le couple réactif 
engendré à l’encastrement sup- 
plémentaire par les charges exté- 
rieures (fig. 19.13,a);: 

R:11 est le couple réactif au 
droit du même encastrement causé 
par la rotation du nœud 7 d’un 
angle Z, et 

R:2 est le couple réactif at 
droit de ce même encastrement 
engendré par le déplacement des 
nœuds 7 et 2 du portique d'une 
longueur 22. 

Les couples réactifs Ris et Ris 
engendrés par les déplacements. 
Z\ et Z2 peuvent être remplacés 
par les expressions suivantes : 


Ru=Ziru € Rio — Zori. 


Fig. 19.13 


Dans ces expressions r:1 est le couple réactif provoqué par la rota- 
tion de l’encastrement envisagé d’un angle unitaire (c’est-à-dire égal 
à 1 radian) (fig. 19.13,b) et r32 le couple réactif engendré au droit du 
même encastrement par un déplacement unitaire des nœuds 7 et 2 
(fig. 19.13,c). 

Avec les désignations ci-dessus l'équation R; — 0 se présentera 
sous la forme suivante : 


Zarys + Zorse + Rip = 0. 
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D'une façon tout à fait analogue lu deuxième des équations 
{R2 = 0) pourrait s’écrire : 


Ziroes + ZoTo2 + Rap = 0. 

Dans cette dernière équation r21 est La force réactive engendrée 
dans la barre supplémentaire par la rotation de l’encastrement 
fictif d’un angle unitaire (fig. 19.13,b) et r29 la force réactive dans la 
même barre résultant d’une translation unitaire des nœuds Z et 2 
(Lig. 19.13,c), tandis que R,, est la force réactive dans cette même 
barre engendrée par les charges effectivement appliquées (fig. 19.43,a). 

La première de ces équations exprime qu'en réalité il n'existe 
aucun moment réactif au droit de l’encastrement fictif et la deuxième 
que la force réactive engendrée dans la barre d’appui supplémentaire 
est nulle. Ces deux équations forment ensemble un système d’équa- 
tions canoniques à deux inconnues de la méthode des déplacéments. 
On obtiendrait de la même façon des systèmes d'équations canoniques 
pour tout autre nombre d'inconnues supplémentaires. 

Ainsi par exemple dans le cas de quatre inconnues le système 
d'équations canoniques de la méthode des déplacements aura la 
forme : | 

Zara + Borne + Zaris + Zire + Rip = 0; 
Zalos + Zar2s + Zaros + Zara + Rop = 0; 
Zara + Zors2 + Zarss + Zirse + Rap = 0; 


Zara E Lors + Zaris + Zara + Rip = 0. 

Ci-dessous nous désignerons les coefficients des inconnues (réac- 
tions unitaires) r11, ro, etc. situés le long de la diagonale principale 
par le terme coefficients principaux, tandis que les coefficients des 
inconnues ri2, lot, l13, l'ai €t ainsi de suite seront dénommés coeffi- 
cients secondaires. Rip, Ron, etc. sont les termes connus engendrés 
par les charges. Les coefficients des inconnues de la méthode des 
déplacements tout comme les coefficients des inconnues de la méthode 
des forces sont égaux entre eux quand ils sont situés symétriquement 
‘par rapport à la diagonale principale, ces coefficients étant reliés 
‘entre eux par le principe de réciprocité ryn — rnm (Voir $ 6.13). 
Pour cette raison le système d'équations canoniques peut être résolu 
par la même méthode abrégée. déjà décrite au $ 6.12. Les coeffi- 
cients principaux restent toujours positifs. 

‘La différence entre le système d'équations canoniques de la 
méthode des déplacements et celui de la méthode des forces réside 
dans le fait qu’au lieu des coefficients d'inconnues 6, et des termes 
connus À,, qui représentaient les déplacements du système prin- 
<ipal isostatique, nous avons maintenant les coefficients d'incon- 
nues rm et les termes connus À,, qui représentent les réactions des 
liaisons supplémentaires introduites fictivement lors de la trans- 
formation du système de départ en système principal hyperstatique. 
De plus, au lieu de contenir des efforts inconnus X ce système 
d'équations contient maintenant les déplacements inconnus Z. 


(3.13) 
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$ 9.13. Détermination statique des coeïlicients 
d’inconnues et des termes connus 


La détermination des coefficients d’inconnues et des termes 
connus entrant dans le système canonique des équations de la métho- 
de des déplacements requiert la construction préalable des épures 
des moments fléchissants engendrés dans le système principal hyper- 
statique par les charges effectivement appliquées et par les dépla- 
cements unitaires suivant les réactions inconnues au droit des liaisons 
fictives. La construction de ces épures s'effectue à l’aide du ta- 
bleau 2.13. Prenons comme exemple la construction des épures d’un 
système principal représenté à la fig. 18.13,b. 

L'épure des M, relative à Ia béquille gauche sera construite 
comme pour une poutre encastrée à ses deux extrémités et soumise 
à l’action d’une charge concentrée (voir ligne 6 du tableau 2.14). 
Pour la traverse cette épure se construira comme pour une poutre 
encastrée à son extrémité gauche et simplement appuyée à l’extré- 
mité droite (voir ligne 2 du même tableau). Les moments d’encas- 
trement seront 


4 4 Ph 
Moi — Mio ne T8 ? 
Car 
nn e 
=V= +; 
qi? 
M > = 7 - 8 À 


Les épures des M, sont représentées à la fig. 20.13,a. L’épure des 
M, produite par la rotation unitaire de l’encastrement au nœud 7 
dans le sens des aiguilles d’une montre sera construite pour la tra- 
verse 1-2 en se servant des données de la troisième ligne du ta- 
bleau 2.13, et pour la béquille 0-7, de la huitième ligne du même 
tableau. L’épure des 7, est représentée à Ia fig. 20.13,b. L'épure 
des moments fléchissants M7, provoqués par une translation unitaire 
du nœud 2 vers la droite sera obtenue en se servant des données des 
lignes 4 et 9 de ce tableau. Aucun moment ne sera engendré par cette 
translation dans la barre 7-2, cette translation s'effectuant suivant. 
son axe. L’épure des f, ainsi obtenue est représentée à Ia fig. 20.13,c. 
Une fois toutes les épures des moments fléchissants engendrés par 
les charges et par les déplacements unitaires du système hypersta- 
tique principal dûment construites, on peut procéder à la déter- 
mination des coefficients d’inconnues et des termes connus des 
équations canoniques. 

Divisons-les en deux groupes: 

1. Les coefficients représentant les couples réactifs au droit des 
encastrements fictits ; | 
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2. Ceux représentant les forces réactives dans les barres de 
liaisons fictives. 

Les coefficients et les termes connus appartenant au premier groupe 
se détermineront en isolant les nœuds correspondants et en formant les 
équations d'équilibre du type 


> M=0. 


Les coefficients et les termes connus appartenant au deuxième groupe 
pourront être déterminés en prenant une section isolant des appuis 
soit le système en entier, soit l'une de ses parties et en considérant 
l'équilibre des forces sollicitant la partie isolée 


> T=0. 


L'axe T sera toujours choisi de manière à simplifier l'équation 
au maximum. 

La convention de signes suivante sera adoptée pour les moments 
d'encastrement et les forces réactifs. 

Les couples ou les efforts réactifs seront considérés positifs quand 
leur direction coincidera avec le sens de la rotation angulaire ou de la 
transiation adoptée pour le nœud envisagé. 


Problème. On demande de déterminer les coefficients d’inconnues et les 
termes connus du système des équations canoniques de la méthode des dépla- 
cements pour le portique de la fig. 18.13. 

Solution. On commencera par la détermination des couples réactifs R:, 
rit et ra. 

Le. couple réactif R;, engendré à l’encastrement fictif par les charges effec- 
tivement appliquées sera obtenu en isolant le nœud 1 du système considéré 
comme étant soumis uniquement aux charges mentionnées iétat P) (fig. 20.13,a 
et 21.13,a). . 

L'équilibre de ce nœud exigeant que 


on trouvera immédiatement 


gl? Ph 
Le couple réactif r;1 engendré au droit de ce même encastrement par sa pro- 
pre rotation unitaire (Z; — 1) dans le sens des aiguilles d’une montre sera trouvé 
en écrivant l'équation d'équilibre du même nœud à l'état 7 (fig. 20.13, 


et 21.13,b): 
SEJ  4EJ 
> Mie 0 
et par conséquent 
SEJ  4EJ 
LC RE ANS NET 


Quant au couple réactif r;, dû au déplacement*unitaire (Z2 — 1) du nœud 
2 vers la droite, il sera déterminé en partant de l'équation d'équilibre du même 
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nœud à l'état 2 (fig. 20.13,c et 24.13,c): 
GEJ 
7149 — he “ 


.. Déterminons ensuite les forces réactives R2», ras et r2° dans la barre d'appui 
fictive. La réaction R:, engendrée par les charges réelles sera déterminée 


ü) 


LN 
e\ 
fl 

y 
CS 
S 


c F 
{ 
| 
kE 
GE] 
}2? 
Fig. 20.18 Fig. 21.13 


en prenant la section 7-7 à travers le système soumis aux charges‘ mention- 
nées (fig. 20.13,a et 22.43,a). La projection sur l'horizontale de toutes les for- 
ces agissant sur la partie isolée du système donne 


> X=P+ Rp =0 
d'où 


P 
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La valeur négative de l'effort réactif indique que cet effort est dirigé dans 
le sens inverse à celui choisi pour le déplacement unitaire du nœud Z qui était 
de gauche à droite. 

Pour déterminer la force réactive roi 
correspondant à l’état 1 prenons la sec- 
tion 7-7 indiquée à la fig. 22.13,bet pro- 
jetons encore une fois toutes les forces sur 
l'horizontale : | 


GEJ . 
Dir ru 0, 


et par conséquent 


a) 


GEJ 
DL h2 


Notons en passant que Fos — F42. 
Cette relation entre les deux réactions 
secondaires est tout à fait analogue à la 
relation existant entre deux déplacements 
secondaires de la méthode des forces 
(On = Ônm) comme déjà mentionné. La 
démonstration de cette loi sera donnée 
au $ 6.13. | 

La force réactive r°2 sera obtenue 
en prenant la section Z-7 de la fig. 22.13,c 
quand le système se trouve sollicité uni- 
quement par la translation du nœud 2 
(état 2). La projection de toutes les forces 
sur l’axe des x donne : | 


Dx 12EJ __ SET 


Fig. 22.13 


Nous conviendrons de désigner la méthode qui vient d'être 


décrite par le terme méthode statique, étant donné qu’elle est basée 
sur des considérations d'équilibre. 


$ 6.13. Détermination des coefficients d’inconnues 
et des termes connus des équations canoniques 
par la multiplication des épures 


Dans un grand nombre de cas la détermination des couples et 
forces réactifs engendrés dans les liaisons fictives pourra s'effectuer 
par multiplication des épures correspondantes. 

Cette méthode pourrait être utilisée avantageusement pour le 
calcul du système représenté à la fig. 23.13. L'emploi de lä méthode 
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statique se complique dans le cas envisagé par Le fait que l'équation 
des projections sur l'horizontale contient non seulement des efforts 
tranchants, mais également des efforts normaux. 


F£at «tr 


Fig. 23,13 


Considérons deux états unitaires r et m d’un système principal 
hyperstatique quelconque (fig. 24.13). 

Ecrivons l'expression du travail À,, accompli par les forces 
extérieures de l’état n suivant les directions des déplacements de 


Fig. 24.13 


l'état » en fonction des moments fléchissants correspondants [voir 
expression (12.8) du $ 4.8]: 


d’où 
Fan D Mol. (4.13) 
En vertu du principe de la réciprocité des travaux, le travail 


accompli par les forces extérieures de l’état #2 suivant les déplace- 
ments de l’état m est égal à celui accompli par les forces extérieures 
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de l'état m suivant les déplacements de l'état 7: 
Anm na An 
mais 
An = ins et Ann = Tan À 


par conséquent, 
Tam = l'mn: (5.13) 


Ce théorème qui pourrait être dénommé théorème de la réciprocité 
des forces réactives peut s’énoncer de Ia façon suivante: La force 
réactive engendrée par le déplacement unitaire de la liaison m suivant 
la direction n est égale à la force réactive engendrée par le déplacement 
unitaire de la liaison n suivant la direction m. 


Problème. On demande de déterminer les coefficients r42 et r2, pour le por- 
tique du problème précédent. 
: Solution. La multiplication des épures des M, et des M: (voir fig. 20.13} 
onne : 


y ( MiMods __ h [ __6EJ 2EJ  6EJ 4EJ\ 
127 EJ  6EJ CE h?  h Le 


+ GEJ 4EJ 6EJ 2EJ7] G6EJ 
h2 h Se h? ? 


ce qui coïncide exactement avec le résultat obtenu au $ 5.13 par la méthode 
statique. 


Pour déterminer la réaction principale r22 élevons l’épure des M au carré : 


= D (MR Lo (SŒN SET. 


ET  6EJ pa px 
h.3EJ 2 SEJ 15EJ 
TRE TR Ro 


ce qui coïncide également avec le résultat obtenu précédemment. 


La détermination des réactions engendrées par les charges exté- 
rieures peut s'effectuer en considérant deux états du système prin- 
cipal hyperstatique: celui correspondant à l'application de ces 
charges et l’un des états unitaires, mettons l'état n (fig. 25.13). 

Le travail des forces extérieures de l’état P suivant les dépla- 
cements de l'état n est donné par 


Apn = Pôyn + Rnp°1 


Le travail des forces extérieures de l’état nr suivant les dépla- 
cements de l’état P est égal à 


Anp=0. 
38# 595 


©) 


En vertu du théorème de la réciprocité des travaux on a À,, — 
— A;n et par conséquent, 


=> po. 


Dans cette expression Ô,, est le déplacement du système principal 
hyperstatique de l’état n suivant la direction de la charge P. Quand 
P = 1 cette équation se réduit à 


exprimant ainsi la réciprocité des réac- 

tions et déplacements unitaires. | 

Pour déterminer Ô,, envisageons 
une poutre encastrée à l'extrémité droi- 
te et supportant une charge P — 1 
dirigée suivant le déplacement cherché 
(voir $$ 6.8 et 8.8). Désignons l’épure des 
moments fléchissants correspondant à 
cet état unitaire par M, (voir fig. 
29.43,c). 

En multipliant l'épure des M} par 
l'épure des 7, nous obtiendrons : 


Fig. 25.13 > \ TR 


EJ 


En introduisant cette valeur de ô,, dans l'expression de la 
réaction À», on obtient: 


| A À’ M ds 
Ra —PD\M 
tv qui après transformation et étant donné que 


PM; = M; 


donne : 
— M: ds 
Rop= — D M (7.13) 


Dans cette expression M, représente l'épure des moments 
fléchissants engendrés par la charge P dans un système isostatique 
quelconque obtenu par élimination des liaisons surabondantes soit 
du système de départ, soit du système hyperstatique principal, 
pourvu que les liaisons éliminées contiennent celle dont on 
recherche la réaction. | 

Ainsi pour trouver la réaction engendrée dans la n-ième liaison 
par les charges réelles il faut multiplier l’épure des moments fléchis- 
sants engendrés par ces charges dans un système isostatique (dérivé 
soit du système donné, soit du système principal hyperstatique, mais 
avec élimination obligatoire de la n-ième liaison) par l’épure des 


— 


moments fléchissants M, provoqués par le déplacement unitaire 
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de la r-ième liaison dans le système principal hyperstatique. Le signe 
du résultat obtenu doit être ensuite inversé. 


Problème. On demande de déterminer les réactions R;,, et R2, du portique 


etudié au $ 5.13 
Solution. Le système isostatique correspondant et l’épure des moments 


M» relative à ce système sont représentés à Ja fig 26.18. 


Fig. 26.13 
La multiplication de l'épure des M} par l'épure des HW, (voir fig. 20.13,b) 
donne : 
j M: ds 
2,98, 1 4, 8EJ, 1 Ph h 1,287 _ _g°,PR 
7 3 8 EJ 2 1 2 D 2,2 Eh US 8 
Pour déterminer R>, multiplions l'épure des My» par l'épure des Ma (voir 
fig. 20.13,c): 
,5 ds 4 Ph h 14 2 GEJ.  P 
Rp D Mere D ET SUR 2 


On voit que ces résultats coïncident exactement avec ceux obtenus au $ 5.13 
par la méthode statique. 


$ 7.13. Vérification des coefficients d’inconnues 
et des termes connus des équations canoniques 
dans la méthode des déplacements 


Le contrôle des coefficients des inconnues entrant dans les équa- 
tions canoniques utilisées dans la méthode des déplacements est tout 
à fait analogue à celui employé dans la méthode des forces (voir 
$ 9.12). On commence par la construction de l'épure sommaire 
M, qui représente la somme algébrique de toutes les épures unitaires 
relatives au système principal hyperstatique : 

1=n 


M,=M,+M+...+M,= D Mi. 
é=1 
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La multiplication successive de cette épure par chacune des épu- 
ses unitaires permet d'obtenir la somme des coefficients accompagnant 
les inconnues de l'équation correspondante. 


Ainsi la multiplication de l’épure de A, par l’épure de M, donne: 
M, M, d © Ma (Mit Mot... + Mn) d 
ris = Ÿ (pee = | Ms Mit Mot. Mn) ds | 


EJ EJ 
-5(# AS NES CT 


=Tuytrigt.. +rn= Ÿ Fai- 


i—=1 


On obtient de la même façon r2, — D r2; et ainsi de suite. 
Par conséquent la somme de tous Les coefficients qui accompagnent 
les inconnues de la i-ème équation doit être égale à la valeur de r;, 
donnée par 
ra D\ MM, +. (8.13) 
Ainsi, le contrôle des valeurs calculées de toutes les réactions 
unitaires entrant dans la première des équations de la méthode des 
déplacements consiste à comparer leur somme avec la valeur de r;,: 
i=n 


DRE (9.13) 


Les autres réactions unitaires entrant comme coefficients dans 
chacune des équations du système seront contrôlées de la même 
façon. 

Dans cette méthode chaque équation est vérifiée séparément. 
On peut en outre procéder à la vérification simultanée de tous les 
coeîfficients d'’inconnues entrant dans les équations. En effet 


en élevant l’épure de M, au carré on obtient: 


142 
ne De LS À MitMot + Mn in) ds 


Fe Her) ns. HA: 
+2(5 (Met, p(Mme, 
= (rare + rar) +2 (rot... Lrmt )=Èr. 


On voit que les termes entre parenthèses de la dernière ligne 
contiennent: le premier toutes les réactions unitaires principales 
et le deuxième toutes les réactions unitaires secondaires disposées 
au-dessus ou au-dessous de la diagonale principale. 
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On en déduit que le carré de l'épure M, est égal à la somme 
algébrique de toutes les réactions unitaires entrant comme coeffi- 
cients dans les équations d’un système, c’est-à-dire 

Dre, (10.13) 


avec 
= DS. (11.13) 


Le contrôle des termes connus des équations s'effectue en cal- 


culant : 
Rsp = >, 


c'est-à-dire en multipliant l’épure des . : er par les charges 
réelles dans un système isostatique (correspondant au système 
hyperstatique étudié) par l’épure des M.. Le résultat de cette multi- 
plication doit être égal à la somme algébrique de tous les termes 
connus du système : 


M, M, ds 
5 (12.13) 


(Mi+ Mot... + Mn) M, ds 


Riy= — | a 
(> A à ns .. RCE AT 


= Rip + Rap + …. + Rap 
c’est-à-dire 


R;p= DR. (13.13) 


$ 8.13. Construction des épures des moments 
fléchissants et des efforts tranchants 
et normaux 


Ayant résolu le système des équations canoniques de la méthode 
des déplacements, c’est-à-dire ayant trouvé les angles de rotation 
et les translations des nœuds du système hyperstatique donné, on 
pourra aborder la construction des épures des efforts engendrés 
dans ce système, 

L’épure des moments fléchissants M s'obtiendra par la sommation 
des ordonnées de l’épure des M, avec les ordonnées des épures uni- 
taires multipliées par les valeurs des inconnues qui viennent d'être 
déterminées : 


M=M,+ Mi + Mao +... + Mnln (14.13) 


Le contrôle de cette épure peut s'effectuer par les méthodes 
déjà exposées au $ 6.9 Lors de l’étude de Ia méthode des forces. Notons 
que le contrôle de l'équilibre des moments agissant au droit de 


999 


chaque nœud acquiert une importance tout à fait particulière, car 
cet équilibre n’était pas pris en considération lors de la construction 
des épures entrant dans l'expression (14.13). Si les moments à l’un 
des nœuds ne s’équilibrent pas, cela veut dire que des erreurs se 
sont introduites dans le calcul d’une ou de plusieurs des inconnues. 

Quant à l'épure des efforts tranchants elle se construira tout 
comme dans la méthode des forces en partant de l’épure des moments 
fléchissants. L'épure des efforts normaux pourra être déterminée 
ensuite. Le contrôle de ces deux épures s'effectuera comme indiqué 
au $ 6.9. Une fois de plus le contrôle de l'équilibre de diverses 
parties du système étudié devient particulièrement significatif. 


$ 9.13. Application de la méthode des déplacements 
aux Calculs des effets thermiques 


On a déjà vu qu'une modification de température entraîne presque 
toujours le développement d'efforts intérieurs et par conséquent 
des contraintes dans les systèmes 
hyperstatiques. Ce n’est que dans 
quelques cas particuliers qu’une 
telle modification restera sans 
effets; un exemple en est fourni 
par le cadre hyperstatique de la 
fig. 27.13. Ce cadre, étant exté- 
rieurement isostatique, pourra se 
dilater ou se contracter librement 

Fig. 27.13 lors d’un changement de tempéra- 
ture uniforme et par conséquent 
aucun effort dans le système n'en résultera. 

Montrons maintenant que les effets thermiques peuvent être 
toujours décomposés en une sollicitation symétrique et une sollicita- 
tion antisymétrique. 

Soit une barre AB de la fig. 28.13,a, cette barre ayant une section 
transversale symétrique et étant portée à une température #, à sa 
face supérieure et à une température f: à sa face inférieure. Admet- 
tons que #1 >> to. Cet écart de température est équivalent à l'action 


® r Fr # * l É 
combinée d’une température égale à HE 


sur les deux faces de la 
barre (action symétrique) (fig: 28.13,b) et d’une température 
y — la | t4— to 
+ ————— DE RRREr 
2 
(action antisymétrique) (fig. 28.13;c). 


En prenant la somme de ces deux températures on trouve que 
la température résultante à la face supérieure est : 


sur la face supérieure et — sur la face inférieure 


ti à Het — 
per 
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et à la face inférieur : 
2 — 23 


ce qui coïncide exactement avec les données du problème. Or, 

l'expression (20.8) 

t4— to 
h 


Ant = 0 AE QE + a (=> 


montre qu'une sollicitation symétrique ne peut provoquer qu’un 


7 . | 


ls 


Fig. 28.13 


allongement (ou un raccourcissement}) de la barre sans flexion, car 
la différence #; — t; tombe dans ce cas à zéro: 


Au=a Ta), 


car Ge —1.7 (fig. 29.143, a)*. 

Par contre, quand la barre est soumise à une sollicitation ther- 
mique antisymétrique, cette barre ne fait que fléchir, la longueur 
de son axe neutre restant inchangée. La rotation mutuelle des deux 


* Si l’axe neutre de la barre n’est pas situé à mi-hauteur de la section 
e A , — 
transversale, ae devrait être remplacé par t2 + 42 y, y étant la 
distance de la fibre chauffée à £: à l'axe neutre. 
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extrémités de cette barre sera égale à 


Mu a IQ à #2, 


car Qi (fig. 29.15, b) *. 

On voit donc que la poutre encastrée, dont tous les systèmes 
principaux hyperstatiques sont formés, s’allongera sans fléchir 
quand elle est soumise à un effet thermique symétrique, tandis que 


Etat fictif symétrique 4}, 


a) 


Épure des NW; R;=tl 


Ftat fictif antisymétrigue A À 


7 


rs 
£pure des My Lo 
3 = fl 


Fig. 29.13 


ce même élément fléchira sans modification de longueur quand 
l'effet thermique est antisymétrique. Les épures des moments cor- 
respondants seront trouvées au tableau 2.13 (lignes 5 et 10). 
Passons maintenant au calcul des systèmes hyperstatiques 
soumis aux écarts de température par la méthode des déplace- 
ments. La seule différence entre ce calcul et celui d’un même système 
soumis à l’action des charges extérieures réside dans la construction 
des épures des moments M; agissant dans les éléments du système 
principal hyperstatique et dans la détermination des termes connus 


* Cette expression reste en vigueur même quand l'axe neutre de la barre 
n’est pas situé à mi-hauteur de la section. 
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3 R,: 


des équations. (Ces derniers seront désignés par R4, Ro, . 
et représenteront les réactions des liaisons fictives du système 


hyperstatique principal dues aux effets thermiques.) 


Problème. On demande de calculer le portique de la fig. 30.15,a soumis 
à un écart de température, la rigidité de tous les éléments du portique restant 


constante et égale à EYJ. 
a 7 . 
pe bite / Cr LC 
L, . 9. 9 ÿAt= Lt 
À dd 
& Lo= { { t,-t 
L 54t -jAt- 2 
he D 
0 CA 
bo LEE LA! 


Elévation de températur 
uniforme (symétrique) 


Etévation de température 


Système 
antisymétrique 


de. départ 


Fig. 30.13 
Solution. L'écart de température #& imposé au portique sera décomposé 
en deux effets, l’un symétrique t’ (égal à une modification uniforme de la tem- 
pérature de tous les éléments de 1%) ret l’autre antisymétrique {”. Le nom- 
N 
<< 
Ze ST: 


fi, 


Fig. 32.13 


Fig. 31.13. 
bre d'inconnues pour le système hyperstatique principal de la fig. 31.13 sera 
égal à deux. Le système d'équations canoniques prendra dans ce cas la forme: 


Zyrut Zara + Ris +R, =0; 
Zara + Zara + Ras + Roy 0. 
Tous les coeïficients précédant les réactions unitaires inconnues seront 


calculés exactement comme dans le cas d'application des charges extérieures. 
Les termes connus seront formés chacun par ia somme de deux réactions R1: 
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et R1f pour la première des équations et R2r et R2+ pour la seconde des équa- 
tions correspondant aux sollicitations symétriques et: antisymétriques. 


Pour déterminer le couple réactif Ri: à l’encastrement fictif et la force 


réactive R2+ dans la barre supplémentaire construisons l'épure des M1: engen- 
drés dans le système principal hyperstatique par une élévation uniforme de la 

température de tous les éléments du por- 
tique. 

Déterminons d'abord la dilatation de 
tous les éléments engendrée par un écart 
de température +’, en négligeant l'influence 
des efforts normaux. On se souviendra que 
l'effet antisymétrique £f” n'entraîne aucune 
modification dans la longueur des barres. 
Les dilatations des éléments 0-1, 2-83 ct 1-2 
seront données par 


A4 —= at'ha, 
Ao=at'ho et 
A3 = at’. 


Fig. 33.13 


La position prise par Îles nœuds du 
système principal: après une élévation de 
température uniforme est indiquée à la fig. 32.13. On s’apercoit immédia- 
tement que les translations des nœuds l’un par rapport à l’autre seront don- 
nées par 
A0 = A3= to! ; 

Ag A2 — A1 = to (h2— lu) ; 
ÂA93—0. 


On voit également que le nœud I du système principal ne subit aucune 
rotation angulaire et par conséquent l’épure des moments fléchissants provo- 
qués par le déplacement des nœuds peut être obtenue en multipliant l'épure 
des moments engendrés par les translations unitaires (voir tableau 2.13, li- 
gmes 4 et 9) par les valeurs de ces translations indiquées ci-dessus, Cette épure 
AE que les valeurs de ses ordonnées caractéristiques sont indiquées à la 
ig. 99.13. 


La réaction R1+ (fig. 34.13,a) sera obtenue en isolant le nœud 1: 


,  6EJ 8EJ 


TE Ao , A1 
6e (SR +5): 


La valeur de la force réactive R2: (fig. 33.13) sera obtenue en prenant 
la section 7-1 et en projetant sur l'horizontale tous Les efforts agissant sur la par- 
tie du portique située au-dessus de cette section (fig. 34.13,b): 
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Examinons maintenant l'effet produit par une sollicitation thermique 
antisymétrique. Connaissant la différence de température A; = # — t: entre 
les faces extérieure et intérieure de chaque élément ainsi que la hauteur À de 


a) y b} 
2 Rx 
(don ” 
| 
\_# 1267, y 
GEI y OT pe ON 
10 


Fig. 34.13 


la section transversale de ces éléments on obtiendra facilement l'épure des Mi 
(fig. 35.13) en se servant des données du tableau 2.13 (lignes 5 et 10). Les ordon- 
nées de cette épure sont portées du côté des fibres tendues, c'est-à-dire du côté 
des températures négatives. 

L'équilibre du nœud Z (fig. 36.13,a) 
donne : 


| L EJaAt S3EJaAt 
TE SE GE 
et par conséquent 
x EJaAt 
11— 2h de 


En prenant la section 1-1 ct en proje- 
tant encore une fois tous les efforts agissant 
sur la partie supérieure du portique sur 
l'horizontale (fig. 36.13,b) on trouvera: 


»  SEJaÂt . pr __SEJaAt 
D X=Ry— 2hho UE 2hho Fig. 35.13 


__ Tous les coefficients des inconnues et termes connus des équations étant 
ainsi déterminés, on peut procéder à la solution du système, ce qui fournira 
les valeurs des angles de rotation et des translations inconnues. 


Fig. 36.13 


Les moments fléchissants agissant dans le système de départ se calculeront 
ensuite à l'aide de l'expression suivante: 


M=M; +M;+Miti+Motot 


Ayant obtenu l’épure des moments fléchissants on construira comme d'habi- 
tude d'abord l’épure des efforts tranchants Q et ensuite l'épure des efforts nor- 
maux À. 
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$ 10,13. Calcul des systèmes symétriques 
par la méthode des déplacements 


Lors du calcul des systèmes symétriques par la méthode des 
déplacements il est recommandé de grouper les inconnues, tout 
comme on l'avait fait dans le calcul des systèmes symétriques par 
la méthode des forces. | 

En procédant ainsi on obtient des épures unitaires qui sont soit 
symétriques, soit antisymétriques, ce qui conduit à une décomposi- 
tion du système d'équations en deux groupes indépendants, l’un 


EJ=consé. 


Fig. 37.13 


ne contenant que les inconnues symétriques et l’autre les inconnues 

antisymétriques. Cet artifice permet de simplifier considérablement 

les calculs. | 
Prenons comme exemple le portique représenté à la fig. 37.13. 
Remplaçons l'angle de rotation inconnu du nœud «a du portique 


2} 


Z 
FÈ. -q LRN 


Fig. 38.13 


par la somme de deux angles de rotation inconnus Z, et Z, et l'angle 
de rotation du nœud b par la différence des mêmes angles de rotation 
Z1 et Z2 (fig. 38.13). | | 

Le déplacement horizontal de la traverse peut être considéré 
comme étant antisymétrique car le nœud b (fig. 37.13) s’écarte 
de l’axe de symétrie du portique tandis que le nœud a se rapproche 
d’une même longueur de cet axe. Cela étant, le système de trois 
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D 7 
É 


Fig. 39.13 


Système 
de départ 


Système 
principal 


l'ig. 40.13 


équations à trois inconnues: 
Zaru + Zara + Loris + Rig = 0, 
Zaroy + Zaro2 + Zaros + Rig = 0, 
Zara + Zorse + Zaras + Rag = 0, 
se décompose en deux systèmes indépendants 
Zaru + Zsris + Rig = 0, Zarai + Zarss + Rs = 0 
el $ 
Zor 2e + Rog = 0, 
car 
l'as = los — l'os = yo = (0. 
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Les épures des moments fléchissants engendrés par les groupes 
des réactions unitaires sont représentées à la fig. 39.13. 

Les coefficients des inconnues ainsi que les termes connus entrant 
dans les équations se calculeront comme suit: 


LEJ 3EJ , 3EJ , 4EJ - 14EJ 

Pa A ee pe 1 

LEJ SEJ  3EJ 4EJ M4] . 

BR CRE ee du om gs 
___ 6EJ  6EJ 12EJ | 2TEJ _ 21EJ 
ÉD RE 

car k = |; 
12 12 
Rips 5 Rp 5 Ryp=0 


La fig. 40.13 représente un portique encastré, le système prin- 
cipal hyperstatique correspondant et les épures provoquées dans les 
éléments de ce système par les groupes des réactions unitaires 
symétriques et antisymétriques. Le lecteur est invité à vérifier ces 
épures ainsi que les valeurs des réactions unitaires (coefficients 
d’inconnues et termes connus du système des équations) données 
ci-dessous : 

20ET . 


A y Ty = Ty =Ù; 
12ET 12EJ | 
5 ITA pe 4 
24EJ 
ir ds T23 = r'2 = Ù ; 
3 


Rip= — Pl; Rip — 5% Pl; Rip=0. 
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$ 11.13. Calcul d’un portique par la méthode 
des déplacements 


Proposons-nous d'obtenir les épures tes moments fléchissants, des efforts 
tranchants et des efforts normaux pour le portique représenté à la fig. 41.18. 

Les longueurs de tous les éléments de ce portique, les rapports entre les 
moments d'inertie de leurs sections transversales, ainsi que les intensités des 
charges appliquées sont indiqués à la même figure. 

4, Comparaison du nombre d'inconnues de fa 
méthode des forces et de la méthode des dé- 
placements : 

Le degré d’hyperstaticité du portique envisagé étant égal à i — 2-3 — 1 — 
—= 5, le nombre d'inconnues dans la méthode des forces sera également 5. Le nom- 
bre de rotations des nœuds inconnus #, — 3 et le nombre de translations indé- 
pendantes n; étant égal à 1, le nombre total d’inconnues dans la méthode des 
déplacements sera égal à ny; + n, = 1 + 3 — 4, c'est-à-dire inférieur que 
dans la méthode des forces. 
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2. Choix du système principal 

Introduisons trois encastrements fictifs aux nœuds du portique et une 
barre d’appui supplémentaire comme indiqué à la fig. 42.13 et désignons les 
déplacements inconnus par Z4, Z2, Z3 et Z.;. Nous obtiendrons ainsi le système 
principal hyperstatique composé de quatre barres encastrées aux extrémités 
et une barre encastrée à l’une des extrémités et simplement appuyée à l’autre. 

3. Construction des épures des moments flé- 
chissants agissant dans le système principa l* 


mn J  P-6t S À. 


Fig. 42.13 


Le calcul des coefficients des inconnues et des termes connus des équations 
s'effectue en construisant les épures des moments fléchissants engendrés par 
les charges réelles et Les réactions unitaires dans les éléments du système prin- 
cipal. Les épures correspondantes sont données à la fig. 43.13, 

4 Détermination des coefficients des incon- 
nues et des termes connus 

Tous les calculs nécessaires sont consignés au tableau 3.13. 

5 Contrôle de l'exactitude des calculs 

L'’exactitude des coefficients des inconnues et des termes connus calculés 
est contrôlée en construisant l’épure des M, (fig. 44.13) obtenue par sommation 
des quatre épures unitaires représentées à la fig. 43.13. En élevant cette épure 
au carré on obtient [voir expression (11.13)]: 


,_ Ne geds FB(EJ)R, 4 4  B(EJR Lo 1000 0 09 
ie DRE er 3 + 6-2087 CS nr 
4(EJ)? , 8 3,3 3 , 3 31, 6(EJ) [, 5 5 
er (rrtegg-ers)+ er (25 
st 1 D 1 A16EJ 8 » 

Hg e)2|e = 2ç a. 


Calculons maintenant la somme de tous les coefficients donnés au ta- 
bleau 3.13: 


Dir=rutre2trsst rat 2 (rit rat rostroi tra) = 
41 5, 2 1, 4 Â À 416EJ 8 
— EJ (s+ s+3t5) L2EJ (14045444) = 125 ET. 
# Dans l'exemple considéré toutes les sollicitations et longueurs sont 


exprimées en tonnes et en mètres. 


610 


36° 6 


GE) GE) _EJ 


ig. 43.13 


us à 


39° 


| 
RES _ 2 { 
He | ga La + rar Ma O=£4—£47—W f] en W 


(1) g ÿ £ ë J 
9910St anbrj1od np U0r)989J 
994n011 notzenbs oJqtrinbs,p uorenb or1sed ve Tedyoutid v19 
QUI98Y 91199 9D.uOjIn10s AYIRLOS D " Li Sn DE up nor 2M938É8 UP PHEUIS dohues 
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£T"6 02190] 


1GL'I=8+ 


Hess 
10H = y : 
— gb + = y 
0 == dy | | 
o=%y | | 
| un gr = 8 — 
FASO 2° 
—qûT 
y 8 dry 


6T"6 ‘1903 9HINS 


8 


0=d+\4b—-— 


€ 


d€xr 
deyy 


dy 


La comparaison de cette somme avec le résultat obtenu par multiplication 
des épures montre que ces deux valeurs sont identiques et par conséquent 
la condition (10.13) est satisfaite. 

Procédons maintenant à la vérification des termes qui sont fonctions des 
charges extérieures (termes connus). À cette fin construisons l'épure des Mn 
engendrés dans un système isostatique obtenu en éliminant toutes les liaisons 


Fig. 44.13 Fig. 45.13 


surabondantes. Cette épure est donnée à la fig. 45.13 ; en la multipliant par l'épure 
des M4 [voir expression (12.13)] nous obtenons: 


ds 4 flo 3 4 SEJ 
> \ MMS ET ET (: de TE) TG-25E CS 
| GET f 5 
+ 2:27.3—27.34-9.3)+ (—2557—2.227+ 


5 


1 
Ter 57.—) — —14— — sp; 


d'où Rsp = 14. 
; ue ap part la somme des termes connus (voir tableau 3.13) est aussi 
égale à 


Les deux résultats étant identiques, la condition (13.13) est satisfaite ; 
on peut en conclure que les calculs sont exempts d'erreurs. 


Procédons maintenant à la solution du système d'équations que nous effec- 
tuerons par la méthode abrégée. 


6. Solution du système d'équations 
.. Le système d'équations canoniques qui expriment que les réactions des 
liaisons fictives introduites dans le système principal hyperstatique sont nulles, 
prend la forme: | 
Zara + Corso + Zaris+ Zarta + Rip =0 ; 
Ziroi + Zor oo + Zsros + Zara + Ron 0; 
Zara + Lors + Zarss + Zara + Rap —0 ; 
Zara Zorast Zaris + Zara + Rip =0. 
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Tableau 4.13 


n° de Multipii- 
l'équation }Z1} Z2 Z3 Zi cateurs £ K 
ik 


2 47 
( (4) . ÿ 7 4ET 
i 1 
| (eau |: 27 AEJ 
+1 | 4 1 
| (ID) oc | - 1080 80EJ 
361 9.19 
LATT)-ass| : " | 2292 120.191 | 80-191E7 
| 34760, | 175740 
206280 15280EJ 


En y substituant les valeurs numériques des coefficients d’inconnues et des 
termes connus qui viennent d'être trouvées, nous obtenons: 


2,25 __143 
+247 Zit pr 0: (= 3) 
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11, 1 1 16 

Zik 22t Zate 240; (5-7) 

1 5. À jo 7 

5 Z2t 23 210; (Ss=+) 

ds D 2 db __8 
3 Zitg test zitsr 0; (si=&) 


Les grandeurs indiquées entre parenthèses à la fin de chaque ligne repré- 
sentent la somme $ des coefficients d’inconnues entrant dans chaque équation. 
La solution de ces équations est consignée au tableau 4.18. 

L'équation (IV) donne : | 


175740 - 206280 | À 
La — 5280 T.34760 — Pr TT 
En introduisant cette valeur dans l'équation (III) on obtient : 


191 19 1 9 
Do 23 +00 (—68,253.—-) DES. 
d'où 
=. 
EJ 


En procédant de la même façon on tire de l'équation (II): 


D at e6 79. + È (68,255. =: 
230,855: 
et de l'équation (I): 
SZ1+1-0,265.7 +5 (—68,253.—) . Tr: 
Z1= 6,75 . 


Pour s'assurer que tous les calculs sont corrects substituons les valeurs 
des inconnues trouvées dans chacune des équations du système : 


EJ 


1 


1) 3.244179 ++ Zu 2,25. 3.6, 754 1-0,855 : 


1 1 1 
++ (— 68,253) +2,25 0; 


É 11 1 1 Le 5 ti 1 
2) Laits 227 28e Zi =1:6,715 us 57 +3 "0,595 ET 


1 1 1 1 


1,5, 4 1 1 5 1 
++ (—68,253 F7) 0; 
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Fig. 46.13 


1 1 1 2 en 1 Â 
4 l - = à ; 
Var his Pa 0 2e PATES SEE TE 
1 =. | 1 2 L: { 
= mm © + .— PSE ERAESS EE ne mg 
+ G 0,355 ET 6,719 ET 9 ( 68,253 F7) +117 EJ =0, 


Toutes les équations étant satisfaites, les calculs sont donc exempts 
d’erreurs. 

7. Construction de l'épure des moments flé- 
chissants 

Les ordonnées de l'épure résultante des moments fléchissants seront cal- 
culées à l’aide de la formule (14.13). 

La fig. 46.13 montre les épures obtenues par la multiplication de toutes 
les ordonnées de chaque épure unitaire (voir fig. 43.13) par les valeurs des 
réactions . trouvées : 


Mi = MZ: ; Mo= Mo: ; Ma= M3; et Mi,=MiZ. 


En additionnant toutes les ordonnées de ces épures et en y ajoutant les 
ordonnées de l’épure des M, (voir fig. 43.13) on obtient l'épure cherchée re- 
présentée à la fig. 47.143. Toutes les ordonnées de cette épure sont portées du côté 
des fibres tendues. | 

8 Vérification des épures des moments flé- 
chissants 

a) vérification de l'équilibre des nœuds. Iso- 
lons successivement tous les nœuds du portique et voyons si les conditions 
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d'équilibre y sont satisfaites (voir fig. 47.13). 


Nœud 1 
Mi = +13,785—13,785 —0. 
Nœud 2 
D'Ma= —17,425+11,139—3,714—0. 
Nœud & 


S Mi = —6,896 + 6,896 —0; 


b) vérification cinématique. (Calculons la somme algé- 
brique des aïres de l’épure des moments fléchissants suivant le contour fer- 
mé 3-2-4-5, l'épure relative à chaque élément étant préalablement divisée par 
la ‘rigidité de ce dernier. 

Puisque d’après les données du problème, les moments d'inertie J de tou- 
tes les sections transversales des éléments du portique sont identiques, on peut 


ADI 6896 (==# 
7425 AK ). 
11139 ee ca96  GÈ% 
23765 
É 


257 9/6 
Fig. 47.13 


dans le cas considéré calculer simplement Q,. On conviendra que les ordon- 
nées des épures portées vers l'intérieur du contour sont positives: 


11,257— 411,139 | 6,896—3,714 
D ne 


A 06, 6 — _6, 71846, 720 40: 


9. Construction de l'épure des efforts tran- 


chants €. 
Pour construire cette épure nous utiliserons la relation 


Mn — Mn- 
DO . 


Il s'ensuit que les efforts tranchants dans les sections ci-dessous seront : 
section © du montant O-7 ; 


13,785 
Qu —=38+— 3 


== 7,995  : 
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section 1 du même montant 


Q10 = +323 RS 4,505 t: 


sections J et 2 de la barre inclinée 1-2 


13,785 17,425 
Q 9 = Qo1 = — — 4,242 t; 


sections 2 et 3 du-montant 2-3 


11,139 — 11,257 : 
Canoe —= 3, 133 t ; 


sections 2 et 4 de la traverse 2-4 
3,714 6,896 


sections 4 et 8 du montant 4-5 


6,896 9,136 
DD LAS L 2,672 t. 


L'épure des efforts tranchants déterminée par les valeurs qui viennent 
d’être calculées est représentée à la fig. 48.13. 


: tre -5,328 
QUTTEITT: 
5175 Sn É 
ROVÉE Æ 
= Es 
— 42 
= se 

= A 2.652 


s 
D 


>. 
© 
CS, 
Le 


Ÿ 6499 3847 
Fig. 48.13 Fig. 49.13 


10. Vérification de l’épure des efforts tran- 
chants 

Prenons une section à travers les extrémités inférieures des trois montants 
et projetons tous les efforts appliqués à la partie supérieure du portique sur 
l'axe des abscisses : 


D'X—2.348-—7,595—3,733—2,672— 0. 


11. Construction de l'épure des efforts normaux 

Afin de construire cette épure, isolons successivement tous les nœuds du 
portique et déterminons les valeurs des efforts normaux dans toutes les barres 
en partant de l'équilibre de ces nœuds. On conviendra de considérer comme 
positifs les efforts normaux causant une extension. des barres. Tous les calculs 
nécessaires sont donnés au tableau 5.13. L’épure des efforts normaux est repré- 
sentée à la fig. 49.13. 
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12. Vérification de l'épure des efforts normaux 

Prenons la même section à travers les extrémités inférieures des montants et 
écrivons l’équation d'équilibre des projections verticales de tous les efforts 
agissant sur la partie supérieure du portique: 


> Y— —6,499-+3,847+ 2,652 —0. 


Cette équation étant satisfaite, on peut considérer le calcul du portique 
terminé. | 


$ 12.13. Méthode mixte 


Dans la méthode envisagée une partie des inconnues représente 
les efforts (comme dans la méthode des forces) et l’autre partie les 
déplacements, comme dans la méthode des déplacements. Aïnsi 
nous aurons comme inconnues d’une part des forces et des moments 
et d'autre part, des rotations angulaires et des translations. 

Nous exposerons cette méthode en prenant comme exemple le 
système représenté à la fig. 50.13,a. Calculons pour chaque étage 
de ce portique le degré d'hyperstaticité et le nombre de rotations 
et de translations inconnues. Le résultat de ce calcul est donné au 
tableau 6.15. 


Tableau 6.13 


Nombre de rotations et 


Etage Degré d'hyperstaticité |je translations inconnues 
Inférieur | 9 2 
Supérieur 2 12 
Au total {1 M 


On voit donc qu'il serait plus facile d'effectuer le calcul de l’étage 
inférieur par la méthode des déplacements, tandis que l'étage 
supérieur se calculerait plus rapidement par la méthode des forces. 

La méthode envisagée basée sur l'utilisation simultanée des 
efforts et des déplacements en guise d’inconnues fut proposée en 
U.R.S.S. en 1927 par le professeur À. Gvozdev qui lui a donné le 
nom de méthode mixte. 

L'application de cette méthode au système envisagé (voir 
fig. 50.13,a) permet de réduire le nombre des équations et des inconnues 
à quatre au lieu de onze (voir tabl. 6.13) trouvées pour la méthode 
des forces ou de quatorze pour la méthode des déplacements. Comme 
inconnues on pourra adopter les angles de rotation des nœuds de 
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l'étage inférieur et les efforts engendrés à la rotule du sommet. 

Le système principal mixte est représenté à la fig. 50.13,b. Ce systè- 

me est obtenu par l’élimination des liaisons du sommet et l’introduc- 

tion des liaisons fictives aux nœuds de la partie inférieure du portique. 

Formons les équations canoniques de la méthode mixte. Ces équa- 

tions exprimeront que les réactions provoquées dans les liaisons 

fictives par les rotations inconnues Z, et Z, ainsi que les déplacements 
suivant les directions des efforts inconnus X; et X, sont nuls: 
Zara + Zero + Xaris + Kara + Rip =0; 
Zaras + Zara + Xsres + ira + Rip = 0; 
Zi V3a + Z2082 + X 3038 + Xi0g1 + Asp = 0 ; 
Lada + Lodge + Xs03 + Ka ôe + Aup = 0. 
Examinons de plus près chacune de ces équations et tâchons 
d'élucider la signification de chacun de leurs termes. Dans la pre- 
mière équation : 

Ziri1 représente la réaction en- a) 
gendrée dans l’encastre- 
ment fictif Z du système 
principal par la rotation 
du même encastrement 
d'un angle Z;; 

Zor12 représente la réaction en- 
gendrée au droit du même 
encastrement par la rota- mr | 
tion de l’encastrement fic- 
tif 2 d’un angle Z, ; 

X 3713 représente la réaction en- 
gendrée au droit du même 
encastrement par l'effort 


(15.13) 


Etage 
Supérieur 


Ftège 
énférieur 


3 3 
Xar1, représente la réaction en- 
gendrée au droit du même 
encastrement par l'effort 


49 
Rip est la réaction engendrée 
au droit de ce même encas- 
trement par les charges Fig. 50.13 
extérieüres. 

La somme de toutes les réactions mentionnées doit être égale à zéro 
car en réalité l'encastrement supplémentaire n'existe pas et par consé- 
quent ne peut donner lieu à aucune réaction. Nous voyons ainsi que 
la première des équations est une équation d'équilibre qui exprime 
l'égalité à zéro du couple réactif engendré à l’encastrement fictif 7 
tant par les charges données que par les actions adoptées comme 
inconnues. 


DR 


La signification de la deuxième équation (15.13) ainsi que de 
tous ses termes est exactement la même, à cette seule différence 
qu'il s’y agit de l’encastrement fictif du nœud 2. 
Passons maintenant à la troisième équation du même groupe: 
Z:031 représente le déplacement de l'extrémité libre du système 
principal suivant l'effort inconnu X;, provoqué par la rota- 
tion de l’encastrement fictif Z d’un angle Z;: 

Z203> représente le déplacement du même point dans la même 
direction engendré par la rotation de l'encastrement fictif 2 
d’un angle Z;; 

X 30233 représente le même déplacement engendré par l'effort X;; 

X 03, représente le même déplacement engendré par l'effort 
inconnu À, : 

A3p est toujours le même déplacement mais engendré par les 
charges effectivement appliquées. 

La somme de tous ces déplacements doit être égale à zéro car en 
réalité la rotule supérieure s'oppose à tout écartement des extrémités 
supérieures des deux branches du portique et par conséquent Le déplace- 
ment mutuel des points d'application de l'effort X, est nécessaire- 
ment nul. La troisième équation exprime ainsi que le déplacement 
d'un certain point du système reste nul, ce qui veut dire que cette 
équation est une équation cinématique. La quatrième équation du 
système (15.13) exprime exactement la même idée. 

Les coefficients des inconnues dans le système envisagé appar- 
tiennent à quatre catégories différentes : 

1. Les coefficients qui représentent des réactions engendrées par 
les déplacements unitaires comme par exemple r;2: 

2. Les coefficients qui représentent les réactions engendrées par 
les efforts ou couples unitaires comme par exemple r13; 

3. Les coefficients qui représentent les déplacements provoqués 
par les déplacements unitaires comme par exemple 31; 

4. Les coefficients qui représentent les déplacements provoqués par 
les efforts unitaires comme par exemple ô3,. 

La détermination des coefficients de toutes ces quatre catégories 
a été décrite en détail plus haut. 

Notons que pour le système principal indiqué à la fig. 50.13,b 
une seule paire de coefficients Ô:, et Ô,: entrant dans les équa- 
tions (15.13) devient nulle, les inconnues X, étant symétriques et 
les inconnues X, antisymétriques. Les fonctions des charges R:,, 
Azp et A4» sont également nulles. Même si la partie inférieure du 
portique n’était pas symétrique, Les coefficients 03, et 0,4 resteraient 
nuls, leur valeur étant déterminée par les épures des moments rela- 
tifs à la partie supérieure du portique, tandis que la charge exté- 
rieure P ne peut engendrer des efforts que dans la traverse droite 
du système principal. Remarquons que si l’on adoptait comme 
système principal celui indiqué à la fig. 51.143 avec groupement 
des déplacements inconnus, un plus grand nombre de coefficients 
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deviendrait nul et le système d'équations canoniques (15.13) se 
subdiviserait en deux systèmes indépendants : le premier contenant 
des inconnues symétriques : 


Ziri + Xaris + Rip = 0; 

Za1ds1 + X 3033 + Asp —0 (quand A: 0) 
et le deuxième, les inconnues antisymétriques : 

Zara + Xiroe + Rip — 0; 

Zodu2 + Xidua + Asp = 0 (quand A,p Æ 0). 


Dans la méthode mixte les coefficients qui précèdent les incon- 
nues sont reliés entre eux par les relations suivantes: | 


Tran = Tam ; Onr — Onm ; Vin —= — nm 16.13) 
En d’autres termes le principe de réciprocité reste en vigueur pour 
les valeurs absolues des coefficients secondaires. 


Problème. Pour le portique de la fig. 52.13 dans lequel les sections de tous 
les éléments restent constantes, on demande de trouver la méthode de calcul la 


RADA 


Fig. 51.13 Fig. 52.13 


plus simple de former les équations canoniques correspondantes et de détermi- 
ner les valeurs de tous les coefficients des inconnues. a 

. Solution. Choix de la méthode: le tableau 7.13 montre que la méthode 
mixte donne les meilleurs résultats. En effet elle permet de réduire le nombre 
des inconnues à deux au lieu de quatre que l'on aurait eu dans la méthode des 
forces ou sept dans la méthode des déplacements. 


Tableau 7.13 


Nombre de rotations 
Partie du portique Degré d'hyperstaticiteé. et de translations 
‘inconnues 


Gauche | 5 
Droite 3 1 
n 


Au total 4 
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Adoptons donc la méthode mixte avec un système principal (fig. 53.13) 
et formons le système d'équations permettant la détermination des inconnues 


X: et Lo: 
X 011 Zo042 + Aip—=0;  Xyro + Zoroo-t Rap = 0. 
Le coefficient Ô:, qui représente le déplacement causé par une force unitai- 
re se déterminera en élevant au carré l’épure des M, (voir fig. 54.13): 


À 4.5 2. / 5 192 
Ô RE ——e4t— 2-42 + .82-|- 2.4.8 8-2. = ———— 


Système © 
préncipal 


Fig. 53.13 Fig. 54.13 


Le coefficient Ô12 représentant un déplacement provoqué par un autre 
déplacement s’obtiendra en se basant sur la géométrie (fig. 55.13): 
O2 = aa’ cos a = $ -p cos a — lp. 
L’angle de rotation ® — 1 et ! — 8 et par conséquent Gi: = 8 *. 
. Le déplacement 642 sera positif, le sens de ce déplacement coïncidant avec 
lu sens de l'effort X4 


Fig. 55.13 Fig. 56.13 


. Le coeîficient r:, représente la réaction engendrée au point 2 par l'effort 
X1 — 1. Ce cocfticient sera déterminé en écrivant que le nœud 2 du système 
principal est en équilibre (fig. 57.13): 

Moro +80, 

 * Cette même valeur aurait pu être trouvée par la méthode décrite au 
$ 15.8. À cette fin l’angle de rotation de l’encastrement 2 devrait être repré- 
senté par un vecteur vertical (fig. 56.13) appliqué au nœud 2, dont le moment 
par rapport au point 7 : Üy2 —1°8—8. 
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d'où 
Toi == —5. 


Notons que cette même valeur pourrait être trouvée en se servant de la 
relation rmn = — Om. | | . 
Le coefficient r>, représente une réaction causée par un déplacement uni- 
taire ou, plus précisément, la réaction à l'encastrement 2 causée par la rota- 


(6j Let 
2 ESA 2 
Fig. 57.13 Fig. 58.13 


tion unitaire (Z2 = 1) de ce même encastrement (voir fig. 55.13). Par consé- 
quent il se déterminera en examinant l'équilibre du nœud 2 du système prin- 
cipal (fig. 58.13) 


EM = Pog—u EJ — 0 


d’où 


Quant aux termes connus A4, et R2, leurs valeurs dans le cas actuel seront 
données par: 


2 
Ap=0; Rop— 4 (voir tableau 2.13). 


$ 13.13. Méthode combinée 


La méthode combinée est bien adaptée au calcul des systèmes 
hyperstatiques symétriques sollicités par les charges qui ne le 
sont pas. 

Pour mieux exposer cette méthode prenons comme exemple le 
portique représenté à la fig. 99.13. En remplaçant la charge P par 
un système de charges symétriques (fig. 60.13,a) et un système de 
charges antisymétriques (fig. 60.13,b) on obtient deux états du por- 
tique pour lesquels le nombre d’inconnues se détermine aisément. 
Ainsi dans le cas de charges symétriques le déplacement horizontal 
de la traverse 7-2 devra rester nul et la rotation du nœud 7 sera 
égale au déplacement du nœud 2 pris avec un signe opposé d’où 
Za —= À et Z — Zo (fig. 61.13,a). | 

Par conséquent, si ce portique était calculé par la méthode des 
déplacements, il suffirait de résoudre une équation avec une seule 
inconnue. Par contre, en ayant recours à la méthode des forces (en 
utilisant le système principal de la fig. 61.13,b) on aboutirait à deux 
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. équations à deux inconnues même en tenant compte du fait que 


l'effort tranchant X, est nul. 


Îl.est clair que la méthode des déplacements est celle qu’il faut 
choisir dans le cas des charges symétriques. 

Envisageons maintenant le cas des charges antisymétriques et. 
examinons le système principal correspondant donné à la fig. 62.13,a. 


On voit aisément que le nombre 
d'inconnues sera égal à deux. En 
effet les angles de rotation des 
nœuds 7 et 2 qui sont égaux en 
srandeur et en direction formeront 
la première des inconnues, l’autre 
représentant le déplacement hori- 
zontal de la traverse 7-2, ce dé- 
placement étant différent de zéro. 

Par conséquent, F’application 
de la méthode des déplacements 


Axé de symétrie 


Fig. 59.13 


a) 


Fig. 60.13 


au cas de charges antisymétriques conduirait à un système de deux 
équations à deux inconnues. D'autre part, si l’on adoptait la méthode 
des forces, on pourrait se servir du système principal isostatique 


a} 


Système principal 
hyperstatique 
{ méhode des 
déformations) 


(4 3 


b) 


J 
Système principal 
(Sostatique 


éthode des forces) 


Fig. 61.13 
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de la fig. 62.13,6 et n'avoir qu’une seule inconnue représentant 
l'effort tranchant X;, car le moment X, et l'effort normal ZX, seront 
tous les deux nuls. De cette façon on peut donc se borner à la 
résolution d’une seule équation avec une seule inconnue. | 


227 b} 
FN 2 
\ — 


Fig. 62.13 


Il s'ensuit que la méthode des forces est tout indiquée pour la solution 
du problème dans le cas de charges antisymétriques. 

Les résultats obtenus par le raisonnement ci-dessus sont indiqués 
au tableau 8.13. 


Tableau 8.13 


0 co 0 00 


Nombre d'équations 


Mode de charge- | 
ment Méthode des Méthode des Méthode adoptée 
forces déplacements 


Symétrique : | Méthode des 
déplacements 

Antisymétrique Î 2 Méthode des 
forces 


L'artifice qui consiste à appliquer des méthodes différentes 
aux deux étapes successives du calcul d’un même système sera nommé 
méthode combinée. 


Hd 


$ 14.13. Tracé des lignes d'influence 
par la méthode des déplacements 


Le tracé des lignes d'influence des efforts internes (moments 
fléchissants, efforts tranchants, etc.) engendrés dans une section 
quelconque d'un système hyperstatique, ainsi que des lignes d’influ- 
ence des flèches et des angles de rotation par la méthode des 
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déplacements requiert le tracé préalable des lignes d'influence des 
déplacements adoptés comme inconnues. 

Etudions le tracé de ces lignes en se servant comme exemple 
du système représenté à La fig. 63.13 dont tous les éléments sont 
de section identique et constante. 

L'équation unique relative au système principal hyperstatique 
de la fig. 64.13 aurait la forme: 


Zaru + rip = 0 


d’où 
Fip Ôp1 
Z: ZI = —— 
r41 F1 
car 
Fip = — Ôpt- 


Par conséquent l'allure de la ligne d'influence du déplacement 
angulaire sera donnée par l'épare des déplacements verticaux Ô,:. 

Quand Ja charge P = 1 se trouve sur la travée droite 
(fig. 69.13), on a: 


l 
lip — re (1 — U?). 


Quand cette même charge est appliquée à la travée gauche 
(fig. 66.13), cette équation devient: 


u 
FAR + v(1—v°). 


La valeur de r;, sera trouvée en se servant de l’épure unitaire 
des M; (fig. 67.13) de laquelle on tire: 


SEJ OEJ AE TJ 10EJ 
De a en à 


Notons que dans les expressions de r;,, v et w ne peuvent varier 
que de zéro à 1, car ce sont des rapports entre la distance d’un point 
à l’appui et la portée ? de la travée. 

Les valeurs de r;, caïculées en fonction de v sont indiquées au 
tableau ci-dessous. | 

Au même tableau nous avons donné également les valeurs des 
ordonnées de la ligne d'influence de Z, calculées en se servant de 


l'expression Z; — — 2. La ligne d'influence correspondante 
11 
est indiquée à la fig. 68.13. 
Le tracé de la ligne d'influence du moment fléchissant dans 
une section £ de la travée gauche sera basé sur l'expression suivante 
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Fig. 63.13 Fig. 64.13 


Fig. 65.13 Fig. 66.13 


Fig. 67.13 


Tableu 9.13 


Ordonnée Ordonnée 
Travée p Tip de la L. I. | Travée p Tip de la L. I 
de Z1 de Z1 
De : û 0 De. 1 Ï | 
droite ja | gauche L 
PS ns —_ D 
0,8 0,144 1 LA 0,8 |+0,144 1] —0,0144 Ë 
12 12 
0,6 |—0,192 7 40,019 0,6 |+0,192 1 0,019 
L 12 
0,4 |—-0,168 1 +0,0168 0,4 |+0,168 1 —0,0168 
l 2 
) = pr = a 
1,2 0,096 + 0,006 7 0,2 + 0,096 1] —0,0096 &j 
0 0 0 0 0 0 


aussi longtemps que la charge unitaire se situe dans la même travée: 
3EJ 
My Mi ——;5- Zi. 


Dans cette expression M® est le moment fléchissant dans une 
section # d’une poutre de référence hyperstatique dont l'extrémité 


digne d'influence de Z, 


N N pe 
See RSR 


| 


RER 


Fig. 68.13 Fig. 69.13 


droite est encastrée et l'extrémité gauche simplement appuyée, 
ax la distance de Ia section envisagée à l’appui gauche et — + 


la réaction de l’appui gauche engendrée par la rotation unitaire 


de l'encastrement fictif (Z1 — 1). 
L'expression utilisée pour le tracé de la ligne d’influence de 
l'effort tranchant Q, peut’se mettre sous la forme: 


3EJ 
Qu = Q — Ze 
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Quand la charge unitaire P se trouve au-dessus de la travée 
droite, les deux expressions ci-dessus se simplifient et prennent 
la forme: 


rm:  Q=—, 
Utilisons ces expressions pour le tracé des lignes d'influence 
du moment fléchissant et de l'effort tranchant agissant dans une 
section située à 0,47 de l'extrémité simplement appuyée de la travée 
gauche. | 
Dans le cas d’une charge unitaire appliquée à la travée gauche 
l'expression de M, devient: 


Mi=M = — 7,.0,41= MR — ET 7, 


Déterminons maintenant l'expression de M? et de Q% pour la 
poutre de référence hyperstatique (fig. 69.13). 

Quand la charge unitaire P se trouve sur la travée gauche, 
à droite de la section k, c'est-à-dire quand w<0,6 (voir ta- 
bleau 2.13): 

2 2 
Mi= + (3—u)-0,41; Q——(3—-u). 

Quand la charge unitaire se trouve dans la même travée mais 

à gauche de la section k, c'est-à-dire quand u > 0,6: 


M = (8—u)-0,41—(0,41— v1) = (3—u)-0,41— (u— 0,6)! ; 
Les valeurs des ordonnées de M et de QŸ ainsi calculées sont 


données au tableau 10.13. 
Tableau 10.13 


| Point d’ap- 


RL Mo va 
cation e la 0 pli i 
QU u œ  JPietiontäedl je œ 
unitaire uantiaire 
| 
0 'L 0) 0,6 0,1728 1 — 0,568 
0,2 0,0224 I 0,056 0,8 0,0816 4 — 0,296 
0,4 0,0832 1 0,208 1,0° 0 U 
0,6 


0,1728 1 0,432 | 


Quand la charge unitaire est appliquée en un point de la travée 
droite, les ordonnées de la ligne d'influence de M? et de Q% seront 
égales à celles de Ia ligne d'influence de Z (voir fig. 68.13) multi- 
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Les fig. 70.13,b et c et 71.13,b et c représentent les lignes d’influen- 
ce des différents terrmes entrant dans les expressions de M, et de Q. 
Les ordonnées des lignes d'influence de M, et de Q; représentées 
aux fig. 70.13,d et 71.13,d sont obtenues par la sommation de celles 


pliées respectivement par: 
mentionnées plus haut. 


& © 98700 | 9670 0 
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Fig. 71.13 


Fig. 70.13 


CHAPITRE 14 


CALCUL DES OSSATURES ET DES PORTIQUES 
PAR LES MÉTHODES APPROCHÉES 


$ 1.14. Généralités 


Le calcul des ossatures et des portiques compliqués par les méthodes 
précises (méthodes des forces, des déplacements, etc.) devient souvent 
inextricable, même quand toutes les possibilités de simplification 
ont été mises à profit. Il faut avoir recours aux méthodes approchées 
qui peuvent être subdivisées en deux catégories. 

Les méthodes de la première catégorie procèdent par approxima- 
tions successives (méthodes itératives) et par conséquent la précision 
des résultats peut être poussée aussi loin que nécessaire. Après 
un nombre suffisant d’approximations les résultats obtenus par 
ces méthodes ne différeront pratiquement pas des résultats donnés 
par les méthodes plus rigoureuses. 

Les méthodes de Ia deuxième catégorie sont basées sur la simplifi- 
cation tant du système des charges que du système hyperstatique 
à calculer, ce dernier étant traité ensuite par l’une quelconque des 
méthodes précises ou approchées. 

Diverses simplifications. peuvent être introduites dans un seul 
et même système, chacune de ces simplifications modifiant plus 
ou moins le résultat final des calculs. Par conséquent, il faut appren- 
dre à choisir la méthode de calcul la plus simple qui permet toute- 
fois d'obtenir un résultat d'une précision suffisante. Pour pouvoir 
faire ce choix il faut se représenter très clairement le travail de la 
structure envisagée et connaître à fond Iles méthodes de calcul 
rigoureuses. 

Les méthodes approchées sont particulièrement utiles pour le 
choix de sections d'éléments, durant l'étude des avantprojets, pour 
la comparaison de plusieurs variantes d’un ouvrage, ainsi que pour 
l'étude des constructions secondaires. 

On se souviendra qu'aucun calcul rigoureux d’un système 
hyperstatique ne peut être entrepris si toutes Les sections et rigidités 
de ses éléments n'ont pas été appréciées d’une façon approchée. 
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Le calcul approché des portiques simples n’est entrepris que 
très rarement étant donné que des solutions rigoureuses sont facile- 
ment obtenues en se servant des expressions toutes faites qu’on 
trouve dans les aide-mémoire et autres ouvrages appropriés. 


8 2,14. Méthode de redistribution des moments 


La méthode de redistribution des moments souvent appelée 
« Méthode de Hardy Cross >» appartient à la première catégorie 
et constitue en fait une application particulière de la méthode des 
déplacements étudiée au chapitre précédent. Cette méthode conduit 
à une réduction considérable du nombre d'équations et permet 
pour les systèmes, dont les nœuds ne peuvent subir que des rota- 
tions angulaires, de se. dispenser complètement de la solution simul- 
tanée des équations à plusieurs inconnues. 

Pour la première fois cette méthode fut proposée en 1929 en 
U.R.S.S. par N. Bernatski. Elle est connue sous le nom de la 
méthode de Hardy Cross en détail dans une publication parue 
en 1930. 

La méthode de redistribution des moments peut être appliquée 
en principe au calcul de tous les systèmes hyperstatiques également, 
mais pratiquement le champ de son application se réduit aux poutres 
continues et aux portiques et ossatures à liaisons surabondantes 
nombreuses dont les nœuds ne subissent pas de translations (des 
translations de un ou de deux nœuds tout au plus peuvent être 
tolérées). 

La méthode envisagée peut conduire à une économie très considé- 
rable de temps dans le calcul des ossatures des buildings ainsi que 
des cadres et portiques compliqués des constructions hydrotech- 
niques. 

La convention des signes pour les moments fléchissants et 
efforts tranchants exposée précédemment reste en vigueur et le 
système principal hyperstatique ne diffère en rien de celui adopté 
dans le cas des calculs par la méthode des déplacements. Les moments 
réactifs agissant aux extrémités des barres seront considérés positifs 
quand leur sens sera celui des aiguilles d’une montre. Les efforts 
tranchants seront considérés positifs quand ils tendent à faire 
tourner un tronçon de la barre autour de son extrémité opposée 
dans le sens des aiguilles d’une montre. 

Tous les moments réactifs seront désignés par la lettre M avec 
trois indices inférieurs, dont les deux premiers indiquent les numé- 
ros des nœuds entre lesquels la barre est insérée et le troisième, 
séparé par une virgule, la cause de ce moment. L’extrémité de la 
barre à laquelle ce moment est appliqué est toujours mentionnée 
la première. Ainsi par exemple, W;4, , représente le moment réactif 
provoqué par une charge P agissant à l'extrémité : de la barre i-#. 
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1. Calcul des systèmes à nœuds 
fixes 


Considérons le système de la fig. 1.14,a dont seul le nœud 2 
peut subir une rotation, aucun nœud ne pouvant se déplacer linéaire- 
ment. Le système principal hyperstatique représenté à la fig. 1.14,d 


Fig. 1.14 


s’obtient en introduisant au droit du nœud 7 un encastrement 
supplémentaire, le moment réactif au droit de cet encastrement 
étant égal à 

Plu PI 


= 
— 


Mu, p= —— n 


Ce moment sera considéré comme négatif car il agit dans le sens 
contraire des aiguilles d'une montre. Le moment réel engendré 
au même nœud par le chargement de la barre 7-4 tend à imprimer 
à ce nœud une rotation dans le sens des aiguilles d’une montre 
et si l’encastrement fictif est éliminé, ce nœud subira une rotatton 
angulaire égale à 1. 
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Cette rotation causera l'apparition des moments suivants aux 
extrémités de toutes les barres convergeant au nœud 7 *: 


AEJ 2EJ My, 
M2, 1— j 22 p; ; Mi, 1 = E Ep ; 
12 12 
SEJ 
Mis,a = Fe Pi: Ma,1=0; 
4EJ 2EJ Mu, 
Mi,1= ] Æ pa ; Ma =. 
14 14 


Dans ces expressions W:, , est le moment engendré à l'extrémité Z 
de la barre 7-2 et causé par la rotation du nœud 7 d’un angle œ:;: 
EJ;2 est la rigidité de la barre 1-2: l;: la longueur de cette barre, 
et ainsi de suite. 

Il est évident que fa rotation angulaire æ, du nœud 7 sera telle 
que la somme de tous les moments réactifs agissant dans les barres 
s’y rencontrant soit nulle, c'est-à-dire que 


Moi Massa + Maui Mu, p= 0. 


Cette expression ne diffère en rien de l'expression d'équilibre 
des moments utilisée dans la méthode des déplacements. Vu que 
toutes les barres convergcant au nœud 7 subissent la même rotation 
angulaire ®, on peut écrire : 


M 50, 1 Mis, : : Mi, 1 = ta : ds : Lia 
Où 


. _ Elu, ; _0E/w, ; _ Élu 
2— sn HR —— — ——— 
lo lis 


, 14 


Dorénavant nous désignerons ces valeurs par le terme rigidité 
relative. Notons que pour une barre encastrée aux deux extrémités 
la rigidité relative est égale à la rigidité de la section transversale 
divisée par sa longueur, tandis que pour une barre, dont l’une des 
extrémités est simplement appuyée, la rigidité relative doit être 
diminuée de 0,75. Les moments engendrés par la rotation du nœud 7 
deviennent égaux, par conséquent, à: 


Mis  — PE rem Mio  —MoMu,p; 
M 3,1 = Mu, p= —VWsMi, D 
Muni = Titi Fin Mic,p —UuiM4,p 
Les valeurs de ui: =: . se STE " Mas = se indiquent 


la partie du moment non équilibré repris par la barre corréspondante. 


* Voir tableau 2.13, formules relatives aux poutres de rigidité constante. 
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Nous désignerons ces valeurs par le terme coefficient de redistribution. 
Pour chaque nœud individuel la somme de ces coefficients sera 
toujours égale à l'unité. 

La somme algébrique des moments provoqués par la rotation 
du nœud 7 et des moments réactifs engendrés dans le système 
principal hyperstatique donne la valeur finale des moments agissant 
aux nœuds du système donné: 


PI PI 
Mis = Vu = ; Mis = us ; 
PI PI PI 
Mu big = — (pu) — ; 
M PI = 
Mu = = pu ; Ma = 0,; 


Mau gg + = (1+ÈE) 


Les moments ainsi trouvés doivent satisfaire à la condition : 
M 39 + Mis + Mu = 0. 


L'épure définitive des moments est indiquée à la fig. 1.14,c. 

Le calcul des systèmes hyperstatiques par la méthode envisagée 
comprend les opérations suivantes : 

1) on calcule les moments réactifs dus aux charges réelles dans 
le système hyperstatique principal en se servant des indications 
du tableau 2.13; | | 

2) on exprime que tous les nœuds sont en équilibre en y appli- 
quant des moments qui sont égaux aux moments réactifs, mais 
pris avec le signe contraire et on distribue ces moments entre Îles 
barres aboutissant aux nœuds considérés proportionnellement à la 
rigidité relative de ces barres; 

8) on transmet la moitié de chaque moment ainsi distribué 
à l'extrémité opposée de chaque barre pourvu que cette extrémité 
soit liée rigidement aux autres éléments du système. Si l'extrémité 
en question est munie d'une articulation, le moment transmis devra 
être nul ; | 

4) on reprend l'équilibre de chaque nœud déséquilibré par la 
transmission des moments qui vient d’être mentionnée. Pour accé- 
lérer le travail on peut équilibrer simultanément plusieurs nœuds 
non contigus. On répète l'opération jusqu’à ce que les valeurs des 
moments du déséquilibre soient suffisamment faibles pour qu'ils 
puissent être négligés. Les moments résultants aux extrémités de 
chaque barre du système s'obtiennent en prenant la somme algébri- 
que des moments d'encastrement, des moments distribués et des 
moments transmis. | 
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Tous les calculs doivent s'effectuer sous forme tabulaire. 

Le tableau dont on se sert pour le calcul des moments distri- 
bués et transmis doit comporter une série de colonnes et de lignes, 
chaque colonne correspondant à l’une des extrémités de chaque 
barre du système. Ces colonnes sont groupées par nœuds en réser- 
vant, le cas échéant, des colonnes supplémentaires pour des couples 
extérieurs. Le procédé à suivre Lors du calcul d'un système à nœuds 
fixes sera exposé en détail ci-dessous. 


Problème 1. On demande de construire l'épure des moments fléchissants 
pour toutes les barres d’une ferme à nœuds rigides (fig. 2.14,a). 

Les longueurs de toutes les barres, les rapports entre leurs moments d'’iner- 
tie et les charges appliquées à la ferme sont indiqués à la même figure. 


4) | _gs42ÿme b) 


Fig. 2.14 


Solution. Etant donné qu'aucun nœud de la ferme ne comporte pas d’arti- 
culations, les rigidités relatives de toutes les barres valent : 


EJ 


Er 
= 


1 


En adoptant E.= 1 et en désignant par J, le moment d'inertie de réfé- 
rence : 


__ J 
— Jo 
Les valeurs des rigidités relatives ainsi obtenues (ou plus précisément 
leurs rapports} sont indiquées à la troisième ligne du tableau 1.14. 
Les rigidités relatives étant calculées, on détermine les coefficients de 
redistribution, éomme indiqué ci-dessous pour le nœud 4: 


BUT duos JS FOIS 
0 à 5). 
Fi tiotius 33 EU 
Re 


je EE in tige +iss 333 
640 


Tableau 1,14 


Nœud n° | 1 | 4 | ÿ ; 2 
Barre n° | 1-2 | 14 | 41 | 42 | 4-3 | 3-4 | 3-2 2-3 124 2-1 
Rigidité relati-| 67 | 133 | 433 | 67 | 133 | 133 | 89 | 89 | 67 | 67 


ve i 


Coefficients de |0,333/ 0,667 | 0,40 | 0,20 | 0,40 | 0,60 | 0,40 | 0,40 |0,3010,30 
redistribu- 


tion LH 
Moments d'en- —1,40| 1,40 _4,40) 1,40 
castrement 
en tm 
110,47| 0,93 | 0,47 0,24 
EU LS —0,42—0,84l_0,56|--0,28 
dés 8 4 —0,01/—0,02|—0,01|—0,02;—0;04 
2 _[ 0,01 | 0,02 |0,0110,04 
nœuds 5 0,01 | 


Valeur finale |0,47 |—0,47! 1,85 |—0,01/—1,84| 0,55 lo, 58l_0,2600.01l0.25 
des moments | | 
fléchissants | | 


—— 


Rappelons que pour chaque nœud la somme des coefficients de redistri- 
bution doit être égale à 1,00. Les moments d'encastrement dans le système 
principal hyperstatique sont donnés par: | 


_'qi _ 1,2.3,752 
12. 12 


Ces moments doivent être inscrits dans la cinquième ligne du tableau 1.14. 
On peut procéder ensuite à l’équilibrage des nœuds 7 et 3 de la ferme, les 
nœuds 2 et 4 étant pour le moment en équilibre. | 

Au nœud Z le moment d'encastrement réactif non équilibré M,,,, est 
égal à — 1,40 tonne-mètre, ce moment agissant en sens contraire des aiguilles 
d'une montre. 

Pour l’équilibrer on doit appliquer aux extrémités de toutes les barres 
aboutissant à ce nœud les moments suivants: 


M 39,1 = 0,333- 1,40 = 0,47 tm ; 
Mis = 0,667.1,40 — 0,93 tm. 


Les moments qu'on doit transmettre aux extrémités opposées de ces deux 
barres valent : | 


Mis, p= Mis, p= Mia, p= —Ma, p= = — 1,40 tm: 


Mort = 0,90 -0,47 & 0,24 tm ; 
M s1,1 = 0,50 +0,93 TT 0,47 tm, 
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Passons ensuite au nœud 3 qui subit un moment déséquilibré Ma;,p — 
— 4,40 tm agissant dans le sens des aiguilles d'une montre. Ce moment doit 
être réparti comme suit : 
Mar,3= —0,60-1,40 = —0,84 tin ; 
M 39,3 — —0,40.1,40— —0,56 tm ; 
M ,3,3— —0,50.-0,84 — — 0,42 tm : 
Mo3,3 — —0,50.0,56 — — 0,28 tm. 
En appliquant aux nœuds 7 et 3 des moments nécessaires pour en assurer 


l'équilibre nous venons de déséquilibrer les nœuds 2 et 4 Au nœud 4 le mo- 
ment déséquilibré qu'il s'agit d'éliminer vaut: 


Mi=M y: + Mis,3— 0,47-—0,42 = 0,05 tm, 


En répartissant ce moment entre Îes trois barres aboutissant au nœud en 
question, on obtient: 
Mu, —0,40.0,05 = — 0,02 tm ; 
M 30,8 = —0,20-0,05— — 0,01 tm ; 
M y3,4— —0,40.0,05— —0,02 tm. 


La moitié de chacun de ces moments sera de nouveau transmise à l’extré- 

mité opposée de chaque barre: 
Mi,z = —0,5.0,02— — 0,01 tm 4 
Mo, = —0,05-0,01 == — 0,005 tm = 0 ; 
Mas,a== —0,5:0,02— —0,01 tm. 

On procédera exactement de la même façon pour le nœud 2 et on revien- 
dra epsuite au us 1 qu'on aura déséquilibré en y transmettant le moment 
Mis = — 0,0 , 

On s'aperçoit que le moment déséquilibré correspondant à ce nœud est de 
beaucoup inférieur à celui qu'on avait trouvé au début de l'opération, sa va- 
leur étant de l’ordre de la précision de tous nos calculs. Par conséquent, on 
peut s'arrêter là, car dans toutes les approximations successives ultérieures on 
devrait procéder à la distribution des moments inférieurs à 0,01 tm, ce qui 


serait superflu. 
Les calculs effectués au tableau 1.14 constituent toutes les opérations 


nécessaires pour résoudre le problème posé. 
L'épure des moments fléchissants sera construite tenant compte de la con- 


vention des signes adoptée. Cette épure est représentée à la fig. 2.14,b. 


2. Calcul des systèmes dont un ou 
plusieurs nœuds peuvent subir des 
translations 


Le calcul des systèmes dont les nœuds peuvent subir des transla- 
tions requiert l'introduction au droit de ces nœuds des liaisons 
supplémentaires qui s’opposeraïent à cette translation en surplus 
des encastrements fictifs s’opposant à leur rotation. Schématique- 
ment ces liaisons seront représentées par des barres d'appui supplé- 
mentaires. | 

En premier lieu on trouvera à l’aide de tables et formules appro- 
priées les moments aux extrémités de toutes les barres du système 
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principal hyperstatique comme indiqué précédemment par approxi- 
mations successives. Puis on introduira les corrections nécessaires 
pour tenir compte des translations des nœuds. Le procédé exact à 
suivre est donné dans l'exemple suivant. 


Problème 2. On demande de construire l’épure des moments fléchissants 


pour un portique à deux travées de la fig. 3.14,a dont l'un des nœuds peut 
subir une translation indépendante. 


0) 21 cJt/m.e. 


Solution. Les rigidités relatives de toutes les barres se calculent comme 


suit: 
__0,75Ji2 _ 0,75-3 | 
12 = had og 
LCR PAU LER EEE PR 
l38° Jo 


41% 643 


ST Je 5,33 — 1190: 
_ Jgx _ 9,0 

L34 — is 40 = 2 29; 
Je 27,0 


_ Ces valeurs étant connues, on procédera au calcul des coefficients de redistri- 
bution comme indiqué ci-dessous pour le nœud 2: 


PA ne DRE AE0 0: 
ds 4, 5Ù ne 
FT ê12 - dog A sas 07 


Les moments d'encastrement dans le système principal hyperstatique de 
la fig. 3.14,b sont: 


12 0,36-5,332 
Mis, p= Mie, pe — = TS — = —0,86 tm ; 
2 3.42 
Ms, p— — Mis, P= — Hs — — 5 —4,00 tm ; 
qu  Qab? 3.62  922.4.92 
M DR cc nd 


| dl Qa?b 3.6? 22.42.92 
M 3, D + ER nn —g 28,5 tm. 


L'équilibre de tous les nœuds du système dont les translations sont ren- 
dues impossibles par la barre d'appui fictive au niveau de la traverse est obte- 
nu par approximations successives comme indiqué à la partie supérieure du 
tableau 2.14. 

Afin de trouver les corrections tenant compte des translations possibles 
on exprimera que la réaction totale dans la barre d'appui fictive engendrée 
autant par les charges extérieures que par le déplacement horizontal 7, doit 
être nulle, c'est-à-dire que 


Rip + r1321—0, 


Rip étant la réaction suivant la direction de Z;, causée par les charges exté- 
rieures et 

ru la réaction suivant la même direction engendrée par le déplacement Z4 = 1. 
Pour trouver la réaction R;, calculons 1 efforts tranchants agissant aux 

extrémités inférieures des colonnes (fig. 3.14,c): 


Ms: _ 9,99 


Q12, p= — Lio — | 2,0 — — 2,995 {; 
Ma 3,71 
= — = —— — 0,925 t; 
Os, p Le 4,0 
Mist Mon Gus _  0,104+1,34 0,36.5,38 
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Tableau 2,14 


Nœud n° | È | 3 | 4 ä 

Barre n° | 2-1 | 2-3 | 3-2 | 3-6 | 9-4 | 4-3 | 4-5 | 6-4 

Rigidité relative à 1,12 | 4,50 | 4,50 | 0,75 | 2,25 2,29 | 1,50 | 1,50 

Coefficients de re- | 0,20 | 0,80 | 0,60 | 0,10 0,30 En lo 
distribution pu 

Moments d’encas- —18,8| 28,50 4,00 |—0,86| 0,86 


trement, tm 


—4,00 


0,50! 1,00! 0,66 | 0,33 


3,84 
—1,30 |—2,60 |—0,43| —1,31 | —0,65 
4,041 0,52 0,20] 0,39] 0,26 | 0,13 
—0,21 |—0,43 |—0,07 | —0,22|—0,11 
0,17| 0,08 0,03| 0,07] 0,04 | 0,02 
—0,04|—0,07 |—0,01! —0,03|—0,01 
0,03] 0,01 0,01| 0,01 


Moments non ajus- | 5,99 |—5,99| 18,14|-—3,71 |[—14,43 [—0,10 | 0,10 | 1,34 
tés en  ton- 


nes/mètres 


9,61 |—19,2|—3,20| —9,61 | —4,80 


Moments engen- |—2,25 —0,79 — 4,69 | —1,69 
drés par une trans- 

lation unitaire 

4 


2et4]|0,45 1,80 | 0,90 0,50! 1,01] 0,68 | -0,34 


ee 3 —0,20 |—0,39 |—0,06! —0,20 |—0,10 
redes 1 2et4|0,04 | 0,16| 0,08 0,03| 0,06! 0,04 | 0,02 
. 3 —0,04|—0,07 |—0,01 | —0,03|—0,01 
2et 4 | 0,01 | 0,03| 0,01 0,01 
8 _ |—0,04 L 


1,75 | 1,75 


Correction requise 
pour Z,=1 

Correction requise |—1,60 | 1,60 | 0,47 |—0,74| 0,27 | 0,88 |—0,88|—1,21 
pour Z1—0,912 

Moments fléchis- | 4,39 |—4,39 | 18,61 |—4,45|-14,16| 0,78 |—0,78| 0,13 

sants résultants 

en tonnes-mètres 


L'équilibre de la partie supérieure du portique séparée des appuis 
requiert que ZX — 0. Il s'ensuit que 


— Que, p— 63, p —O54, p— ils + Rip —=Ù0 
tou 
2,995 —0,952+4-1,23—0,36-5,33+ R17—0 
ct par conséquent, 
Rip= —1,38t, 


.… Pour déterminer la réaction r1, admettons que le système principal subit 
une translation horizontale vers la droite d'une longueur Z, — 1. Les forces 
transversales qui en résulteraient aux extrémités inférieures des colonnes 
(divisées par ÉJ,) se calculent comme suit: 


A Jo À 1,125; 
_ 3% _ 3-4 
631 — Jolk — "43. — 0,1875 , 


- 1275 12.8 
D Re = 06 
Qt TOUR, — 5,388 


Ces efforts sont indiqués à la fig. 3.14,4. Les moments d'encastrement des 
colonnes correspondantes seront : : 


Mois —1,125.2— — 2,25: 
Mass —0,1875-4= — 0,75 ; 


_ _ 5,33 
Mis Mois = —0,6825 —— = — 1,69. 


Les moments fléchissants qui correspondent au déplacement horizontal de 
la traverse Z, — 1 sont obtenus en équilibrant les nœuds comme indiqué à la 
partie inférieure du tableau 2.14. Ces moments permettent ensuite de trouver 
les efforts tranchants aux extrémités inférieures des colonnes aïnsi que la réac- 
tion r,, qui est égale à la somme des efforts tranchants agissant aux extrémités 
supérieures des colonnes. 

Les efforts tranchants mentionnés et la réaction r1, se calculeront comme 


suit : 
a TR = 0,875: 
e — TE = = 0,206; 
a jé ‘as — EU — = 0,433; 


ru = Oin,i + Os O1 =0,875 + 0,205 + 0,433 — 1,513. 
Avec ces données on peut trouver maintenant la valeur du déplace 
ment réel : 


Rip 1,38 
Zi— or +151 — 0,912. 


Le déplacement trouvé étant positif, on en conclut que son sens coïncide 
avec celui adopté a priori. | 


646 


Les corrections qu'il faut introduire maintenant s'obtiendront facilement 
en multipliant les moments dus à une translation unitaire par la valeur réelle 
de cette translation qui est égale à 0,912. En additionnant les moments non 
ajustés obtenus à la partie supérieure du tableau et les corrections trouvées on 
obtient les valeurs finales des moments fléchissants cherchés (fig. 3.14,e). 


Quand Île système à calculer peut subir plusieurs translations 
indépendantes, il faut introduire des corrections sur la valeur des 
moments dus à chacune de ces translations séparément. 

La valeur réelle de chaque translation sera déterminée par la 
résolution d’un système d'équations dont le nombre restera générale- 
ment très inférieur à celui que l’on obtiendrait en utilisant une 
des méthodes précises. | 

Par exemple, quel que soit le nombre de rotations angulaires 
inconnues, on obtiendra deux équations seulement de la forme 
suivante tant que le système ne subira que deux translations 
indépendantes : 

Ti124 + T1922 + Rip = 0; 


To1Za + ra22e + Rop = 0. 


CHAPITRE 19 


CALCULS BASÉS SUR LE POUVOIR PORTANT 
DES CONSTRUCTIONS 


$ 1.15. Généralités 


Dans le domaine du bâtiment et des travaux publics les calculs de 
toutes les constructions se basaïent jusqu’à ces derniers temps sur 
les contraintes admissibles des matériaux utilisés. Les efforts inté- 
rieurs dans tous les éléments se déterminaient par les méthodes de 
la mécanique des constructions, en admettant que la limite d’élas- 
ticité du matériau n'est jamais dépassée. Quant aux sections trans- 
vérsales des éléments, leurs dimensions devaient être telles que les 
contraintes calculées à l’aide des formules de la résistance des maté- 
riaux ne puissent jamais dépasser les tensions admissibles. Ces 
tensions admissibles étaient prises égales à la résistance à la rupture 
du matériau envisagé ou à sa limite d'écoulement divisées par un 
certain coefficient de sécurité. 

Dans cette méthode la condition garantissant Le travail normal 
de chaque élément peut être exprimée comme suit: 


Dr a 


Dans cette expression © est la contrainte calculée, ©, la résistance 
à la rupture (ou limite d'écoulement) du matériau et À le coefficient 
de sécurité (X >> 1). 

Or, on s’est aperçu que souvent pour les constructions en béton, 
en béton armé et en maçonnerie le calcul basé sur les contraintes 
admissibles conduisait à des résultats qui concordaient mal avec 
l'expérience. On a été ainsi amené à remplacer cette méthode de 
calculs par une méthode basée sur les charges de rupture. Dans 
cette dernière méthode le coefficient de sécurité ne se rapporte plus 
à la contrainte maximale qui peut naître en certains points séparés 
de l'élément, mais aux charges qui peuvent être admises soit pour 
la section entière d’un élément, soit pour un ouvrage complet. 
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Par conséquent, la condition garantissant la sécurité de la cons- 
truction prend dans cette méthode la forme suivante: 


nr 


S<+ 


où S est l'effort calculé dans l'élément considéré, S, est la charge 
de rupture pour ce même élément (c’est-à-dire l'effort nécessaire 
pour causer sa destruction) et Æ Ile coefficient de sécurité. 

En règle générale la détermination des charges de rupture s’effec- 
tue en tenant compte des déformations plastiques des matériaux. 

Le défaut principal des deux méthodes mentionnées ci-dessus 
consistait dans la constance de la valeur du coefficient de sécurité. 
En réalité celle-ci devrait être fonction d’un nombre de circonstances 
liées au travail de l'élément de construction ou de l'ouvrage 
entier. 

Conformément aux normes soviétiques actuelles le calcul de 
toutes les constructions doit s’effectuer par la méthode dite des 
états limites, mise au point par un groupe de savants sous la direction 
des professeurs V. Keldych et N. Stréletski. Par état limite d’un 
élément de construction ou d’un ouvrage on entend un état caracté- 
risé par le fait que l'élément ou l'ouvrage deviennent incapables 
de résister aux sollicitations extérieures ou ne correspondent 
plus aux exigences de l'exploitation normale soit par suite 
de déformations inadéquates, soit par suite de détériorations 
locales. 

Dans Le cas Le plus général il faut envisager les trois états limites 
suivants : 

1) état limite caractérisé par la perte du pouvoir portant pro- 
voquée par l'insuffisance soit de la résistance, soit de la stabilité, 
soit de l'endurance (dans le cas des charges répétées) ; 

2) état limite caractérisé par l'apparition de déformations exces- 
sives telles que flèches, gauchissements, etc. ; 

3) état limite caractérisé par la formation et l'ouverture des 
fissures ou par l’apparition d’autres dommages locaux entraînant 
la mise hors service de l'ouvrage (comme par exemple perte d’étan- 
chéité). 

Chacun de ces états limites peut être provoqué par un grand 
nombre de facteurs dont les principaux sont : 

1) l'intensité et le type des charges et autres sollicitations 
extérieures ; 

2) les propriétés mécaniques et la qualité des matériaux de 
construction ; 

3) les conditions de travail et d’érection (fabrication) de la 
structure (de l'élément) envisagée. 

Les calculs doivent assurer la garantie contre tout état limite 
pendant toute la durée de service de l'ouvrage et en même temps 
ne tolérer aucun gaspillage des matériaux de construction. 
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Le problème peut être envisagé sous trois espects différents : 

1) il peut être nécessaire de déterminer le pouvoir portant de 
la structure, c'est-à-dire trouver les charges qui entraîneraient 
l'apparition de l’un quelconque des états limites ; 

2) il peut être demandé de choisir les dimensions minimales 
des sections transversales de tous les éléments de la structure 
s'opposant à f’apparition de l’un des états limites sous 
l'effet d’un système de charges données agissant en des conditions 
déterminées ; 

3) il peut devenir nécessaire de déterminer le degré de sécurité 
de la structure, c’est-à-dire de trouver le rapport entre les charges 
que cette structure devra supporter et son pouvoir portant réel. 

Dans la méthode envisagée le coefficient de sécurité unique qui 
figurait dans les deux méthodes précédentes, est remplacé par un 
système de coefficients différenciés. | 

Ainsi, les charges et surcharges introduites dans les calculs 
s'obtiennent par la multiplication des charges et surcharges dites 
normatives (c'est-à-dire résultant de l'exploitation normale) par 
un coefficient de surcharge n. Ce coefficient tient compte de la possi- 
bilité d’un accroissement éventuel des charges effectivement appli- 
quées au-delà des charges normatives (ou bien d’une diminution des 
charges si les conditions de travail sont dégradées). Le coefficient 
de surcharge est fonction du type de la sollicitation. Ainsi par exem- 
ple, pour le poids mort des constructions et pour la pression hydro- 
statique des liquides un coefficient très faible nr — 1,1 * a été 
adopté, tandis que pour les surcharges provisoires appliquées aux 
planchers d'immeubles d'habitation r — 1,4. Pour Ia pression du 
vent le coefficient de surcharge est égal à 1,2, pour la neige 1,4 et 
pour la pression des corps pulvérulents il doit être supérieur ou égal 
à 1,2. Si l'on tient compte des combinaisons spéciales ou 
exceptionnelles des charges, on doit introduire un coefficient sup- 
plémentaire, dit coefficient des combinaisons compris entre 0,8 et 
0,9 qui doit être appliqué à toutes les sollicitations, exception faite 
du poids propre des éléments. Ce coefficient tient compte du fait 
que toutes les sollicitations n'atteindront jamais leurs valeurs 
maximales au même moment. 

La résistance R des matériaux introduite dans les calculs (dite 
résistance de calcul) est obtenue par la multiplication de /a résistance 
dite normative (cette dernière découlant des exigences normalisées 
concernant la qualité du matériau donné) par un coefficient d'homo- 
généité k. Ce coefficient tient compte d’une réduction possible de 
la résistance réelle du matériau par rapport à sa résistance norma- 


* Les valeurs numériques des coefficients et d'autres grandeurs mention- 
nées dans ce chapitre sont basées sur les normes et standards actuellement en 
vigueur en U.R.S.S. 
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tive due aux variations de ses propriétés mécaniques. Ce coefficient 
dépend donc uniquement des propriétés du matériau. Ses valeurs 
sont les suivantes: pour les aciers doux de 0,8 à 0,9; pour le bois 
travaillant à la flexion et pour la maçonnerie en briques 0,4; pour 
les bétons de 250 à 600 kg/cm? de résistance travaillant à la 
compression et à la flexion 0,60. Les normes soviétiques donnent les 
valeurs des coefficients d’homogénéité À pour les matériaux les 
plus divers en tenant compte de leur méthode de fabrication, de 
leur utilisation, de la nature de leur déformation, etc. 

Les particularités du travail des constructions (telles que l’influ- 
ence des agents destructifs, les concentrations des tensions négligées 
par les calculs, la possibilité d’une rupture due à un choc ou toute 
autre circonstance améliorant ou dégradant les conditions du travail 
de la construction) sont reflétées par le coefficient dit des conditions 
de travail m dont la valeur peut être supérieure ou inférieure à l’uni- 
té. Ainsi par exemple pour les rivures le coefficient des conditions 
de travail varie de 0,6 à 1,0 en fonction de leur utilisation et du 
type des rivets ; pour des poutres en bois dont aucune des dimensions 
n’est inférieure à 14 cm on prend m = 1,15 et pour certains éléments 
préfabriqués en béton armé les normes donnent m — 1,1. 

Le coefficient des conditions de travail est introduit dans le 
calcul de l'effort maximum que l'élément est destiné à supporter 
et par conséquent une diminution de ce coefficient équivaut à un 
accroissement du coefficient de sécurité global. 

Quand c’est le premier état limite, c'est-à-dire la résistance 
de l'élément ou de la construction qui sert de critère (ce qui arrive 
très fréquemment), les calculs doivent être basés sur l'inégalité 
suivante : 


S < Sims 


S étant l'effort interne dans l'élément calculé en prenant la combi- 
naison la plus défavorable des chagres dites de calcul, c’est-à-dire 
des charges normatives multipliées par les coefficients de surcharge 
et Sim étant le pouvoir portant de l'élément calculé en fonction 
de ses dimensions géométriques, de Îa résistance du matériau (multi- 
pliée par le coefficient d'homogénéité approprié) et du coefficient 
des conditions de travail. | | 

Dans certains cas les cahiers des charges autorisent le calcul 
des constructions en tenant compte de leur travail dans la zone 
plastique. Ceci permet d'obtenir des structures plus économiques, 
les réserves de résistance existant au-delà de la limite d'élasticité 
étant dans ce cas mises à profit. Les déformations des structures sont 
généralement calculées en admettant que la limite d'élasticité 
n’est dépassée en aucun de ses éléments et en prenant les coeffi- 
cients de surcharge égaux à l'unité. 
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Les paragraphes suivants seront consacrés à l'exposé des méthodes 
de calcul des systèmes compte tenu du travail des matériaux au-delà 
de leur limite d’élasticité. 


$ 2.19. Caleul des poutres isostatiques 


Dans les calculs pratiques le diagramme ordinaire « contraintes- 
déformations » des corps élastico-plastiques est généralement rempla- 
cé par le diagramme simplifié représenté à la fig. 1.15. Ce diagramme, 
souvent appelé diagramme de Prandtl, consiste d’une ligne inclinée 
correspondant à la zone élastique 
et d’une horizontale correspon- 
dant à la zone plastique, tant 
pour la compression que pour 
l'extension. Les limites d'élasti- 
cité à l'extension (016.) et à la 
compression (016.) peuvent dif- 
férer, ce qui permet de mieux 
caractériser les propriétés réelles 
de certains matériaux, tels le 
béton, l’amiante-ciment et les 
matières plastiques. On admet 
que la zone plastique commence 

Fig. 1.15 immédiatement au-delà de la 

limite d'élasticité du matériau 

mentionné sans aucun état transitoire. Dans les calculs Ia limite 

d’élasticité est remplacée par la résistance dite de calcul À ou À’ du 

matériau, qui est obtenue par la multiplication de la limite d'élas- 
ticité normative par le coefficient d’homogénéité. 

On néglige aussi l’accroissement de la résistance qui survient 
dans nombre de matériaux au-delà de la limite d'élasticité 
et on admet que les déformations plastiques peuvent croître indé- 
finiment. 

Pour les matériaux qui possèdent un palier d'écoulement très 
court, comme c'est le cas de certains aciers laminés, l'emploi du 
diagramme simplifié n° est justifié que quand les déformations du 
matériau restent dans les limites de ce palier. La rupture des 
éléments en béton armé est généralement due au dépassement 
de la limite d'élasticité des armatures et au fluage du béton; le 
diagramme de la fig. 4.19. est donc applicable au béton armé. Pour 
les matériaux fragiles ce diagramme ne convient guère. 

Considérons la section transversale d’une poutre isostatique sou- 
mise à la flexion pure (fig. 2.15,a), cette section étant symétrique 
par rapport à un axe vertical. Pour simplifier les choses adoptons 


S| Lomrtentes 6 


Déforaations € 


COLRIESSQUS 


O6 = Ojé-. 
652 


Aussi longtemps que la limite d’élasticité n’est dépassée en 
aucun point de la section transversale (cette limite étant confondue 
sur le diagramme simplifié avec-la limite d'écoulement) l'épure 
des tensions normales dans la section considérée sera composée 
de deux triangles comme indiqué à la fig. 2.15,b. 

Il arrive un moment quand les contraintes dans les fibres margi- 
nales atteignent Îa limite d'élasticité 016. comme indiqué à la 
fig. 2.15,c. À ce moment le travail purement élastique de l'élément 
prend fin. 

Dans les méthodes de calcul basées sur les contraintes admissibles 
l'apparition des déformations non élastiques dans les fibres margi- 
nales était considérée comme le signe de l’épuisement de la portance 


D} C} 


Cr. é.. 


de l'élément. Or, en réalité les fibres de l’intérieur de la section 
restent encore dans la zone élastique et par conséquent les charges 
extérieures et le moment fléchissant peuvent être accrus sans 
causer la destruction de cette poutre. 

Avec l'accroissement continu du moment fléchissant les contraintes 
dans les fibres pour lesquelles la limite d'écoulement est dépassée 
resteront constantes, tandis que les contraintes dans les fibres plus 
rapprochées de l’axe neutre continueront à augmenter à mesure 


que diminue la zone élastique de la section (fig. 2.15,d). 


À la limite l’épure des contraintes normales tend vers la forme 
indiquée à la fig. 2.15,e. À ce moment le pouvoir portant de ia poutre 
est complètement épuisé et dans la section envisagée il se forme une 
rotule plastique. Gelle-ci diffère d’une articulation idéale par lé 
fait qu'elle possède deux couples opposés dont chacun est égal 
au moment Mjim développé par les forces de résistance intérieure. 
Notons aussi que la rotule plastique cesse d'exister aussitôt que 
la poutre est déchargée ou dès que le moment change de signe. Dans 
les deux cas la poutre reprend ses propriétés élastiques. 
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Le moment fléchissant au droit de la rotule plastique qui déter- 
mine le pouvoir portant réel de la poutre est considérablement plus 
grand que le moment correspondant à l'apparition des contraintes 
égales à la limite d'élasticité dans les fibres marginales. Le calcul 
de ce moment peut s'effectuer de la façon suivante. 

Lors de la formation de la rotule plastique tous les points de la 
zone étirée de la section transversale sont soumis à des contraintes 
dont l'intensité reste constante et égale à 016. tandis que tous les 
points de la zone comprimée subissent des contraintes égales 
à O1.6 — Voie. Vu que l'effort normal dans une section soumise 
à la flexion pure est toujours égal à zéro, la résultante de toutes les 
contraintes dans la zone étirée doit être égale à la résultante des 
contraintes dans la zone comprimée, ce qui peut s'écrire: 


ŸO1.6. Fa — O1.6.F?, 
d'où 
ge rs pv. 
ÿ +1" 2? yp+1? 


étant l’aire totale de la section transversale. 

Cette équation permet de déterminer la position de l’axe neutre 
qui ne coïncidera pas nécessairement avec l’axe de symétrie de la 
section. 

Pour trouver le pouvoir portant réel de la poutre ou, en d'autres 
termes, le moment maximum qui peut être développé dans la section 
envisagée, il faut trouver le moment de toutes les forces intérieures 
par rapport à l'axe neutre ainsi déterminé. 

Remplaçant les contraintes correspondant à la limite d'écoule- 
ment 616. par les contraintes dites de calcul R et en introduisant le 
coefficient des conditions de travail m, nous obtenons: 


M im =mR É \ YidFi + \ yadFa | = MR (hS; + S2) =mRW,. 
F2 


F1 


F= 


Dans cette expression y1 et y, représentent les distances des aires 
élémentaires dF, et dF, (ces aires se trouvant dans les zones supérieure 
et inférieure de la section respectivement) à l’axe neutre et S, et S, 
les moments statiques des parties supérieure et inférieure de la 
section par rapport à ce même axe. 

Ci-dessous nous désignerons W, — #S, + S: par le terme 
moment de résistance plastique de la section. 

Notons que la valeur de WMiim ne serait pas modifiée si les forces 
intérieures étaient rapportées non plus à l’axe neutre mais à l'axe 
passant à mi-hauteur de la section transversale 

Pour une section rectangulaire le moment de résistance plastique 
est égal à 

2 
Wat Se= GED = 
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b et k représentant respectivement la largeur et la hauteur de la 
section considérée, tandis que 


1. OR 
Mere pet 
Quand + — {, ce qui a lieu par exemple pour l'acier, W, — 7 


et par conséquent 


W étant le moment de résistance correspondant au travail élastique 
de la section. 

Quand 4 = 2, comme c'est le cas par exemple pour l’amiante- 
ciment, on à 


D 
On voit donc que le calcul des constructions compte tenu du travail 
plastique des matériaux permet d’accroître sensiblement les charges 
qui peuvent être appliquées aux ouvrages. Notons que pour une 


section en Z ou en À, quand w = 1, de: = 1,15 et dans ce cas Île 


gain obtenu est considérablement réduit. 

Pour les matériaux caractérisés par des valeurs importantes de Ÿ, 
l'effet économique obtenu en tenant compte du travail plastique 
devient très appréciable car les charges peuvent être augmentées 
de deux fois et même davantage. 

La répartition des contraintes et des zones de plasticité suivant 
Ia longueur de la poutre dépend de la forme de l’épure des moments 
fléchissants. 

Lors du déchargement les contraintes décroissent suivant une 
loi linéaire comme indiqué en pointillé à la fig. 1.19, la droite de 
déchargement étant parallèle à celle correspondant au chargement. 
Ceci veut dire que le matériau devient élastique lors de son décharge- 
ment. L'épure des contraintes normales dans la section transversale 
de la poutre correspondant au déchargement et l’épure obtenue 
lors du chargement doivent être superposées, la première de ces 
deux épures étant prise avec un signe négatif (fig. 2.15,f). 

Quand la poutre est complètement déchargée, l'épure de tensions 
normales prend la forme représentée à la fig. 2.15,g. Le moment 
des efforts intérieurs doit dans ce cas être nul car le moment fléchis- 
sant dans une section est toujours égal à zéro quand aucune force 
extérieure n’est appliquée à l'élément. 

Le pouvoir portant des poutres soumises à des charges verticales 
peut être réduit considérablement par les tensions tangentielles 
auxquelles les matériaux deviennent très sensibles dans la zone 
élastico-plastique. 
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.. Problème. On demande de choisir la section transversale d'une poutre 
simplement appuyée dont la portée est égale à 6,0 m, cette poutre étant soumi- 
se à l’action de son poids mort, uniformément réparti, d'intensité g = 2,0 t/m.c. 
et d'une charge concentrée appliquée au centre de la portée P — 5,0 t. Les 
coeïficients de surcharge sont respectivement ra = 1,1 et np = 1,4, le coeffi- 
cient des conditions de travail m — 0,90. La poutre est en acier doux dont la 
résistance dite de calcul est R — 2100 kg/cm2. | 

Solution. Le moment fléchissant que la poutre doit être capable de suppor- 
ter est égal à 
n qi? nnP 
29”. PP l _1,1:2,0.62 | 1,456 

8 4 8 4 

— 9,9 +- 10,5 — 20,4 tm — 2 040 000 kg cm. 


Nf == 


Le pouvoir portant d'une poutre en acier travaillant en flexion sera donné 
par : 
Miim=mRW;,=0,9.2100W, — 1 890W,... 
Adoptons une section en I dont le moment de résistance plastique Wo & 


& 1,15 W et égalons le moment fléchissant calculé au moment Miim caracté- 
risant la portance de la section: 


M= Mimi 890W , ; 
| 2 040 000 — 1 890:1,15W 
d'où W—940 cm. 
On adopte une poutre en Ï n° 36,c dont le moment de résistance W — 
— 962 cm$. 
Si le calcul était basé sur les contraintes admissibles, il aurait fallu adop- 
ter une poutre en I n° 40,c. | 


$ 3.15. Caleul des poutres hyperstatiques 


L’épuisement du pouvoir portant dans certains éléments d’un 
système hyperstatique n’entraînera pas la destruction de l’ensemble 
du système si les éléments restants peuvent constituer un système 
géométriquement invariable capable de supporter des charges supé- 
rieures. Les déformations plastiques des éléments surchargés entraî- 
neront une redistribution des efforts grâce à laquelle le pouvoir 
portant de tout le système sera augmenté. La destruction du système 
ne pourra avoir lieu que moyennant l'épuisement de la portance 
d'un nombre d'éléments égal au nombre de liaisons surabondantes 
augmenté d'une unité. 

Le calcul des systèmes hyperstatiques compte tenu des déformations 
plastiques des matériaux peut s'effectuer par la méthode des rotules 
plastiques que l’on pourrait également appeler méthode de l’équi- 
libre limite. Cette méthode admet l’utilisation de deux procédés 
différents, l’un cinématique et l’autre statique. Le procédé cinéma- 
tique requiert que l’on connaisse les lignes ou les points de rupture 
du système ; ceci permet de former les équations d'équilibre du méca- 
nisme transformé après l'épuisement du pouvoir portant du système. 
On admet que toutes les charges extérieures augmentent propor- 
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tionnellement et que leurs points d’application et leurs directions 
restent invariables. Le mode de destruction auquel on aura affaire 
en réalité sera celui qui correspond à la valeur minimale des 
charges de rupture. 

Les équations d'équilibre limite peuvent être basées soit sur les 
considérations d'équilibre (équations fournies par la statique), 
soit sur le principe des travaux virtuels. Dans le dernier cas on doit 
imprimer au système un déplacement infiniment petit compatible 
avec les liaisons naissant après la transformation du système en 
un mécanisme. 

Le procédé statique consiste dans la recherche de la répartition 
des efforts intérieurs dans le système hyperstatique capable 
d'entraîner la destruction du système compte tenu des contraintes 
initiales ou inhérentes au système. À cette fin on choisit une dis- 
tribution des efforts intérieurs se trouvant en équilibre avec 
les charges effectivement appliquées et l’on y ajoute un nombre 
de systèmes d'efforts intérieurs supplémentaires, chacun de ces 
systèmes étant intérieurement équilibré, c’est-à-dire correspondant 
aux charges extérieures nulles. Le nombre de ces systèmes supplé- 
mentaires doit être égal au nombre de liaisons surabondantes du 
système hyperstatique de départ. 

Quand l'état d'équilibre limite est atteint, les efforts intérieurs. 
résultants dans certains éléments doivent dépasser le pouvoir portant 
de l'élément correspondant. 

La répartition réelle des efforts intérieurs sera trouvée en recher- 
chant là valeur maximale du pouvoir portant du système. 

Les résultats obtenus par les deux procédés mentionnés (procédé 
cinématique et procédé statique) pour un même système hypersta- 
tique seront toujours les mêmes. Dans un nombre de cas on peut. 
avoir recours à l'artifice de l'égalisation des moments découlant. 
du procédé cinématique. 

Pour une poutre continue l'apparition de chaque rotule plastique 
signifie l’élimination d’une liaison surabondante et par conséquent 
l’abaissement de son degré d’hyperstaticité d'une unité. Dès lors 
l'épuisement complet du pouvoir portant d’une poutre continue 
ne peut survenir avant que le nombre de rotules plastiques n'atteigne 
son degré d'hyperstaticité augmenté d’une unité. 

Cependant la portance d’une travée de la poutre sera complète- 
ment épuisée dès l'apparition de trois rotules plastiques dans cette 
travée. Il faut donc considérer chaque travée d'une poutre 
continue séparément. 

Prenons comme exemple le système représenté à la fig. 3.19, 
et recherchons son pouvoir portant maximum correspondant aux 
charges dont la distribution dans chaque travée est indiquée à la 
même figure. Choisissons pour cette poutre un système isostatique 
principal, tout comme nous l’'aurions fait si l'on ne tenait compte 
que du travail élastique du matériau. Ce système est indiqué à la 


1/2 42—163 657 


fig. 3.19,b. Construisons maintenant séparément. les épures des 
moments fléchissants engendrés par les valeurs maximales des 
moments d'appui compatibles avec les sections correspondantes 
de la poutre (fig. 3.15,c) et par les charges extérieures dont les points 


a) 
h) M j “ 
# Wii Min #Moim à W ». | 
nu lim M Ut ee 4 Meur Ma Lea sr MC ner W, W, "Si 
£) 
DUT WE 
Prin ab Il Il Gotim L2 Il } Faso La 
l, 8 3 
e) 
Main dE = Î 4 
Main Main Wa _ ‘ Ma iim 


Fig, 3.15 


d'application et les directions sont connus, mais dont les intensités 
restent à déterminer (fig. 3.19,d) *. 

Les moments d'appui provoquant l'apparition des rotules plas- 
tiques en ces points doivent correspondre nécessairement aux 
moments maximums que les sections en question peuvent supporter, 
c'est-à-dire à 


Mi rim; M2,iim: Ma,iim et M4, 1ime 


La superposition de l'épure négative des moments d'appui 
à l'épure positive des moments en travées causés par les charges 
réellement appliquées permet d'obtenir l’épure résultante des moments 
pour la poutre continue. En effectuant cette superposition on s'assu- 
rera que les ordonnées positives de l’épure résultante dans chaque 
travée correspondent au pouvoir portant de cette travée, comme 
indiqué à la fig. 3.15,e. L’intensité des charges entraînant l'épuise- 


| * L'épure des moments d'appui représentée à la fig. 3.15,c a été cons- 
truite en admettant que les sections transversales varient d’une section à 
l'autre. 
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ment du pouvoir portant de chaque travée sera calculée en égalant 
l’ordonnée maximale du moment fléchissant engendré dans la 
poutre de référence à la somme (en valeurs absolues) de l’ordonnée 


Pl, Him FPoiim um Peum Fiim 
sum | 
£ {tri 
ÿ ! [2 J ” 
Led : nr ee 
Es dr de à TT | é . 
EE  — 
: — À | f \ A 4 An à 
EU V7 IN NI 
| Fig. 4.15 


maximale des moments résultants en travées et de l’ordonnée de 
l'épure des moments d'appui mesurée au même endroit. 
Ainsi par exemple, pour la première travée gauche on aura 


Pi 1imabd _ M a 
Re DE + M À, jte 
d’où 
_ Miiim 1 Ma, lim 
Fm ab 
Etant donné que Mi jim — Mo,1iim pour la deuxième travée 
cette relation deviendra 


2, lim? 
TS — = Mi, lim + M, lim 


d'où 
8(Mi,timtMp,iim) 
2, lim = ( ER lim’ 
Pour la quatrième travée on aura de même 


P U M 2M | 
hs un & u + tm + M) ji 
d’où 
M3, im + 2M 5, 1im + 3Mp, 1im 
Le ‘ 

Les valeurs maximales des charges ainsi trouvées détermineront 
complètement le pouvoir portant de chaque travée et de l’ensemble 
de la poutre continue. 

Il devient particulièrement simple de trouver le pouvoir portant 
d'une poutre continue de section constante. En effet il suffit dans 
cé cas d’égaliser les ordonnées de l’épure définitive des moments 
en travées et aux appuis (fig. 4.15). 


P;, lim — 
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Pour résoudre le problème inverse, c’est-à-dire trouver les sec- 
tions requises pour supporter les charges données, il faut construire 
d'abord les épures des moments fléchissants pour chaque travée 
considérée indépendamment des autres. Ceci étant fait, on choisira 
les valeurs des moments aux appuis et en travées de facon que leurs 
ordonnées soient dans le même rapport que les résistances des sections 
correspondantes. Ces rapports doivent être choisis préalablement, 
car autrement on obtiendrait une infinité de solutions. : 

Proposons-nous de trouver l’épure des moments fléchissants 
agissant dans la poutre du problème précédent, le vecteur intensité 
des charges étant connu au préalable. 

On admettra que ces charges (multipliées par les coefficients 
des surcharges appropriés) doivent causer l'épuisement du pouvoir 
portant de la poutre et par conséquent pour chacune des travées 
les valeurs maximales des moments positifs et négatifs doivent 
coincider avec la portance des sections correspondantes. On commen- 
cera par la construction de l’épure des moments fléchissants engendrés 
dans chaque travée considérée indépendamment, et on en calculera 
les ordonnées caractéristiques. 

Ensuite, on choisira pour chaque travée des moments d'appui 
dont la valeur serait égale au moment résultant maximum en travée 
comme indiqué à la fig. 5.19,b obtenant ainsi des épures résultantes 
provisoires non équilibrées aux appuis. Si la poutre calculée doit 
être de section constante, on s'arrêtera là et le choix de la section 
sera basé sur Île moment maximum obtenu. Dans l'exemple 
envisagé ce serait Le moment agissant dans la première travée gauche. 
Dans toutes les autres travées les charges appliquées n’entraîneront 
pas l'apparition des rotules plastiques et-par conséquent le pouvoir 
portant de ces travées sera surabondant. 

Si l’on se proposait de construire l’épure des moments fléchis- 
sants provoquant la formation de rotules plastiques dans toutes 
les travées directement chargées, il faudrait équilibrer les moments 
fléchissants agissant à gauche et à droite de chaque appui. 

On commencera toujours par les travées les moins chargées en 
passant successivement aux travées pour lesquelles les moments 
fléchissants ont des valeurs de plus en plus importantes. Ainsi 
dans l'exemple considéré on débutera par la deuxième travée 
gauche pour laquelle l’épure adoptée sera considérée comme 
définitive. 

On passera ensuite à la première travée gauche en tenant compte 
du fait que le moment-agissant au droit de l’appui Z (voir fig. 5.15, a) 
est déjà connu. On passera ensuite à la travée 4. Cette travée étant 
précédée d’une travée non chargée, son épure provisoire sera aussi 
adoptée comme définitive. 

L'épure des moments dans la travée $ sera obtenue en traçant 
simplement une droite par les ordonnées des moments aux appuis 2 
et 3 déjà connus. L’épure résultante des moments fléchissants qui 
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Fig. 5.15 


peut servir directement à la détermination des sections de la poutre 
tant aux appuis qu'en travée est représentée à la fig. 5.15,c. 

Il est apparent que les sections transversales de la poutre diffé- 
reraient d'appui en appui et d’une travée à l'autre, mais on obtiendra 
finalement une poutre d'égale résistance pour le système de charges 
adopté. 

D'autres solutions du même problème pourraient être obtenues 
si le rapport choisi entre les valeurs des moments aux appuis et en 
travée était différent de l'unité. S'il n'était pas nécessaire d'aboutir 
à une poutre d'égale résistance, on pourrait trouver encore d’autres 
solutions au même problème. 

On peut adopter comme point de départ l'épure des moments 
fléchissants agissant dans la poutre continue considérée comme 
élastique. Les données nécessaires pour le choix des sections seront 
obtenues en égalisant les moments aux appuis et en travées. 

Pour déterminer le degré de sécurité d’une poutre continue de 
section connue et sollicitée par des charges bien déterminées on doit 
calculer le pouvoir portant de chaque travée. A cette fin on procède 
à la construction de l’épure des moments fliéchissants en égalant 
les ordonnées aux appuis et en travées comme indiqué aux 
fig. 3.19 et 4.15 avec cette différence que les pouvoirs portants 
des différentes sections de la poutre doivent être calculés sans tenir 
compte des coefficients des conditions de travail. Ces derniers seront 
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déterminés ensuite pour chaque travée séparément en divisant la 
valeur des charges provoquant l'épuisement du pouvoir portant de 
la travée considérée par l'intensité des charges auxquelles cette 
travée doit résister. 

Le même problème peut être résolu par un procédé quelque peu 
différent. On peut construire l'épure des moments fléchissants 
égalisés comme il a été fait à la fig. 5.15, en déduire la portance 
requise des sections de chaque travée et ensuite comparer ces por- 
tances avec celles de la poutre donnée. Ce procédé permet la déter- 
mination des valeurs réelles des coefficients des conditions de travail. 

Jusqu'à présent nous avons admis que les rotules plastiques se 
formeront aux appuis et au droit 
des moments fléchissants maxi- 
mums en travées. Or, dans la pra- 
tique on peut rencontrer des pou- 
tres dont le pouvoir portant des 
sections varie brusquement, com- 
me c’est assez souvent le cas avec 
des poutres en béton armé. Il de. 
vient alors impossible de dési- 
gner a priori les points de forma- 
tion des rotules plastiques. 

Dans ces cas-là il faut com- 
mencer par la construction des 
épures représentant la variation 
de la portance des sections sui- 
vant la longueur de chaque tra- 
vée. Une telle épure comprendra 
généralement une partie positive et une partie négative, car chaque 
section peut supporter des moments de signe différent, quoique 
la valeur absolue de ces moments peut différer très considéra- 
blement. 

L'’épure des moments fléchissants devra s'inscrire dans l’épure 
de la portance des sections de façon à avoïr avec cette dernière trois 
points de contact. La position de ces points de contact déterminera 
la position des rotules plastiques. 

Admettons par exemple que l’épure des portances des sections 
de la première travée de la poutre représentée à la fig. 4.15 ait 
l’allure indiquée par une ligne brisée à la fig. 6.15. En y inscrivant 
l'épure des moments fléchissants correspondant à cette travée nous 
voyons que les rotules plastiques doivent se former au droit des 
sections À et £. 

La valeur maximale de la charge P sera déterminée en partant 
des ordonnées des deux épures et sera égale à 


ME,jim Fe M4, im (at bs) 


P: — 
1, lim b, ab; 
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Dans une poutre continue à plusieurs travées de portance variable 
les rotules plastiques peuvent se former en différents endroits 
comme indiqué à la fig. 7.19. 

Chaque répartition de ces rotules correspondra à un pouvoir 
portant différent de la poutre. Dans le calcul il faut adopter les 
valeurs minimales des charges de rupture découlant des divers modes 
de destruction de la poutre. Les modes de destruction incompatibles 
avec les données du problème doivent naturellement être exclus. 

Si les sollicitations qui agissent sur une poutre continue consis- 
tent de charges fixes et de surcharges dont les intensités sont 


r | 
LD | Pr, # hd 
Fig. 7.15 


reliées entre elles par un rapport donné, les valeurs maximales de 
ces sollicitations seront déterminées en construisant une épure 
enveloppante des moments fléchissants, dont les ordonnées doivent 
être fonction d’un paramètre donnant simultanément l'intensité 
des charges et celle des surcharges. On considérera que la poutre 
travaille entièrement dans la zone élastique et on procédera à l’égali- 
sation des épures des moments compte tenu des portances des sec- 
tions de cette poutre. Cela fait, on peut trouver la valeur des charges 
de rupture. 

Quand les charges appliquées (charges fixes et surcharges) sont 
connues, le pouvoir portant de différentes sections de la poutre sera 
déterminé en égalisant les épures des moments fléchissants provo- 
qués par ces charges (multipliées préalablement par les coefficients 
de surcharge appropriés). 

On s'aperçoit ainsi que le calcul des systèmes hyperstatiques, 
compte tenu des déformations plastiques du matériau, peut se réaliser 
sans avoir recours aux équations caractérisant les déformations 
du système. 

Notons également que la formation des rotules plastiques con- 
vertit la poutre continue hyperstatique en un mécanisme qui est 
complètement insensible aux dénivellations d'appuis ou aux varia- 
tions dans le degré d'encastrement de ses extrémités. Il en est de 
même pour les variations de température ou les défauts d'assemblage. 
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Le déchargement d’une poutre continue dont certaines sections 
sont entrées dans la zone d'écoulement conduit à l’apparition de 
déformations permânentes et de contraintes résiduelles, ces contrain- 
tes ne s’équilibrent pas dans chaque section comme ce serait le cas 
pour -une poutre isostatique. Des liaisons surabondantes se déve- 
lopperont ainsi et ne s’annuleront plus pour une poutre déformée 
même quand toutes les charges sont enlevées. La détermination de 
ces contraintes résiduelles est assez compliquée et comme elles 
n'influencent pratiquement pas le pouvoir portant de la construction, 
nous passerons outre. 


Problème. On demande de déterminer le pouvoir portant d’une poutre 
continue représentée à la fig. 8.15 et constituée par une poutrelle en I n° 20,a 
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dont le moment de résistance W — 237 cm3. Le matériau est de l’acier doux 
ordinaire, avec une résistance dite de calcul R = 2100 kg/em2. Le coefficient 


des conditions de travail m — 1,0. 
Solution. Le pouvoir portant de la section transversale de la poutre 


travaillant à la flexion est égal à 
Miim=mRW,=mR 1,15W —1,0-2 100:1,15-237 — 573 000 kgem = 5,73 tm. 


Vu l'égalité des moments en travées et aux appuis on aura pour la première 
travée gauche 


d'où 


Pour la deuxième travée on a de même: 


: 13 
AR = 2Mjjm 


et, par conséquent, 


16M: 16.5,73 | 
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Pour l'extrémité en porte-à-faux: 


À Lè 
— LL — Miim 


d'où 


Him RE 74.58 —= 2,10 t/m. C. 


$ 4.15. Calcul des portiques et des arcs 
hyperstatiques 


Les éléments des portiques et des arcs sont généralement soumis 
à l'action combinée des moments fléchissants et des efforts normaux, 
Par conséquent, nous devrons étudier en tout premier lieu la résis- 
tance qu'un élément peut offrir à ce type de sollicitations quand la 
limite d'écoulement du matériau est déjà dépassée. 

Nous admettrons que le matériau possède des résistances diffé- 
rentes à l'extension (016) et à la compression (01.6, — WŸ01.6.). 


Etimé. = VGtim.é, 


Fig. 9.15 


Nous nous bornerons au cas où la section transversale de l’élément 
considéré possède au moins un axe de symétrie, le plan d’action du 
moment fléchissant M ;n qui y agit passant par cet axe. 

Supposons que l'élément est sollicité également par un effort 
normal Viim agissant suivant son axe longitudinal (fig. 9.15). 

Dans ce cas, la rotule plastique se formera quand l’épure des 
contraintes normales prendra la forme indiquée à la fig. 9.15,c. 
L'axe neutre se déplacera vers le bord de la section, avec la diminu- 
tion de l’excentricité e qui est donnée par e — Miim/Niim. 

La valeur maximale de l'effort normal Wiin.sera donnée par la 
résultante de tous les efforts élémentaires agissant dans cette 
section, ce qui peut s’écrire: 


Niim= 01. 6. (bi — Fo), 


F, ef Fa étant les aires des zones comprimée et tendue de la 
section transversale respectivement. 
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Etant donné que F, + F,; = F on peut trouver les aires de cha- 
cune de ces zones, ce qui détermine en même temps la position de 
l’axe neutre : 


CS ee 


Dans cette expression ÂMiim — Voie représente la valeur 
maximale de l'effort normal pour le cas de compression pure. 

La valeur maximale du moment fléchissant qui peut exister 
en même temps qu'un effort normal Viin sera donnée par 


Miim = 01.6. (DFiya + Foy2) = Miim:v, 


y1 et y2 étant les distances des centres de gravité des. zones comprimée 
et tendue respectivement au centre de gravité de la section entière 
et Miim = 016.W, la Valeur maximale du moment fléchissant qui 
pourrait être supporté par la section en cas de flexion pure. Dès lors 
le coefficient 
__ Pays + Faye 
Wo 


caractérisera l'influence de l'effort normal sur la résistance de la 
section à la flexion. 

W, représentera comme d'habitude le moment de résistance 
plastique de la section. Il sera déterminé en tenant compte des 
différentes limites d'écoulement à la compression et à l’extension du 
matériau. 

Pour une section rectangulaire de dimensions b X k et possédant 
Dora hà 


re" on trouve : 


un moment de résistance W 


ho Niim : | VAR _— Niim : 
here (ro): ere (in): 
Niim = VŸ01.6. 0h; 
k—h: . ho, __R—ho hi 
Y1 — 2 EUR. Y2 — D TD 
_ (Phuket haha) (A+) Niim 2 Mim 
ph? | =(1+% nn) (1 a.) | 


À la fig. 10.15 nous avons représenté graphiquement les fluctua- 
tions du coefficient v en fonction du rapport Viim/ Wim pour diverses 
valeurs de %Ÿ. Notons en passant qu'on pourrait construire des 
diagrammes tout à fait semblables pour les éléments en béton armé. 

En examinant les courbes de la fig. 10.15 on s’aperçoit que quand 
les limites d’élasticité du matériau à l’extension et à la compression 
ne diffèrent pas (Ÿ = 1}, le coefficient v est toujours inférieur 
à l’unité. Par contre, quand les limites d'élasticité diffèrent (dv 1}, 
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le coefficient v peut devenir supérieur à l'unité. Il s'ensuit que dans 
ce cas-là, le pouvoir portant d’un élément à la flexion peut être 
accrû par l'application d’un effort normal. Le cas de ÿ = 0 ne 
présente qu’un intérêt purement théorique. Dans les calculs pra- 
tiques on remplace la limite d’élasticité 01.6. par le produit m- Rext, 
c'est-à-dire par la résistance dite de calcul du matériau à l’extension. 


: # 2 
Moi MinVi Mi Pig 3 Mr bé, & Dh 


-40 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 10 


W, tm : | , WW; 
Extension Lim 
Ne COrMpression Vin 
Fig. 10.15 


Dans le calcul des arcs et des portiques hyperstatiques la diffi- 
culté principale réside dans la recherche de [a position des rotules 
plastiques, c'est-à-dire dans la détermination du mode de destruc- 
tion de la construction. 

Dans un nombre de cas il peut être très utile d'effectuer au préa- 
lable le calcul du système en le supposant élastique et d’en tirer 
la position des rotules plastiques qui coïncidera avec celle des 
ordonnées maximales des moments fléchissants. 

Le mode de destruction d'un arc à deux rotules différera en fonc- 
tion de la position des charges. Quand celles-ci sont appliquées 
symétriquement, la destruction de l'arc se produira avec la formation 
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de quatre rotules plastiques (fig. 11.15,a), leur nombre pouvant 
se réduire à trois si les deux rotules centrales se confondent 
(fig. 11.15,b). Pour une application non symétrique des charges 
le nombre de rotules plastiques devient égal à deux (fig. 11.15,c). 

Montrons que le procédé qui consiste à égaliser les épures des 
moments peut être appliqué également au calcul des arcs à deux 
rotules (fig. 12.15). 

Ayant choisi un système principal isostatique construisons pour 
ce système l’épure des moments MW; engendrés par la poussée X; 
et l’épure des moments M, engendrés dans une poutre de référence. 


L f r” |} e 
7 ar” RSR 
} Ve | \ 
A --- à 


K 
LL 


Fig. 11.15 


Pour obtenir l’épure définitive des moments M il faut additionner 
les ordonnées des deux épures M, et M, qui sont de signes diffé- 
rents. Notons que la configuration de l'épure des W, répète celle 
de la fibre moyenne de J’arc. Les échelles des deux épures doivent 
être choisies de telle façon que les ordonnées de l'épure résultante 
au droit des rotules plastiques (ordonnées maximales) soient entre 
elles dans le même rapport que les portances des sections correspon- 
dantes. 

Pour tenir compte des efforts normaux il faut déterminer la 
portance de ces sections en tenant compte du coefficient v. Vu que 
les efforts normaux agissant dans chaque section ne sont pas connus 
a priori, il devient nécessaire d'adopter des valeurs de v arbitraire- 
ment. En première approximation ces valeurs peuvent être prises 
égales à l'unité. 

L'épure des moments résultants ainsi construite permettra de 
trouver les valeurs des charges de rupture en partant de la relation 
existant entre les ordonnées de cette épure tout comme il a été fait 
au paragraphe précédent dans le cas des poutres continues. La posi- 
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tion des rotules plastiques co ncidera avec celle des ordonnées 
maximales de l'épure définitive des moments. 

Si l’on se proposait de construire l'épure des moments fléchissants 
engendrés par un système de charges devant entraîner l’épuisement 
du pouvoir portant de la construction, on adopterait comme 
donnée de départ les ordonnées des moments fléchissants provoqués 
dans une poutre de référence, et ensuite on trouverait les ordonnées 
de l’épure définitive en procédant par égalisation des moments, 
compte tenu des résistances des sections. 

Le mode des destructions d’un arc encastré symétrique dépendra 
du système des charges et pourra être symétrique ou non. 

Le nombre de rotules plastiques dans le premier cas sera égal 
à six ou bien à cinq quand les deux rotules centrales seront confondues 


Fig. 13.15 Fig. 14.15 


(fig. 13.15,a et b). Dans le deuxième cas la destruction se produira 
avec formation d'au moins quatre rotules plastiques (fig. 13.15,c). 

Pour le calcul du pouvoir portant d’un arc encastré adoptons 
comme système principal isostatique celui représenté à la fig. 14.15,a 
et construisons l’épure sommaire des moments W>; engendrés par 
l’action simultanée des inconnues X1, X>: et X, ainsi que l’épure 
des moments M, provoqués par les charges dont l'intensité reste 
encore à déterminer. Les valeurs absolues ainsi que les signes des 
ordonnées de l’épure sommaire des moments Ms — M, + M, + M; 
restent également inconnus. 

Pour obtenir l’épure définitive des moments fléchissants agissant 
dans les sections de l’arc encastré (fig 14.15,b) il faut ajouter les 
ordonnées des épures des M, à celles des M3. Vu l’absence de symétrie 
dans le système des charges la destruction de l'arc devra s'effectuer 
avec formation de quatre rotules plastiques qui fonctionneront 
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alternativement vers le haut et vers le bas. Les orâonnées de 
l’épure résultante devront passer par un maximum (en valeur absolue) 
au droit de chacune de ces rotules, ce maximum étant égal à la 
portance de la section correspondante. Le signe des ordonnées 
changera d’une rotule à l’autre. 

Si les charges admissibles étaient connues tant en direction qu’en 
grandeur, les ordonnées de l'épure des moments engendrés dans une 
poutre de référence seraient complètement déterminées et l'on 
pourrait en déduire directement les ordonnées de l’épure définitive 
des moments fléchissants. On tiendrait compte de l'influence des 
efforts normaux sur la portance des sections tout comme on l'avait 
fait dans le cas d’un arc à deux rotules, 


Problème, On demande de construire l'épure définitive des moments flé- 
chissants pour un arc encastré tracé suivant une parabole. La portée de l’arc 


Lt — 12 m, la flèche f — 3m et toutes 
les sections transversalés ont la 
même portance à la flexion. L'arc 
est sollicité par une charge con- 
centrée P = 20 t appliquée à la clef 
(fig, 415.15,a). 

Solution. Pour trouver l’épure 
définitive des moments il faut addi- 
tionner les ordonnées de l’épure des 
moments engendrés par la poussée 
HE= X1, celles des épures des mo- 


Fig. 15.15 Fig. 16.15 


ments d'encastrement M4 — M = X, et celles de l’épure due à la charge P,..., 
toutes ces épures étant construites pour le système principal isostatique 
indiqué à la fig. 15.15,b. 

Etant donné que la destruction de l'arc par un système de charges symétri- 
ques se produira avec formation de cinq rotules plastiques, l'épure définitive 
des moments devra avoir l'allure indiquée à la fig. 15.15,c. | 

La poussée pourrait être déterminée en partant de la relation suivante 
tirée de cette épure: 


Ma, 1m + MG=#f+ Mo, 1m: 
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Or, comme 


à M à, 1im=Vc, lim» 
on obtient 


Le moment fléchissant dans la section Xn dont la position encore incon- 
nue détermine celle de la rotule plastique D pourra s'exprimer par 


Mn, dim = M à, im + M$ —Hyp=— 


4fXp 
12 


P 5 
= Mafuim +5 Xp—H (—Xp)=Ma,im—10Xp+ + X5. 


Ce moment devant correspondre à un maximum, sa dérivée première devra 
être nulle et par conséquent 


Mn 
dX p 


= —10+ À Xp=0, 


d’où Xp=3 m. 
11 s'ensuit que 


D Si 
Mp,1im=Ma,iim—10Xp+ 25 = —Mop,iim 80 +15 


ou 
M, lim = —7,5 tm, 


M 4, uim= Mc, lim — — M, Lim = 7,9 tm. 


Passons maintenant à l'examen du portique représenté à la 
fig. 16.15, ce portique étant sollicité par des charges horizontales 
uniformément réparties. L'épuisement du pouvoir portant du por- 
tique ne se produira qu'après la formation de deux rotules plastiques. 
L'épure des moments fléchissants représentée à La fig. 16.15 corres- 
pond au travail purement élastique du système. 

Etant donné que l'effort normal dans la traverse reste constant, 
la position des rotules plastiques dans cette dernière sera entièrement 
déterminée par le maximum des moments fléchissants et par con- 
séquent ces rotules ne pourraient se situer que dans les sections C 
et D. Pour la même raison les rotules plastiques dans les béquilles 
ne pourront se produire qu'aux points D’ et Æ. Théoriquement le 
nombre de combinaisons possibles de ces rotules est égal à six mais 
pratiquement on n’en aura que quatre, € et D, Cet D’, E et D,et 
finalement Æ£ et D’. 

On doit examiner ces quatre possibilités, déterminer pour cha- 
cune d'elles le pouvoir portant du portique et adopter le plus faible 
des quatre. Le pouvoir portant se déterminera chaque fois en partant 
de l'équilibre du mécanisme obtenu par l'introduction de deux 
rotules plastiques fonctionnant à moment constant. 

Le calcul précis des ossatures des bâtiments à plusieurs étages 
compte tenu des déformations plastiques des matériaux reste encore 
très compliqué mais leur calcul approché est fort simple. 
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& 95.15. Caleul des systèmes hyperstatiques articulés 


Le calcul des systèmes hyperstatiques articulés est basé sur les 
mêmes considérations que celui des ossatures à nœuds rigides, la 
difficulté principale résidant encore une fois dans le fait que le 
mode de destruction du système n’est pas connu a priori. Par con- 
séquent il faut examiner plusieurs variantes possibles, le nombre 
de celles-ci devenant parfois très considérable. 

Il est clair que le mode de destruction réel sera celui qui cor- 
respondra à la valeur minimale des charges de rupture. 

‘Prenons comme exemple une poutre en treillis représentée à la 
fig. 17.15 qui ne possède qu'une seule barre surabondante. 

L'épuisement du pouvoir portant de cette poutre ne peut survenir 
sans dépassement de la limite d'écoulement dans deux barres au 


Fig, 17.15 


moins parmi les 17 qui la composent. Or, le nombre de combinaisons 
deux à deux de 17 éléments est tellement important que même si 
l'on éliminait les combinaisons impossibles, on ne pourrait pas 
les examiner toutes. Par conséquent, il est beaucoup plus facile de 
calculer au préalable la poutre comme un système élastique et d'en 
déduire la barre dans laquelle la limite d'élasticité serait dépassée 
en premier lieu. Ensuite on recalcule la poutre une deuxième fois 
en admettant que l'effort dans la première barre restera constant 
et égal à Niim = MRF. On trouvera de cette façon la deuxième 
barre dans laquelle la limite d'écoulement sera dépassée en second 
lieu. 

Il faudra effectuer autant de calculs semblables qu'il y a de 
barres surabondantes plus une dans le système envisagé. 

Ayant déterminé de cette facon le mode de destruction du système 
étudié, les charges de rupture pourront être déterminées en partant 
des conditions d'équilibre. du mécanisme qui résulteraient de la 
mise hors service de toutes les liaisons surabondantes plus une. 

Admettons que dans l'exemple considéré La limite d'écoulement 
sera dépassée d’abord dans les barres Z et 2. Les charges de rupture 
pour ces deux barres sont respectivement : 


Ni,im=mRPF,; et No, lim=mMmRP. 


Dans ce cas la valeur de la charge P qui provoquera l'épuisement 
du pouvoir portant de la poutre en treillis sera trouvée en écrivant 
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l'équation d’équilibre des moments des efforts agissant sur le tron- 
çon gauche de cette poutre par rapport au point À: 
DIMa= 0;  Piimd— Ni mimi — No, 1im7 = 0 
d’où 
p = rrme pm, jim7 _ mR (hF3+rFo) | 
d d 

Le calcul des poutres en treillis se complique encore plus par le 
fait que les barres comprimées peuvent se rompre par flambage 
avant l'épuisement de leur portance adoptée égale à mRF. Il faudra 
donc évaluer les charges critiques des éléments comprimés. Notons 
aussi qu'une poutre en treillis hyperstatique peut être mise hors 
service non seulement pendant son chargement mais également 
pendant son déchargement. Cette question a été étudiée en détail 
en ÜU.R.S.S. par les professeurs S. Bernstein et N. Stréletski. 


$ 6.15, Calcul des systèmes hyperstatiques à 
l’effet des charges répétées 


Le déchargement d’un système hyperstatique travaillant au-delà 
de la limite d’élasticité laisse dans un nombre de barres des contrain- 
tes résiduelles et des déformations permanentes qui peuvent croître 
avec chaque chargement successif aboutissant en fin de compte 
à la destruction du système. Cette question est d’une importance 
capitale car chaque ouvrage est soumis à l’action répétée des sur- 
charges pendant son service. 

Examinons en premier lieu ce qui se passerait dans un système 
hyperstatique soumis à l’action répétée d’une seule et même charge. 

Prenons comme exemple le système élémentaire de la fig. 18.15. 
Ce système est composé d'une poutre rigide portée par trois suspen- 
sions élastico-plastiques. Une charge P est appliquée au centre de la 
poutre. 

À la fig. 19.15 nous avons représenté les déformations subies par 
le système lors des chargements et déchargements successifs. 

Si l'intensité de la charge appliquée est inférieure à celle de la 
charge de rupture, mais suffisante pour provoquer des déformations 
plastiques dans la suspension centrale, cette suspension conservera 
après déchargement une déformation permanente. Les deux suspen- 
sions extrêmes reliées à la suspension centrale par une poutre rigide 
resteront également déformées, même si leur limite élastique n’a 
jamais été dépassée. Par conséquent, après déchargement les deux 
Suspensions extrêmes resteront tendues et la suspension centrale 
deviendra comprimée, la somme des projections de ces trois efforts 
sur la verticale restant nulle. Les efforts résiduels ainsi engendrés 
seront mutuellement équilibrés. Mettons que la déformation perma- 
nente des trois suspensions est égale à A’. Lors du deuxième charge- 
ment du système, les contraintes de compression disparaîtront 
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dans la suspension centrale dès que la charge aura axteint une cer- 
taine valeur P. Un accroissement supplémentaire de cette charge 
entraînera d’abord l'apparition des contraintes d'extension dans la 
suspension considérée et ensuite un nouveau dépassement de sa 
limite d'écoulement. Cependant l'intensité de la charge P” sera plus 


F1 À’ A'A" A 
Fig. 18.15 Fig. 19.15 


importante que lors du premier chargement et la déformation per- 
manente A" — A’ sera plus faible. Dès que l'intensité de la charge 
tombera à une valeur égale à P, l’effort dans la suspension centrale 
se réduira de nouveau à 616. F et les efforts dans Îles deux autres 
reprendront les valeurs qu'ils avaient atteintes lors de la première 
sollicitation. 

Les déformations permanentes supplémentaires de la barre 
centrale diminueront de chargement en chargement et il arrivera 
un moment quand leur accroissement s'arrêtera complètement, le 
système redevenant ainsi parfaitement élastique. Dans ce cas, 
l'intensité des charges répétées menant à la rupture du système sera 
la même que celle d’une charge appliquée une seule fois *. 

Envisageons maintenant le cas d'application répétée de 
charges différentes. Prenons un système composé d'une poutre 
élastique soutenue par trois suspensions (fig. 20.15) et appliquons 
à ce système alternativement les charges P; et P:, la charge P, ne 
provoquant des déformations plastiques que dans la suspension 
centrale et les charges P, que dans les suspensions extrêmes. 

Quant à la poutre, nous admettrons qu'elle travaille continuelle- 
ment comme un corps parfaitement élastique. Après la première 
mise en charge par la force P,, le système restera déformé et la poutre 
s’'incurvera vers le bas comme indiqué à La fig. 20.15,a. L'application 
des forces P, intervertira le sens de la courbure et la poutre après 
déchargement "conservera la forme indiquée à la fig. 20.15,6. 


* On suppose que le nombre de répétitions des chargements n’est pas 
suffisant pour donner liou au phénomène de fatigue (W.d.T.). 
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La répétition des cycles chargement-déchargement déclenchera 
chaque fois une augmentation des déformations permanentes des 
suspensions (fig. 20.45,c et d) et cela jusqu'à la rupture des suspen- 
sions par suite d’allongements exagérés. 

# La conservation du pouvoir portant d'un système soumis à l'effet 
des charges répétées différentes ne peut être assurée que si l’ac- 
croissement des déformations permanentes cesse complètement après 


un certain nombre de sollicitations, et si les efforts intérieurs 
résultant de la combinaison des charges extérieures et des contraintes 
résiduelles soient inférieurs à la'portance de La section correspondante. 
Cette condition peut s’exprimer par l'inégalité suivante: 


S + So < Sim 


S étant l’effort engendré par les charges extérieures dans un élément 
quelconque du système considéré comme élastique; $S, l'effort 
résiduel (ou initial) dans le même élément (c’est-à-dire subsistant 
en l'absence de toute charge) et Siin le pouvoir portant de ce même 
élément. 

Il s'ensuit que si l’on peut trouver une répartition des efforts 
initiaux telle que leurs résultantes avec les efforts engendrés par 
toutes Les combinaisons possibles des charges extérieures soient 
toujours iniérieures aux pouvoirs portants de ces éléments, les défor- 
mations du système resteront limitées après un nombre quelconque 
de chargements et quels que soient l’ordre des sollicitations, leur 
intensité, leur direction et leur position. Si, par contre, il s’avère 
impossible de trouver une telle répartition des contraintes initiales, 
les déformations du système continueront à croître indéfiniment et 
entraîneront en fin de compte sa destruction. 

Ce principe, connu sous le nom de principe de Bleich, appliqué 
aux poutres continues ramène l'étude de ces dernières à la construc- 
tion d'épures enveloppantes couvrant tous les cas de chargement 


possibles avec « égalisation » subséquente des ordonnées de cette 
épure. 
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